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HENRYK PIERSA

KWANTOWANIE POLA ELEKTROMAGNETYCZNEGO
—FOTONY I FALE"

Fale elektromagnetyczne znane sg juz uczniom szkoty $redniej. Licealidci
wiedza, ze stanowia one zmienne, w przestrzeni i czasie pole elektryczne
E i magnetyczne H, ze posiadaja okre§lona dtugosé fali 4, czestosé¢ v (lub w),
ze w prozni poruszajg si¢ z predkoscig §wiatta ¢, a takze mogg si¢ odbijac¢ od
przeszkody, zalamywac, uginaé, interferowac i polaryzowaé. Te wiadomosci
zaktada si¢ u Czytelnika.

1. ROWNANIA MAXWELLA
[ NIEKTORE ICH KONSEKWENCIJE

W tym celu odwotujemy si¢ do kilku praw elektrodynamiki klasycznej,
sformulowanych na poziomie akademickim. Bedg one stanowity punkt wyj-
Scia do elektrodynamiki kwantowej. Wymienione wektory Ei H wystepuja
w rownaniach Maxwella':

rotE+1%H _ (1)
c ot
divH =0, )
rotlfl—la—E:L}—”l?, 3)
cot ¢
divE = 4 mp. “4)

Skroty ‘rot’, ‘div’, ‘grad’ oznaczaja operatory rézniczkowe, dziatajagce na
funkcje wektorowe E(x,y,z, t)iﬁ(x,y,z,t). Ich posta¢ analityczna bedzie
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podana na koncu artykutu. Natomiast p oznacza gestosé tadunku elektrycz-
nego, ai = pv - gestos¢ pradu elektrycznego.
Oproécz przytoczonych rownan, wprowadza sie rownosci-potencjaty™:

wektorowy
H=rotA (5)

1 skalarny
E+16—A:—gradU (6)
cot

W dalszych rozwazaniach przyjmuje si¢, ze pole elektromagnetyczne jest
bezzroédlowe (p = 01 7= 0), ze bok szescianu L, zawierajace pole, jest bardzo
duzy w poréwnaniu z dtugoscia fali, przemieszczajacej si¢ w nim. Ponadto
zaktadamy, ze pole jest charakteryzowane przez potencjat Zl(F,t), zas
U(F,t)=0 (tzw. Cechowanie Coulomba)’.

Dla swobodnego pola elektromagnetycznego w przedstawieniu Hamiltona
réwnanie falowe dla wektora A(F,t) jest

- 10A

A-= . 7
c? ot M

Do tego rownania dodana jest rowno$é*
divA=0 (8)

oraz warunek: na przeciwleglych $cianach szescianu o boku L z polem ZI(F,t) ,
funkcja ta jest okresowa to znaczy

A(F+Lt)= A(Ft). )
Catka z rownania (7) jest funkcjg °
A(F.t)=Y d.e™ +de™. (10)

Gdzie d, = doe~'“kt,zas dj, jest funkcja z nig sprzezona.
Dowolny k-ty sktadnik sumy (10) przedstawia falg¢ stojaca w kierunku
wyznaczonym przez wektor falowy k.

2 Tamze, s. 16
3 Tamze, s. 18
4 Tamze, s. 59
5 Tamze, s. 70
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2. WPROWADZANIE WSPOLRZEDNYCH KANONICZNYCH

Przy przejsciu od opisu falowego do opisu fotonowego, dokonuje si¢
. . il . . 0 =g =g
przeksztalcenia zmiennych d; i dj na zmienne kanoniczne Qy, Py:

Q,=C(a, +dy), B, =—im,C(a, —d,), (1)
Gdzie C jest stalg normalizacji.

Za pomoca zmiennych §,iP, hamiltonian k-tej fali stojacej przyjmuje
ksztatt

1
H, =E(sz +0;Q} ). (12)

Wektory ak i ﬁk sg prostopadte do wektora falowego k.
Mozna wykazaé, ze rownanie ruchu k-tej fali stojacej ma postac’:

Q.+ @}Q} =0. (13)

K-t fale stojaca mozna traktowaé jako oscylator harmoniczny, natomiast
sume¢ sktadnikow (13) mozna interpretowac jako nieskonczony lecz uporzad-
kowany zbior niezaleznych, jednowymiarowych oscylatorow harmonicznych.

Dowodzi sie, ze energia pola elektromagnetycznego w komorze L3 wyraza
si¢ wzorem

E=H=YH, :Z%(P,f +@,Q; ). (14)
k k

Kazda z wielkosci Q,P, posiada dwie sktadniowe j = 1,2,okreslajace
kierunek polaryzacji k-tego oscylatora.Wobec tego kazda ze zmiennych Q,,
P, wystepujacych we wzorach (12) i (14), nalezy zaopatrzy¢ nadto we wskaznik j:
Qy» Fy-

Powyzsze rozwazania odnosza si¢ do dowolnych pol elektromegnetycz-
nych, pod warunkiem ze dlugos¢ fal stojacych jest bardzo mata w porow-
naniu z rozmiarami liniowymi sze$cianu. H. Weyl wskazal, ze uzyskane
wyniki pozostajg takze wazne dla wneki dowolnego ksztattu, jezeli tylko jej
rozmiary sg bardzo duze w porownaniu z dtugos$cig fali.

¢ L.D. LANDAU, E.M. LIFszic, Krotki kurs fizyki teoretycznej, t. 1, Warszawa 1980, s. 255
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3. KWANTYZACJA POLA ELEKTROMAGNETYCZNEGO

Formalnie, przejscie od fal stojacych do oscylatorow skwantowanego
pola, dokonuje si¢ przez zmiang wspoirzednych Q,; i pgdow B; na operatory
Q> By z nastgpujacymi regutami komutacji:

[ékj'ﬁkj:|=_ih (15)
dla takich samych %, j
[ék].,ﬁijzo (16)

i dla réznych £, j.
W konsekwencji hamiltonian (12) staje si¢ operatorem

. 1/a A
A, =E(P,; +0Qy) (17)
a takze
H=YH,. (18)
i
Wartosci witasne operatora I:ij sa takie same, jak warto$ci wtasne oscy-
latora’:
E,; =n oh. (19)
Energi¢ catego pola wyraza si¢ wzorem
E=n,oh, (20)
i
Natomiast catkowity ped
P=>"nkh Q1)
kj

Poddane kwantyzacji pole elektromagnetyczne jest nieskonczonym, ale
przeliczalnym zbiorem fotonéw o okreslonych réwnoscig (20) energiach
i przez wzor (21) pedach.

7 W. Heitler uzupetnia wzor (17) o iloczyn —%h v, , opisujacy drgania zerowe. Cho¢ we wzorze

na energig, tego sktadnika nie uwzglednia (s. 71). Landau i Lifszic w drugim tomie Krotkiego kursu
fizyki teoretycznej, hamiltonianu — odpowiednikiem wzoru (17) nie wzbogacajac o omawiany
sktadnik (s. 225). Trzy stronice dalej uwzgledniajac go we wzorze na energig.
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4. FOTONOWY I FALOWY CHARAKTER POLA
ELEKTROMAGNETYCZNEGO

Z ostatnich rozwazan wypada wnosi¢, ze pole elektromagnetyczne ma
charakter dyskretny, stanowi zbior fotonow.

Zanim ustosunkujemy do tego stwierdzenia, podamy kilka danych, odnos-
nie do energii fotonow o réznych czestosciach. Wykorzystujac wzor Plancka
E = hv, znajdujemy: dla v = 10*° Hz (promieniowanie gamma) E=7-10"* J,
dla v =3-10"® Hz (promieniowanie rentgenowskie) E=2-10""" J, dlav = 3-10'°
Hz (nadfiolet) E=2-10"" J, dla v = 3-10'° Hz (mikrofale) E =2-10% J, dla
v = 3-10° Hz (fale ultrakrotkie) E=2-10%’ J, dla v = 3-10* Hz (fale dlugie)
E=210" 1%

Jak wida¢ z przytoczonych danych, rozpietos¢ energii kwantowej promie-
niowania elektromagnetycznego, dla przytoczonego przedzialu czestosci,
jest niewyobrazalnie duza. W zwiazku z tym, o ile uzasadnione jest mowie-
nie o fotonach promieniowania gamma, Rontgena, promieniowaniu nadfio-
letowym, a nawet krotkofalowego widzialnego, trudno jest uzywac tej nazwy
do fal radiowych czy dlugich.

Fotony pojmowane jako przestrzennie niewyobrazalnie male mikro-
obiekty, w prozni przemieszczajg si¢ z predkoscig Swiatla c.

Fale elektromagnetyczne zajmujg przestrzennie duze obszary i w prozni
przemieszczaja si¢ takze z predkoscia Swiatla.

Na fotografii z rysunku 1 zamieszczono domknigty fragment fali harmo-
nicznej. Mozna na niej dostrzec dtugos¢ fali i jej podwdjng amplitude.

Rys. 1 Rys. 2

Na fotografii z rysunku 2 pokazano ograniczony ‘pakiet’ fal’ prawie sinuso-

idalnej fali o modulowanej amplitudzie, propagujacej si¢ wzdtuz osi wedtug
10

wzoru

8 Stownik Fizyczny, Warszawa 1984, s. 118; G. FEINBERG, Swiatlo, w: Swiatlo, Biblioteka prob-
lemow, t. 179, Warszawa 1973, ryc. 16.

° A.H. PIEKARA, Elektrycznosé, magnetyzm i promieniowanie, Warszawa 1987, s. 221

' F.C. GRAWFORD, Fale, Warszawa 1972, s. 286
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A, (z,t)=2Acos(w,t -k,z), (22)

Gdzie litera m przy funkcji A, czestosci w,, iliczbie falowej k,,, jest skrotem
przymiotnika ‘maksymalna’. Zadnej z tych fal nie mozna utozsamié z czastka
— fotonem. Doda¢ nalezy, ze obydwie krzywe z rysunkéw sg powatarzalne.

Migdzy falami i fotonami wystepujg i cechy wspdlne: w przestrzeni roz-
chodzg si¢ z takg samg predkoscia, przenosza energie i pedy. Fale jednak
przenosza je w sposob ciagly, fotony — w sposob dyskretny: kazdy foton
przenosi okreslong porcje energii hw i pedu hk.

Do ‘pogodzenia’ falowej natury promieniowania wykorzystuje si¢ prawa
statystki matematycznej.

Jednym z waznych poj¢é statystyki jest pojecie fluktuacji, czyli chwiej-
nosci, niestabilno$ci w zastosowaniu do badanych obiektow.

W 1909 r. G.I. Tylor'' utrwalit na kliszy fotograficznej §lady pojedyn-
czych fotondéw ugigtych na gtéwce szpilki. Doswiadczenie trwato 3 mie-
sigce. W efekcie na kliszy utworzyt si¢ obraz.

Okoto 40 lat pdzniej S.I. Wawitow, wraz z uczniami, obserwowal od 200
do 400 fotonow $wiatta o dtugosci fali 5250 A, W czasach pozniejszych
opracowano odpowiednig aparatur¢ (lasery, urzadzenia do zliczania i rejes-
tracji), ktora pozwolila rejestrowac i zlicza¢ $lady poszczegolnych fotonow.

R.L. Pfleegor i L. Mandel z Uniwersytetu w Rochester ustalili, ,,ze kazdy
foton osiaga zupehnie przypadkowe miejsce w detektorze”".

A wiec fotony, ale i inne czastki (np. elektrony), podobnie jak czastki
gazu, wykazuja fluktuacje. I mozna do nich stosowaé teorie statystyczne.
Nas interesowac beda trzy rozktady statystyczne:

— Rozktad Wiena
8h7Z ’hl 3
p,dv=—-e vdy, (23)
c
— Rozktad Rayleigha-Jeansa
2
p,dv =" kv, (24)
c
— Rozktad Plancka
8hzvidv 1
p,dv = 3 o (25)
¢ e —1

EH. WICHMANN, Fizyka stomowa, Warszawa 1973, s. 190

12 B. JAWORSKI, A. DETLAW, Kurs fizyki, t. 3: Procesy falowe, optyka, fizyka atomowa i jgd-
rowa, Warszawa 1969, s. 332

13 G. FEINBERG, Swiatlo, s. 27



KWANTOWANIE POLA ELEKTROMAGNETYCZNEGO - FOTONY I FALE 103

We wzorach (23)-(25) p, jest widmowa gestoscia energii v — czestosci
promieniowania, k — stala Boltzmana, 4 — stalg Plancka, T — temperatura
w skali bezwzglednej, ¢ — predkosciag Swiatla 1 e — stalg matematyczna,
podstawa logarytmow naturalnych.

Na podstawie rozktadu Gibbsa wyprowadza si¢ wzor na $rednig kwadratu
fluksji energii pola elektromagnetycznego &€ 14

g -k, (26)
dt

Gdzie E =Vp,dv, V — objeto$¢ przestrzeni, w ktorej istnieje pole elektro-
magnetyczne.

Wykorzystujac definicje wielkosci Ei stosujac rowno$é (26) do rozkta-
dow (23)-(25), wyprowadza si¢ $srednig kwadratéow fluksji energii pola pro-
mieniowania:

— dla wzoru Wiena

€ =hE, (27)
— dla Rayleigha-Jeansa
_ 3ETZ
ge-_¢5 28
8xVvidv (28)
—1idla Plancka "
PR R (29)
8zVvidv

Pierwszy sktadnik rownosci (29) jest identyczny ze wzorem (27) i odnosi
si¢ do fal krotkich, drugi jest identyczny z rownoscia (28) i stosuje si¢ do fal
dtugich.

Prawo Plancka opisuje wigc cale widmo fal elektromagnetycznych. Moz-
na powiedzie¢, ze prawo to taczy dwie teorie: elektrodynamike kwantowa
z Maxwella elektrodynamikg klasyczng. Prawo Wiena opisuje fotony, nato-
miast prawo Rayleigha-Jeansa — fale. Po potaczeniu fotonoéw z falami pozo-
staje okreslenie granicy miedzy nimi.

Sprobujemy dokonaé¢ tego, wykorzystujac zjawisko fotoelektryczne.
Obecnie to zjawisko omawiane jest w podrecznikach licealnych'.

14 E. SzpoLsky, F. izyka atomowa, t. I, Warszawa 1953, s. 324 i uzupehienie [V.
" Tamze, s. 325-326.
'S Por. J. GINTER, Fizyka podrecznik dla liceum ogélnoksztatcgeego klasa 3,Warszawa 1990.
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Zjawisko fotoelektryczne pozwala wyznaczy¢ dhugos¢ fali przypisywane;j
fotonowi danego promieniowania. Zmierzone dla ré6znych metali i r6znych
rodzajow diugosci fal promieniowania, pozwoli okresli¢ granice migdzy
fotonami i falami.

Jak wiadomo, zjawisko fotoelektryczne wyjasnit A. Einstein, podajac na-
stepujaca rownos¢:

E =hv—W,# (30)

Gdzie Ey jest energig kinetyczng wybitego elektronu z metalu przez foton
o energii hv, za§ W — praca wyjscia. Gdy hv > W, wybity elektron uzyskuje
energi¢ Ey. Jezeli hvy = W, elektron opuscitby metal z zerowa energig. Czes-
to$¢ vy nazywana jest czesto$cig progowa.

Czgstos¢ progowa dla réznych metali jest inna. Dla platyny wynosi
1,4-10"° Hz, dla wolframu — ok. 10"° Hz, dla cezu — 0,4-10"° Hz. Przy dtu-
gosci fal mniejszych od 2500 A, wszystkie metale wykazuja zjawisko foto-
elektryczne.

Na zakonczenie dodajmy, ze oprocz normalnego zjawiska fotoelektrycz-
nego, wystepuje tzw. Selektywne zjawisko fotoelektryczne. Wystgpuje ono
wtedy, gdy na plytke metalowa padaja fotony pod réznym od zera katem a
do normalnej wzgledem powierzchni ptytki.

W klasycznej optyce falowej, ptaszczyzna w ktorej lezy wektor E (wektor
swietlny), musi by¢ prostopadia do ptaszczyzny padania. Tylko wtedy wek-
tor E posiada sktadowata prostopadta do powierzchni ptytki'’. Warunek ten
jest spetniony w selektywnym zjawisku fotoelektrycznym.

A wigc fotonom nalezy przypisac nie tylko nazwe ‘fala o dtugosci 4, ale
‘fala poprzeczna o dtugosci A’.

7 Por. np. S.Pienkowski, Fizyka do§wiadczalna, t. 3, Warszawa 1955, s. 318. Sz.Szczeniowski,
Fizyka doswiadczalna, t. V, cz. 1, Fizyka atomowa, Warszawa 1959, s. 52-53
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DODATEK:
PEWNE INFORMACIJE Z MATEMATYKI

Wszystkie funkcje podane w tym dodatku sg funkcjami ciggltymi.
Pierwsza pochodnia funkcji f(x) zapisujemy

() 1
dx
Jej druga pochodna jest
dZ
y'= f(zx). 11
dx
Gdy zmienng niezalezng jest czas t, [-sza i II-ga pochodnia sg oznaczane
przez fizykow punktami
df (¢ d’f(t
y:f()iy: fg) 111
dt dt
Dla funkcji 3-ch zmiennych f(x,y,z) pochodne czasteczkowe sga zapisywane:
o (x,y.z) of (x,y.2z) of(x,y.2) v
x y oz
Drugie pochodne czasteczkowe, zapisuje si¢:
O*f(x,y.z) O f(x,y.z) &*f(x,y.2) v
T ot
Operatorami prostymi s3:
d d 0 0 0 & o ¢
NN N N N N VI
dx dx* 0x oy 0z ox* oy* oz’
Dadajmy jeszcze operatory rzutow pedu na osie x, y, z:
. I . b . D
VII

be=ta iy P T

Przytoczymy niektére operatory ztozone. Niech 4, ,d ,d. oznaczaja jedno-

stkowe wektory (wersory) na osiach x,y i z ukladu kartezjanskiego.
Definiujemy zlozony operator Hamiltona (inaczej operator nabla):
. 0 0 0

V=a,—+a,—+ada,—. VIII
ox Yoy 0z
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Za jego pomocg wprowadzamy grad F(x,y,z):

OF _ OF _ OF

VF =d +d,—=gradF. IX
0z

X

ox Yoy
Dzialajgc operatorem nabla na pole wektorowe Zl(x, v.,z), otrzymujemy dywer-
gencje A:

—L+ +—= X
ox oy oz

Mnozac wektorowo V przez wektor A, dostajemy rotacje pola wektorowego:

VxA=rot A. XI

Wreszcie dziatajac operatorem V na gradient pola skalarnego F(x,y,z), otrzy-
mujemy operator Laplace’a:
2 2 2
V(VF):VZ:AF=85+61§+6€. XII
ox® oyt oz

Podobnie jak m, liczbg niewymierng jest liczba e = 2,72.

W fizyce czesto wykorzystuje sie funkcje f(x) = e'*, gdzie x jest zmienna,
a i=+-1. e ¥jest funkcja sprzezona z funkcja e'*.

Warto zauwazy¢, ze energie E=hv jest ekwiwalentna do energii E= Bw, gdzie

h= o> Przez przyrownanie i podzielenie przez /4, otrzymuje sig: pL = o
T



