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KATARZYNA ZI ETEK-KWASNIEWSKA

MODELE WYCENY OPCJI NA AKCJE

WSTEP

Problematyka wyceny opcji podejmowana byta przeelwinaukowcow,
a proba stworzenia drzewa genealogicznego modetizlinviajgcych wyzna-
czenie wartéci ,prawdziwej” tych instrumentéw pochodnych zeanam sj-
gna¢ az do 1900 roku — do roku, w ktérym Louis Bachelierswej rozprawie
doktorskiej zatytutowanejTheory of Speculatior{(obronionej na Sorbonie
w 1900 roku) zaproponowat teoretyczny model proae=u akcji. Ché model
ten, zakladajc, iz ceny akcji podlegajarytmetycznym ruchom Browna, do-
puszczat ujemne ceny waloru bazowego (co kiégizsizeczywistécia), nie-
watpliwie przetart szlak kolejnym poszukiwaczom atalznych metod wy-
ceny opcji.

Od tamtego czasu powstawato wiele modeli wycenyat&’ch 60. XX wie-
ku zagadnieniu temu uwagpcswiecili m.in. C. M. Sprenkle, H. F. Ayres,
P. A. Samuelson czy A. H. Chercha: nalery zauwayé, iz modele powstate
w tym okresie w gtéwnej mierze dotyczyly warranfovgdyz rynki tych
instrumentow byly znacznie bardziej rozwit@ niz rynki opcji. Bez wtpienia
najwiekszy sukces w zakresie wyceny opcji odfiig-ischer Black i Myron

Mgr KATARZYNA ZIETEK-KWASNIEWSKA — asystent Katedry Zastosofivatematyki w
Instytucie Ekonomii i Zargdzania Katolickiego Uniwersytetu Lubelskiego JanawR II;
adres do korespondencji: Al. Ractawickie 14, 20-250lin.

1Por. K. Appelt,O réznych podejciach do wyceny opcji. Charakterystyka modeli wy-
ceny opcji sprzed 1973 rokiZeszyty Studiow Doktoranckich” 2004, z. 13, s. 6

2C. M. Sprenkle w swym artykuléVarrant prices as indications of expectations
and preferenceg 1961 r. okrdit warrant jako jeden z ptiu typdw opcji kupna akcji. Ce-
chami wyr&niajacymi ten instrumentss dtugi okreszycia oraz podmiot wystawiagy, ktérym
jest spotka bdaca emitentem akcji (tame, s. 6).
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Scholed, ktérych model, opublikowany po raz pierwszy w 39ku, jest
uznawany ,[...] za jedno z najekiszych osignig¢ wspoétczesnych finansow”
Niezwykle istotne dla obecnego ksztalttu wiedzy acsmvaniu wartéci opciji

byly rowniez dokonania Johna Coxa, Stephena A. Rossa i MarkanBigina
— twércow modelu dwumianowego, wpigoggo s¢ w nurt numerycznych
modeli wyceny.

Celem niniejszego artykutu jest prezentacja podsteych modeli umeg-
liwiajgcych wyznaczenie warfoi akcyjnych opcji kupna i sprzegia Omo-
wione w nim zostaty, wspomniane po#ey, model dwumianowy oraz Blacka-
Scholesa, a tale model Mertona, stanowdy najstynniejsze rozwigcie for-
muty Blacka-Scholesa.

1. MODEL DWUMIANOWY

Model dwumianowy wyceny opcji, ok§any rowniez modelem dwusta-
nowym, dwudzielnym oraz meteddrzewka dwumianowego, chopo raz
pierwszy zaprezentowany zostat przez Williama Searpv 1978 r, zazwy-
czaj hczony jest z nazwiskami Johna Coxa, Stephena As&®Rodarka Ru-
binsteina, ktérzy w 1979 roku na tamach ,JournaFofance Economic” opu-
blikowali artykut pt.Option Pricing: A Simplified Approach

W ramach modelu dwumianowego — jak zaznacza J. Mp#ff — wska-
zat mozna dwa podégia umaliwiajace oszacowanie waro opcji. Pierwsze
z nich zaktada wycenopcji w warunkach powszechnej objosci wzgledem
ryzyka (ang.the risk-neutral approacly drugie natomiast odwotuje esido

3 W 1997 roku Myron Scholes i Robert Merton otrzyimdagrod: Nobla w dziedzinie eko-
nomii za opracowanie metody wyceny instrumentéw hpamych, w tym zwlaszcza opciji.
Fischer Black zmart dwa lata wcadej, jednake — weditug powszechnej opinii — gdybyt,
bytby trzecim laureatem tej Nagrody (zob. A. P aloe®ki, Wz6r Blacka-Scholesattp://
www.mimuw.edu.pl/delta/artykuly/deltal203/wzorbsfpd

‘Appelt dz. cyt., s. 5.

5Zob. Ch. W. Smithson, C. W. Smith, Jr., D. S. Wolfd, Zarzdzanie ryzykiem
finansowym. Instrumenty pochodnezyinieria finansowa i maksymalizacja waftd, przet.
G. tuczkiewicz, J. Katolik, Krakéw: Oficyna Ekonoezina 2000, s. 395.

6 «Journal of Finance Economic” 7(1979): http://wvinvthe-money.com/pages/author.htm

7 Option Pricing Using Binomial Treestlum. moje — K. Z-K.), http:/faculty.washingteulu/
karpoff/FIN%20509/FIN509_session4.ppt
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metody replikacji opcfi za pomog portfela skiadajcego s¢ z akcji i depo-
zytu/kredytu bankowego (obligadji(ang.the replicating portfolio approadh
Chagc zaprezentowaobydwa wskazane pousj sposoby, dla opcji kupna
zastosowano metedwyceny, widciwg zatazeniu o neutralnym podéjiu do
ryzyka, natomiast dla opcji sprzegya— metod bazujca na ekwiwalencie opciji.

1.1. ZALOZENIA MODELU DWUMIANOWEGO (DWUSTANOWEGO)

Podstawowym zaleeniem, na jakim opiera gimodel dwumianowy, jest
zatazenie dotyczce rozktadu kacowej wartdci waloru podstawowego. Mia-
nowicie, zgodnie z propozygcjCoxa, Rossa i Rubinsteina, czas pozastafo
wygasnigcia opcji dzieli s¢ na dyskretne przedziaty, po czym przyjmuje, si
iz w ciaggu kazdego z nich m#iwe s3 dwie zmiany cenowe, tzn. instrument
bazowy, na jaki opiewa opcja, m® podrae¢ wedtug stopyu (U >1) lub sta-
nie¢ wedtug stopyd (d <1), co oznacza,zicena aktywu bazowego podlega
wielokrotnemu procesowi dwumianowemu (angultiplicative binomial pro-
cesy™.

Wedtug kolejnego zakenia w danym przedziale czasu (oznaczanym jako
parametrr jest staly i okréla stog, po ktérej inwestor mae udzielé i za-
ciagat pozyczke, przy czym zazwyczaj przyjmujecsiiz jest to stopa wolna od
ryzyka.

Szczegdblnie istotnym zateniem modelu dwumianowego jest brakahio
wosci dokonywania dochodowych i pozbawionych ryzykansakcji arbitra-
zowych, implikugcy nas¢pujaca relacg miedzy stop procentowy r, czynni-
kiem wzrostuu i czynnikiem spadkuaf™*:

d<l+r<u. (1.1.1)

8 Dany portfel replikuje papier warciowy, jeili w dowolnym momencie przynosi taki
sam dochod. Oznacza t, iprzy zatlageniu braku maliwosci korzystnego i pozbawionego
ryzyka arbitrau, cena papieru war§oiowego musi b§ réwna cenie portfela (zob. W. ¢b -

s ki, Rynek finansowy i jego mechanizWarszawa: Wydawnictwo Naukowe PWN 2000, s. 402).
® Kupno obligacji jest réwnoznaczne z udzieleniemypaki, natomiast ich sprzeda z jej
zachgnicciem (zob. Cox, Ross, Rubinstein, dz. cyt., s.thum. moje — K. Z-K.).
107Zob. Debski, dz. cyt., s. 401.
1 Cox, Ross, Rubinstein, dz. cyt., s. 5.
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Oprocz wyej wymienionych, w modelu dwumianowym przyjmuje ga-
tozenie o braku kosztéw transakcyjnych oraz podatkdaktada s¢ réwniez,
ze inwestorzy dziatapy na rynku mog dokonywa krétkiej sprzeday™.

1.2. JEDNOOKRESOWY MODEL DWUMIANOWY
(ANG. ONE-PERIOD MODEL)

Opcja kupna

Przyjmijmy, iz na rynku dosfpna jest para instrumentow: kasowy — w na-
szym przypadku akcja — oraz europejska akcyjnasogupna o cenie wyko-
naniaX. Nastpnie zal@my, iz S jest biezaca cery akcji, aC aktualry warto-
scig akcyjnej opcji kupna stylu europejskiego, ktéregpstat jeden okres do
wyganiecia.

Poniewa, zgodnie z zaleniem, w okresie waosci opcji cena akcji zmie-
nia sk w procesie dwumianowym, oznacza e, w cagu tego czasu nitiwe
sa dwa nasfpujace scenariusze zdarzé

— cena akcji wzrgnie z poziomuS do poziomuuS (u>1) z prawdopo-

dobieastwemq, a cena akcyjnej opcji kupna odpowiednio €zoC,,
przy czym:

C, =max{0,us- X), (1.2.2)

— cena akcji spadnie z pozionfudo poziomudS (d <1) z prawdopodo-
bienstwem1—-(, a cena akcyjnej opcji kupna odpowiednio € zdlo Cy,
przy czym:

Cq = max0,dS- X). (1.2.2)

12 Krétka sprzeda,[...] polega na pgyczeniu akcji, sprzedaniu ich, a ngstie po pew-
nym czasie zakupie tych akcji i ich oddaniwzpozagcemu” (K. Jajuga, T. Jajug &mwe-
stycje: instrumenty finansowe, ryzyko finansoweéyrieria finansowa Warszawa: Wydaw-
nictwo Naukowe PWN 1997, s. 95).

B por. K. PiontekTeoretyczna i rzeczywista waftovalutowych instrumentéw pochodnych
— rynek polskihttp://credit.ae.wroc.pl/~kpiontek/wartpoch.pdf
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Graficzry ilustracg ksztaltowania si ceny akcji i ceny akcyjnej opcji
kupna stanowi rysunek 1.

Rysunek 1. Jednookresowe drzewo dwumianowe cenjy isddccyjnej opcji kupna

usS
C,=max(C, uS-X)

S/
C\
ds
t

Cys=max(0,dS- X)

t +1

Zrédio: Opracowanie wlasne.

Przyjmijmy, iz dany inwestor, opiergf sk na dosgpnych instrumentach,
mianowicie akcjach i opcjach, chce skonstruéwartfel wolny od ryzyka -V.
Mozna wskazé& dwa maliwe sposoby zabezpieczenia takiej inwestycji przed
ryzykiem. ,Poniewa ceny opcji kupna i akcji zmienigjsic w tym samym
kierunku, trzeba kupowajedm z nich i sprzedawa drug. Mozna wic
zabezpieczy sie przed ryzykiem kupug akcje i sprzedag pewn liczbe opcji
lub krétko sprzedap pewn liczbe akcji i kupupc opcje™®. Zaktadajc
pierwsze z rozwizan, inwestor w chwili obecnej dokonuje jednoczesnege
bycia jednej akcji oraz wystawienfaopcji kupna®, ponosac w zwiazku z tym
wydatek kupna instrumentu kasowego pomniejszony pbyw ze sprzedsy
h opcjit®. Zgodnie z powgszym, aktualna warko takiej inwestycji wynosi:

V =S-hC. (1.2.3)

W przypadku, gdy w okresie waosci opcji cena akcji wzrinie, wéwczas
na koniec rozpatrywanego przedziatu czasu wiaritmwestycji kedzie rowna:

“R. A. HaugenTeoria nowoczesnego inwestowanpazetl. S. Pak [i in.], Warszawa:
WIG-Press 1996, s. 541.

S 7ob.Jajuga, Jajuga, dz. cyt., s. 194.

67ob. A. Sopa ko, Rynkowe instrumenty finansow&/arszawa: Wydawnictwo Na-
ukowe PWN 2005, s. 259.
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V, =uS-hg, .. (1.2.4)

Jesli natomiast w okresiezycia opcji nasipi spadek ceny akcji, wtedy
wartas¢ analizowanego portfela w momencie w¥gjacia opcji wynost bedzie:

Vd =dSs- th . (125)

Poniewa rozpatrywany portfel ma ldywolny od ryzyka, a zatem dawa
taka samy stog zwrotu zaréwno w przypadku wzrostu, jak i spadkayc ak-
cji, dlatego jego kficowa warté¢ musi by jednakowa dla obu alternatyw-
nych scenariuszy cenowych, czyli musi zachédzj =V, . Wynika sgd, iz:

uS-hG, =dS-hCy . (1.2.6)
Przeksztatcajc odpowiednio powssze réwnanie, mamy:

h=Su-d) 1.2.7)

Cu—Cqy .

Otrzymany parameth, nazywany wspoétczynnikiem zabezpieczenia wol-
nego od ryzyka (angiskless hedge rat)d’, okrela, ile opcji kupna powinien
wystawié inwestor, aby zabezpieazjedm nabyt akci'®.

Poniewa zatazylismy, iz korzystny arbitra nie jest maliwy, taczna ren-
townas¢ utworzonego bezpiecznego portfela musi odpowdastapie zwrotu
wolnej od ryzykd’. Inaczej, aktualna warté portfela musi by réwna jego
zdyskontowanéf na chwik obecn wartdici przysziej, czyli:

1

s—hc:m(us—hg).

(1.2.8)

77Zob.Jajuga, Jajuga, dz. cyt., s. 194,
B Nalezy zauwayé, iz parametr ten stanowi odwrotitowspotczynnika delta, informagego
o tym, jak liczbe akcji powinien posiadaw swoim portfelu inwestor na jedrsprzedaa opcg,
tak by maliwa byta doskonata ostona (armgerfect hedging(zob. De b s ki, dz. cyt., s. 403).
197Zob. Sopd&ko, dz. cyt., s. 259.
20 pyskontowanie odbywa siwedtug stopy wolnej od ryzyka (zob. Jajuga, Jajuga
dz. cyt., s. 194).
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Podstawiagc do powyszego rownania za wielkos¢ ze wzoru (1.2.7),
po przeksztalceniu otrzymujemy ngstjacg formul wyceny europejskiej
opcji kupna w jednookresowym modelu dwumianowyym

c=[pc, + - Pl (12.9)
gdzie:
_{r)-d u-fer) 1.2.10
Tu-d U PTTooa (1.2.10)

Analiza powyszych wzoréw wyranie wskazuje,z cena opcji nie zaky
od prawdopodobigstwa wzrostu lub spadku ceny akcji oznaczonych zpozie
1-q. Zasadné takiego stwierdzenia wynika z faktu, prawdopodobigstwa
przysztych ruchéw cen akcjigsjuz odzwierciedlone w jej cenie, ggt nie
nalezy ich ponownie uwzgidniat przy okrélaniu wartdgci opcji>

Nalezy przy tym zauway¢, iz przy zalaeniu powszechnej obgnosci
wzgledem ryzyka (angrisk neutra) zmiennap zawierajca st w przedziale
(0,1) jest interpretowana jako prawdopoddaisisvo wzrostu ceny akcji, za
zmienna - p) - jako prawdopodobiestwo jej spadkul—Qq).

Opcja sprzedsy

Rozwamy sytuacg, gdy na rynku dogpne g akcje oraz europejskie opcje
sprzeday wystawione na te akcje o jednym okresie do wpggia. Podobnie
jak poprzednio, przyjmijmy,z cena akcji -S podlega procesowi dwumiano-
wemu, co oznaczage na koniec analizowanego przedziatu czasuenpzypé
jedm z dwéch wartéci — uS (w sytuacji wzrostu) luldlS (w sytuacji spadku).
Cere europejskiej opcji sprzedp oznaczmy przezP, za& obowizujaca
w danym okresie woklnod ryzyka stop procentovy przezr.

Jednookresowe drzewo dwumianowe przyjmie w tym parku tal samy
postéa, jak dla analizowanej wcgeiej opcji kupna, z tymze w miejsce warto-

2 Tanve.
2270b. J. Hull Kontrakty terminowe i opcje. Wprowadzenpezet. P. @browski, J. Sobko-
wiak, Warszawa: WIG-Press 1999, s. 275.
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ci opcji kupna —C, i C4 pojawia sic odpowiednie wartei opcji sprzeday
— P, i Py okreslone w nasfpujacy sposob:

R, =max{0, X -us), (1.2.11)
Py = max(O,X —dS). (1.2.12)

Zatdézmy nastpnie, ze inwestor tworzy portfeV replikujacy opcg sprze-
dazy, zawieragcy A akcji oraz pewa sune B depozytu/kredytu bankowego.
Wartas¢ zbudowanego w taki sposéb portfela wynosi:

V=AS+B. (1.2.13)

Uwzgledniajac mazliwe zmiany ceny akcji, na koniec rozpatrywanego
okresu warté¢ portfela wynosi bedzie®™:
— AuS+ (1+r)B — w przypadku wzrostu ceny akgji,
— AdS+ (1+r)B — w przypadku spadku ceny akcji.

Poniewa utworzony przez inwestora portfel replikuje opsprzeday, na
koniec analizowanego przedziatu czasu spetnionezgnbgé nastpujace za-
leznosci:

AuS+(1+1)B=R,, (1.2.14)
AdS+(1+1)B=Py. (1.2.15)

Rozwigzujac powyzszy uktad réwna, otrzymujemy wartéci A i B umaz-
liwiajgce utworzenie portfela replikagego opa sprzeday:

P, -P 1 uPy-dP
A: u d’ B= d u . 2.
iu— dis i1+ri iu—di (1.2.16)

Portfel zbudowany na podstawie tak dobranych pati@weA i B w po-
réwnaniu z opg sprzeday nie generuje w terminie realizacji ani zysku, ani
straty. Taki portfel okrdany jest mianem portfela rownowrego (angequ-
ivalent portfolig®*.

Z 7ob. E. DziawgoModele kontraktéw opcyjnyciorua: Wydawnictwo Uniwersytetu
Mikotaja Kopernika 2003, s. 58.
24 7ob. Debski, dz. cyt., s. 403.
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Zauwazmy, iz w przypadku opcji sprzedw parametrA® przyjmuje warto-
sci ujemne, z& B wartasci dodatnie, co oznaczae inwestor musi zaf
krotka pozycg w akcjach oraz udzidglipozyczki/zdeponowa srodki w banku.

Pametajac, iz korzystny i pozbawiony ryzyka arbitranie jest maliwy,
biezaca wartd¢ europejskiej opcji sprzeda P musi by réwna aktualnej
wartasci portfela AS+ B. Skoro tak:

Pi~Py . UPy—dR, 1 [((t+r)-d u-(1+r)
- —-u 'd d u _
PeASTB=- 3 +(u—d)(1+r) 1+rK u-d qu+( u-d jpd ' (1-217)

Przyjmupc, tak jak poprzedniop=(1”)d‘d, po uproszczeniu otrzymujemy
u-

nastpujacy wzor umaliwiajacy wycere opcji sprzeday w jednookresowym
modelu dwumianowyAt:

_ 1 _
P—E[pF{, +(1- p)Ry]. (1.2.18)

1.3. DWUOKRESOWY MODEL DWUMIANOWY

Opcja kupna

Analiza drzewa dwumianowego 1 zosté rozszerzona na dwa okresy.
Przyjmupc te same oznaczenia co poprzednio oraz te sameerd odno-
$nie do maliwych zmian ceny instrumentu bazowego, mamy troe-s
nariusze ksztattowaniaesiceny akcji po dwoch okresach, czyli w terminie
wygasniecia opcjf”:

— w sytuacji dwukrotnego wzrostucena akcji przyjmie warts u’S,

—w sytuacji wzrostu i spadku (albo spadku i wzudpst cena akcji

przyjmie warté¢ duS

— w sytuacji dwukrotnego spadkucena akcji przyjmie warts d°S.

% parametrem tym jest wspétczynnik delta.
®Debski, dz. cyt., s. 405.
277ob. Jajuga, Jajuga, dz. cyt., s.195.
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Odpowiadajce powyszym scenariuszom cenowym wadoopcji kupna
wynosi beda®:

Cuu =max(o, uzs—x), (1.3.1)
Cyug =max{0,dus-X), (1.3.2)
Cyq :max(o, dZS—X). (1.3.3)

Ksztattowanie s ceny akcji i akcyjnej opcji kupna w dwuokresowyno-m
delu dwumianowym prezentuje rysunek 2.

Rysunek 2. Dwuokresowe drzewo dwumianowe ceny aka{cyjnej opcji kupna

u’s

uS/' Cuu=max(0,u’S — X
S/CL\duS
C\dS/v Cug = max(0,dusS — ¥

Gy

\dzs
Caq= max(0,d’S — X
t t+1 t+2

Zrédto: Opracowanie wiasne.

Analogicznie jak przy drzewie jednookresowym, aktgawartas¢ opcji
kupna okréla sk, analizugc poszczegolne gatie drzewa, poeagvszy od ve-
ztéw koncowych & po wezel pocatkowy. Przy znanej warté opcji w we-
ztach kacowych, zgodnie z wcZaiejszymi ustaleniami, ceny opcji kupna
w momenciet +1 wynosk beda®:

2 Tamze.
®Cox, Ross, Rubinstein, dz. cyt., s. 8.
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_ 1 _
Cy —m[pcuu +(l p)cdu]' (1.3.4)
Cq :ﬁ[pcdu +(1- p)Caa)- (1.3.5)

Na podstawie powsszych zwiazkdédw wykaz& mozna, iz biezaca wartgé
opcji kupna w dwuokresowym modelu dwumianowym op&gest nasgpuja-
cym wzoren

1
© :W[pzcuu +2p(1- p)Cay +(1- p)ZCdd], (1.3.6)

przy czym wartéc p jest okrglona jak we wzorze (1.2.10).
Opcja sprzedsy

Pozostagc w dalszym cigu przy analizie dwuokresowej, rozivay obec-
nie przypadek opcji sprzethg odwotupc sk do metody replikacji opcji.
Przypomnijmy, # po uptywie dwoch okresow cena akcji #eoprzypé
jedma z trzech wart€ci:
— I'S— w sytuacji dwukrotnego wzrostu,
— duS- w sytuacji wzrostu i spadku (albo spadku i wzrpstu
— oS- w sytuacji dwukrotnego spadku.
Odpowiadajce powyszym wielkgciom ceny opcji wynosibeda:

Ru= max(o, X - LFs), (1.3.7)
Py, =max{0, X -dus), (1.3.8)
Py = max(o, X - dZS). (1.3.9)

Dwuokresowe drzewo dwumianowe, opigig rozwaarg sytuacg, bedzie
miato taki sam wygld, jak dla rozpatrywanej wcgeiej opcji kupna, z tymze
w miejsce wielkéci C,,, Cqu, Cyq pOjawi sie zdefiniowane powsiej wielkosci
Puw Pdw Pdd-

Powtarzajc procedu¢ zaprezentowan przy omawianiu wyceny opcji
sprzeday w modelu jednookresowym, otrzymujemy regostigcy wzor uma-

®Debski, dz. cyt., s. 406.
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liwiajacy okrelenie wartdci opcji sprzeday w dwuokresowym modelu
dwumianowyni®:

1
P:W[pzpuu+2p(l— p)Pdu+(l_ p)zpdd], (1310)

gdzie wart@c¢ p jest okrdlona jak we wzorze (1.2.10).

1.4. N-OKRESOWY MODEL DWUMIANOWY

Model jedno- i dwuokresowy nie zosté uogOlniony nan okresow.
Przyjmupc te same oznaczenia i przeprowagdedjakie same procedury co
poprzednio, otrzymujemy nagtujace formuty wyceny opcji kupna i sprze-
dazy w n-okresowym modelu dwumianowyfn

s (1+1r)“ [;( Id(nn!— k)!j'ok ool mafoutas- X)l e
oraz
gdzie:

n — liczba analizowanych okreséw,
k — kolejne okresy,
p — okreslone jak we wzorze (1.2.10).

3 Tamze.
32 Tamze, s. 407.
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1.5. PRZYPADEK AMERYKANSKIEJ OPCJI AKCYJNEJ

Niewatpliwag zale modelu dwumianowego jest to; umazliwia on okre-
slenie wartdci opcji nie tylko stylu europejskiego, ale réwhniameryka-
skiego.

Poniewa posiadacz opcji amerykakiej maze ja wykona w dowolnym
terminie do dnia wygaiccia whczni€®, konieczne jest, aby w kdym z we-
ztéw drzewa sprawdéj czy wczéniejsza realizacja jest rozgzdaniem opta-
calnym.

W ostatnich wztach drzewa wartg opcji amerykaskiej jest rowna war-
tosci opcji europejskiej. W wztach wczéniejszych natomiast za wakto
opcji obiera s wicksz z dwoch liczB*

— wartcé¢ otrzymarn ze wzoru (1.2.9) — w przypadku opcji kupna lul2(18) —

w przypadku opcji sprzedsg,

— dochod wynikajcy z wczdniejszej realizacji opciji.

1.6. MODEL DWUMIANOWY DLA OPCJI
NA AKCJE SPOLKI WYPLACAWCEJ DYWIDENDE

Metoda drzew dwumianowych me by wykorzystana do wyceny opcji
zaréwno typu europejskiego, jak i amergkkiego, w tym w szczegdldo
wystawionych na akcje spotki przyznpegj w okresie wanaosci opcji prawa do
dywidendy. W takim przypadku, zakladej iz znana jest nominalna wasto
dywidendy, konieczne jest dokonanie korekty drzesganariusza cenowego.
Poniewa wraz z przyznaniem prawa do dywidendy cena akmids, dlatego
tez dla dnia, w ktorym ma to nagi¢, cere akcji w kazdym z weztéw drzewa
nalezy pomniejsz¢ o zdyskontowam na ten moment kwot dywidendy.
Skorygowane w taki sposob ceny akcji stanpmiinkt wygcia do kolejnych
obliczea. Nalezy w tym miejscu zauwgy¢, iz taka metoda wyceny, cho
bardzo doktadna, jest jednak niezwykle zdna. Uwzg¢dnienie dywidend
(ich okreslonej wart@gci nominalnej) powoduje bowiemyziliczba weztow
moze wzrosaé do bardzo digych rozmiarow, co okia sk mianem

33W odr&nieniu od opcji europejskiej, ktéra me zosta wykonana wyicznie w dniu
wygasnigcia kontraktu.
3 Ppor. Hull, dz. cyt., s. 282.
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,dzikiego rozrostu drzewa dwumianowedd”Jednym z rozwzan w takiej
sytuacji jest zastosowanie drzewa prezegttejo zmiany ceny akcji pomniej-
szonej o zaktualizowanwartas¢ wszystkich dywidend, do ktérych prawo
zostanie przyznane w okrestgcia opcjf®. Dzieki takiemu zabiegowi liczba
weztéw wi-tym okresie zmniejszy si wynosi bedziei+1%".

2. MODEL BLACKA-SCHOLESA

W roku 1973 dwaj amerykacy naukowcy Fischer Black i Myron Scholes
jako pierwsi wyprowadzili i opublikowalf model umaliwiajacy wycer pro-
stej opcji kupna w warunkach réwnowagi rynkoWejWychodzc z zatae-
nia, ze z akcji i opcji kupna da sskonstruowé portfel bezpieczny, autorzy ci
wyprowadzili model analityczny, dggy wartgé europejskich opcji kupna
akcji przy braku m#liwosci arbitrazu jako funkcg ceny akcji, ceny wykona-
nia opcji, czasu do wydaiccia opcji, wolnej od ryzyka stopy procentowej
oraz wariancji ceny akg;jf®.

2.1. ZALOZENIA MODELU
Model Blacka-Scholesa opracowany zostat w celu as&ania wartéci

europejskich opcji wystawionych na akcje. Ngleauway¢, iz opiera s¢ on
na wielu zataeniach, ktérych zestawienie zawiera pzia tabela:

% Zob. A. FierlaOpcje na akcjeWarszawa: Difin 2004, s. 107.

% Procedug wyznaczania warkei na podstawie takiej metody przedstawiajliHull (dz.
cyt., s. 413-414).

% Tanve, s. 413.

% The pricing of options and corporate liabilitie&Journal of Political Economy” 1973,
No. 81, May-June (zob. Appelt, dz. cyt., s. 5).

% Tamze.

““Smithson, Smith, Jr., Wilford, dz. cyt., s. 378.
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PODSTAWOWE ZAt ZENIA MODELU BLACKA-SCHOLESA

— Ceny akcji zachowajsic zgodnie z modelem logarytmiczno-normalifym

— Opcja jest stylu europejskiego, co oznaczaji¢ mae by wykonana przed dat
jej wygaéniecia.

— Podatki oraz wszelkie koszty transakcyjgepsmijane. Nie jest tewymagany
zaden depozyt zabezpieczay.

— Instrument bazowy jest doskonale podzielny izendy swobodnie kupowaf
ny/sprzedawany.

— Cena instrumentu bazowego jeggta w czasie.

— Udzielanie i zaaganie payczek jest maliwe po jednakowej, wolnej od ryzyk
stopie procentowej, kapitalizowanej w sposGigli.

— Dopuszczalna jest krétka sprzedastrumentu bazowego.

— Instrument bazowy w okresie trwania opcji nieymirsi dywidendy, ankadnych
innych przychodéw.

— Krétkoterminowa wolna od ryzyka stopa procentowraz zmienn& ceny in-
strumentu bazowega stale.

D

Zrodto: F. Taylor,Rynki i opcje walutoweprzet. M. Raczgski, Krakéw: Oficyna Ekono-
miczna 2000, s. 217; Hull, dz. cyt., s. 297.

2.2. ISTOTA MODELU BLACKA-SCHOLESA

Podstawy modelu Blacka-Scholesa jest zadaie dotyczce sposobu zmiany
ceny akcji w czasie. Mianowicie, w modelu tym zaldest, iz rozkltad prawdo-
podobidgstwa stop zwrotu z akcji w nieskezenie matych odcinkach czasu jest
normalny, co z kolei implikuje, wspomniany wén&j, logarytmiczno-normalny
rozktad cen akcji w przyszoi*.

Sama idea modelu Blacka-Scholesa jestzabhh do tej, ktéra towarzyszyta
modelowi dwumianowemu, opartemu na zalniu braku mealiwosci arbitrazu,
przyjmujgc za punkt wycia portfel wolny od ryzyka. Mdiwos¢ skonstruowania
takiego portfela wynika stl, iz zarowno cena akcji, jak i cena opcji znajdsi

4! Rozktad logarytmiczno-normalny to taki rozktad,kéérym zbiér argumentéw zmiennej
losowej X zasgpiony jest logarytmem naturalnymX (InX) (zob. D¢ b ski, dz. cyt., s. 409).
Oznacza to,7 o ile zmienna o rozktadzie normalnym meoprzyjmowa& wartosci zaréwno
dodatnie, jak i ujemne, o tyle zmienna o rozktadpigarytmiczno-normalnym przybiera wy-
tacznie wartdci dodatnie (zob. Hu ll, dz. cyt., s. 290).

427ob. Haugen, dz. cyt., s. 563.
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pod wplywem tego samegarddia ryzyka, jakim s zmiany ceny akcjf.
Poniewa ,w dowolnym krétkim przedziale czasu istnieje doséta korelacja
dodatnia ceny opcji kupna i ceny akcji oraz doskmrérelacja ujemna ceny
opcji sprzeday i ceny akcji**, sad, poprzez odpowiedni dobér opcji i akgji
pierwotnych, maliwe jest zbudowanie portfela arbit@vego, stanowicego
rodzaj idealnego zabezpieczenia, czyli takiegotdmkn zysk lub strata z akcjiys
odpowiednio réwnowzone straf lub zyskiem z opciP. Poniewa portfel taki jest
wolny od ryzyka, w warunkach braku wevosci arbitrazu, jego rentown&
musi by réwna wolnej od ryzyka stopie procentowej. Ow weaki rownowagi,
wraz z odpowiednimi warunkami brzegowymi, stanowdgtave do okrélenia
formuty wyceny opcff®. Zanim jednak zaprezentowane zostavzory Blacka-
Scholesa, naky zwrdcic uwag, iz utworzony w modelu portfel jest pozbawiony
ryzyka jedynie przez bardzo krétki oktesco oznaczagzichac utrzyma portfel
wolny od ryzyka, naley dokonywé& jego okresowych korekt.

2.3. WZORY WYCENY OPCJI
W MODELU BLACKA-SCHOLESA

Réwnania Blacka-Scholesa untiviajace wycer europejskich opcji
kupna i sprzedey opiewapcych na akcje spotek, ktére nie wyplacajywi-
dendy, okrélone § w nastpujacy spos6f*:

c=SN(d;) - Xe T N(d,) , (2.3.1)
p=XeTN(-d,) - SN(-d,) , (2.3.2)
gdzie:
S a° S,.,, 0o°
- NG+ + =0T | - NG +(r =T I (2.3.3)
T T

43zob. Hull, dz. cyt., s. 298.

“Tamze.

4%7ob. Appelt, dz. cyt., s.16.

4zob. Smithson, Smith, Jr., Wilford, dz. cyt., s937

477ob. Sopa ko, dz. cyt., s. 266.

“®M. Wojcicki, Opcje na GPW,Rynek Terminowy” 2003, nr 3, s. 8.
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c - cena europejskiej opcji kupna,
p — cena europejskiej opcji sprzega
S - cenainstrumentu bazowego,
X - cena wykonania opcji,
o —zmienng¢ instrumentu bazowego,
T - czas do wygmiccia opcji w latach,
r —wolna od ryzyka stopa procentowa,
N(d;)) - dystrybuanta rozkiadu normalnego dla wéctal,,
N(dy) - dystrybuanta rozktadu normalnego dla wécial,

FunkcjaN(x) — dystrybuanta standaryzowanej zmiennej o rozké&achzr-
malnym — informuje, jakie jest prawdopodoisénvo, ze dana zmienna przyj-
mie warté¢ mniejsa od x*.

W odniesieniu do parametréwi r z reguly przyjmuje si, iz wyrazone g
w skali rocznej, niemniej jednak w pewnych przypactkk maliwe jest ich
okreslenie réwnie dla krétszych jednostek cza8u

Na uwag zastuguje fakt,z w odr&nieniu od modeli wyceny sprzed 1973 r.,
w formule Blacka-Scholesa takie czynniki, jak ode&lna cena akcji oraz
stosunek inwestora do ryzyka, nie majptywu na warté¢ opcji, a jedynym
parametrem wymagagym oszacowania jest zmienidaeny akcji.

2.4. PRZYPADEK OPCJI NA AKCJE
SPOLKI WYPLACAJACEJ DYWIDENDE

W dotychczasowych rozwaniach przyjmowadimy, iz opcje opiewa na
akcje spotek, ktére nie wyptagaflywidendy. Okazuje sijednak, ¥ — po od-
powiedniej modyfikacji — formuty zaproponowane @zBlacka i Scholesa
mog by¢ réwniez wykorzystane do wyceny opcji wystawionych na akcje
spotek wyptacajcych dywidendy, w sytuacji, gdy dywidendy & petni prze-
widywalne™.

Jak zauwaono, bezpéredni konsekwengj wyptaty dywidendy jest to,
iz w momencie ustalenia do niej prawa, cena akcjiizbrse. W zwigzku
Z powyzszym, aktualna cena ak&ize wzoru Blacka-Scholesa powinna zésta
zasgpiona przez jej cenzmodyfikowan — S, stanowica réznice pomiedzy

4°7zob. Hull, dz. cyt., s. 299.
%0Zob. Debski, dz. cyt., s. 410.
51 Zob. Hull, dz. cyt., s. 306.
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aktualmy cery akcji i biezaca wartcécia dywidend oczekiwanych w okresie
trwania opcji?, zdyskontowanych wedtug wolnej od ryzyka stopy qenato-
wej. Wielkos¢ S jest zatem rowna

S =S-De', (2.4.1)
gdzie:
D — kwota dywidendy,
T — czas pozostagy do momentu ustalenia prawa do dywidendy gy

w latach®.

Zmodyfikowane formuty Blacka-Scholesa przyjmatem nagpujaca posta:

c= (s— De‘fT')N(dl) -Xe"TN(d,), (2.4.2)
p=Xe T N(-d,) —(s— De‘fT')N(—dl) , (2.4.3)
gdzie:
-rT' 2 T
>~ [;(e )+ (r+ 2T nS~Pe ?(e Dyee —%Z)T o0
d = , do= =d, - s 4.
1 0'\/? 2 Uﬁ h—O T

pozostate oznaczenie jak we wzorach (2.3.1)-(2.3.3)

3. MODEL MERTONA

Najbardziej znasm modyfikach modelu Blacka-Scholesa jest metoda Ro-
berta Mertona opublikowana w 1973°rMerton, uznajc formuty Blacka-

%2 Uwzglednia st tylko te dywidendy, w przypadku ktérych daiaustalenia prawa do
dywidendy przypada w okresie weosci opcji (tanxe, s. 307).

3 Tanve.

“Sopotko, dz. cyt., s. 272.

%5 Niektorzy autorzy za czynnik’ przyjmuja czas pozostagy do momentu wyptaty dywi-
dendy (por. xbski, dz. cyt., s. 412; Sopéko, dz. cyt., s. 272; Haugen, dz. cyt., s. 559).

6 Theory of Rational Option Pricing“Bell Journal of Economics and Management
Science” 1973, No. 4.
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Scholesa za znagzy przetom w podéfiu do problemu wyceny opcjj
rozszerzyt je na przypadek opcji wystawionych nejalspotek wyptacagych
dywidendy w sposob ggty.

Poniewa nastpstwem wyptaty dywidendy jest spadek ceny akcji miud
przyznania do niej prawa, dokomuajwyceny europejskich opcji wystawio-
nych na akcje spoétek wyptagalych dywidendy w sposéb gty 0 znanej
stopieq, konieczne jest, aby we wzorach Blacka-Scholeszabti cere akcji
S zashpi¢ wartdscia SeT %,

Formuty Mertona dla opcji stylu europejskiego pmyj zatem nagpujaca
posta>®:

c=Se9TN(dy) - X&' N(d,) , (3.1)
p=Xe " TN(-d,) - Se9TN(-d,) (3.2)
gdzie:
S o? S o?
IN(2)+(r =g+ )T IN(2)+(r-q-)T
dy=—X 2° | g,-—X 2" -4 -ovT, (3.3)
oNT oVT

g — stata roczna stopa dywidendy,
pozostate oznaczenie jak we wzorach (2.3.1)-(2.3.3)

Analiza powyszych wzoréw wskazujeziwyptata dywidend, oddziatyg
na cer akcji, powoduje spadek wakm opcji kupna i wzrost wartgi opcji
sprzeday.

Nalezy rowniez zauwayé¢, iz dla zerowej stopy dywidendyd(= 0) podane
wzory sprowadzajsie do klasycznych formut Blacka-Scholesa.

PODSUMOWANIE

W obliczu dynamicznego rozwoju rynku instrumentéecpodnych, w tym
opcji, niezwykle istotnym zagadnieniem staje ®h wycena, a zatem mio-

5" Tamze.
%8 Zob. Hull, dz. cyt., s. 320.
®Ppor.Dziawgo, dz. cyt., s. 85-86.
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wos¢ okreslenia wartgci ,prawdziwej” instrumentéw, ktéra naginie poprzez
odniesienie do odpowiedniej waéti rynkowej warunkuje poszczegdlne de-
cyzje inwestycyjne.

Najczsciej stosowanymi modelami wyceny opcii siodel Blacka-Scholesa
i jego rozwingcia oraz model dwumianowy. Model Blacka-Scholesaeamy
europejskich opcji wystawionych na akcje spotki pgaw do dywidendy,
opublikowany w 1973 roku, byt niestpliwie milowym krokiem w naukowym
procesie dochodzenia do formuty wyceny opcji, nimnfednak opiera sina
zatazeniach, z ktérych wiele odbiega od rzeczywdstoChac przyblizyé mo-
del do warunkéw panggych na faktycznym rynku, w pierwszym dzigso-
leciu po ogtoszeniu formuty Blacka-Scholesa opramoevzostaty modele uchy-
lajgce poszczegllne zatenia, spérdd ktdérych najweksz popularnéé zyskat
sobie model Mertona — model wyceny opcji opieywggh na akcje spotki wy-
ptacapcej dywidend w sposob cighly.

Modelem wykorzystywanym do wyceny opcji wystawiohyeca akcje (jak
réwniez i inne aktywa) jest model Coxa-Rossa-RubinsteMadel ten, zakta-
dajgc, iz zmiany cen instrumentéw bazowych r@stia zgodnie z procesem
dwumianowym, mee by stosowany nie tylko do wyceny opcji europejskich,
lecz rownie amerykaskich, w tym w szczegolsoi wystawionych na aktywa
przynosace dywidend.
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STOCK OPTION PRICING MODELS
Summary

The increase of financial risk that has been olexbfer more than three decades has brought
about the necessity of using new financial solgtiotreasing the efficiency of protection from the
results of unexpected and disadvantageous eventsspgonse to the investors’ new needs was a
dynamic development of the market of derivativarinments, including options.

Since investing in options, because of the findreigr, is highly risky, their pricing becomes a
particularly significant issue.

The article presents basic, most often applied emagtical models used for defining the value
of stock call and put options. They include: thedonial model connected with the names of John
Cox, Stephen Ross and Mark Rubinstein, the Black-8shuobdel and the Merton model.

In the case of the binomial model two approachespaesented that make it possible to assess
the value of options — the one typical of the agstion concerning universal indifference to risk,
and the one based on the method of option repitati

According to the Black-Scholes model the price dfas is the function of such factors as: the
underlying price, the strike price, the time to iexjjon, the risk-free interest rate, and the \ititat
of the underlying asset. The Merton model, thathis most popular modification of the Black-
Scholes formula, extends it to the case of optimmsfor the shares of the companies constantly
paying dividends.

Translated by Tadeusz Kartowicz

Stowa kluczowe akcyjna opcja kupna i sprzeda model wyceny opcji, model dwumianowy
(Coxa-Rossa-Rubinsteina), model Blacka-Scholesaemidertona.

Key words: stock call and put option, option pricing modiie binomial model (Cox-Ross-
Rubinstein’s one), the Black-Scholes model, the Menodel.



