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BEATA FALDA

ENTROPIA W TEORII WARTOSCI

Wirgd wielu teorii matematveznych stosowanych do opisu 1 analizy
wartoscl ekonomicznej na szezegdlng uwage zastuguja prdby wykorzystania
metod i narzedzi wywodzacych sig z teorii informacji’. Zaproponowane ponad
pol wicku temu przez C. E. Shannona ujgcie teorii informacji oparte na
pojeciu funkcji entropii stalo sic inspiracja do wykorzystania tej szezegdlne|
funkcji w roznych dziedzinach naukl. Pomimo pewnej odmiennosci kon-
cepcyjne] okazalo sig, ze funkcja entropii moze by¢ stosowana juko narzgdzie,
za pomoca klorege mozna prowadzi¢ badania w zakreste teorii wartoscl
ekonomiczne]”. Rozwazania dotyczgee tego zagadnienia opieraja sig glownie
na sformalizowane] walrasowskiej koncepcji wartosci, opisujacej wartosc
ckonomiczna jako funkeje rzadkosci’.

Dr Brata Falpa - Katedra Zastosowad Matematyki w Instyvtucie Ekanomii. Wydzint Nauk
Spolecznych KUL: adres do korespondencji: Al Ractawickie 14, 20-950 Lublin.

! Za poczatek powstania teorii informacji przyjmuje sig rok 1948, w ktdrym ukazalu sig
pionierska praca C. E. Shannona, A mathemarical theory of conununication, JThe Bell System
Technical Joumal™ 1948 nr 27 5, 379-423, 623-656: zob. A. D g bro ws ki, O reorii informacji,
Warszawa: Wydawnictwo Szkolne 1 Pedagogiczne 1947, 5, 5-8,

* Literature z zakresu zastosowan entropii do opisu zjawisk spoleczno- ekonomicznych moz-
naznale#é¢ wpracy: R.Przybyszewski, EEWedrowska Aksjomarvezna teoria entrapii,
~Przeglad Statystyczny” 52(2005), z. 2, 5. 85-101.

* Wiele uwag na ten temat mozna znalezé w: I, C he 0. An Enirapy Theory of Value, hup:
Hwebambe.ca/~chenjis 1. C e n, Information. entropy and evolutionary finance, hitp://web.
unbe.ca/~chenjs. J. C he n, The Physical foundarion of Ecoromics. An Analvtical Thermodynamic
Theory, World Scientific Publishing 2005; 1. C h e n, fnjormation Theory and Market Behavior,
http://web.unbe.ca’ -chenj’
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1. WALRASOWSKA TEORIA WARTOQSCI

Zdefiniowanie wartosel ckonomicznej w kontekscie uzytecznosei kran-
cowe} zaproponowane przez L. Walrasa zajmuje szczegdlng pozycje w historii
dokirvn ¢Konomicznych. Ten wybitny przedstawiciel szkoty lozanskicj,
formuiujac swoje rozwaZania nad wartoscia w ramach analizy réwnowagi
ogdlne], utozsamiat wartos¢ dobra z jego uzytecznoscia kraficowg bedaca
psychologicznym skutkiem oceny rzadkosci rozwazanego dobra dokonywane]j
przez konsumenta®,

Przyjmujac. 17 rzadkosé jest rozumiang joke liczba dobr stojacyveh do
dyspozycji ich konsumenta w pordwnaniu z wielkoscia zapotrzebowania na
¢ dobra, L. Walras zauwazyl, iz;

- w gospodarce najwazniejsza rolg odgrywaja dobra rzadkie,

- na rynku ma mig)sce wyniana débr rzadkich,

- producenci podejmuja produkeje w celu wytworzenia débr rzadkich.

Poniewaz rzadkos¢ ma znaczenie bliskie pojeciu rozproszenia, w niniejsze]
pracy podpeto probe opisu teortn Walrasa przy uzyciu metod matematveznveh
zaproponowanych przez C. E. Shannona.

2. POJECIE ENTROPII
Stowo .entropia”™ pochodel z jezvka greckiego, gdzie oznacza ,,zmieniac”.
Pod koniec XIX wieku wprowadzil je po raz pierwszy do fizyki Clausius.
Z punktu widzenia tej dziedziny nauki entropia rozumiana jest jako miara nic-
uporzadkowania ukladu czasteczek i defintowana nastgpujaco
S=k-inp.
gdzic & jost stata Boltzmanna, zas p - prawdopodobienstwem, ze uklad bedzie
w okreslonym stanie. Im wigkszy jest stan nieuporzadkowania polozen i pred-
kosci czgstek w ukladzie, tym wieksze jest prawdopodehienstwo p. ze uklad
znajdzie sie w takim wiaénie stanie’.
W 1948 r. amerykanski matematyk C. E. Shannon zaproponowat metode
mierzenia nieokres$lonodci wyniku grv za pomoca kostki szesciennej. Wy-

TE.Vavior Historic roonepn ekonomiki ot 1L Lubling Deltin 191, 5. 108-138.
TLOvear, Fiovke, oL Warszawa: WNT j9ux g 234
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myslona przez siebie miar¢ braku zdeterminowania nazwatl wiasnie entropia.
Opierajac si¢ na tym pojeciu, Shannon stworzyl podstawy teorii informacji®.

Jezeli X jest dyskretng zmienna losowa o wartosciach x,, x,,....x,
i rozkladzie zadanym przez ciag p,= P(X = x)), i = 1,2,....,n, to sumg

n

(3.1) Hu(X)Z_EP;IOguPi

i=l
gdzie a jest dowolna stala wigksza od jednosci’, nazywamy entropiq zmiennej
n

losowej® X przy podstawie a, gdzie 2 p,=1.
i=l

Wprowadzona w ten sposob funkcja H, spefnia nastepujace wilasnosci:

- jest nieujemna,

- osigga wartos¢ maksymalna, gdy prawdopodobienstwa przyjmowania
przez X wszystkich mozliwych wartosSci sa takie same,

- jest réwna 0 wtedy i tylko wtedy’, gdy stany systemu opisanego zmienna
X przyjmuja wartosci 0 albo 1,

- jest addytywna - entropia sumy rowna si¢ sumie entropii, o ile systemy
X 1Y saniezalezne w sensie niezaleznos$ci zmiennych losowych X i V.

Funkcj¢ entropii interpretuje si¢ jako Srednig warto$¢ informacji o roz-
proszeniu w ukfadzie {Q, p.. X} dostarczana jedynie przez rozklad
prawdopodobienstwa zmiennej losowej X. Wynika stad, ze pojecie to mozna
utozsamiac¢ z niepewnoscia zajscia danego zdarzenia elementarnego - jezeli
zdarzenie wystgpuje z prawdopodobienstwem réwnym 1 to entropia wynosi
0, co oznacza, ze niepewnos¢ co do zajscia rozpatrywanego zdarzenia redu-
kuje si¢ do zera.

Pomimo duzego podobienstwa formalnego, jakie zachodzi pomiedzy war-
toscia oczekiwana E(X) a entropia H (X), nalezy zauwazy¢, ze funkeja entropii
zalezy jedynie - jak wspomniano - od rozkladu zmiennej X, pozostajac nie-
zalezna od wartosci przyjmowanych przez t¢ zmienna. Pewnym mankamentem

M. D oszyn, Sklonnosci a entropia, ,Przeglad Statystyczny ~ 48(2002), z. 1, s. 73.

"W zastosowaniach do teorii informacji przyjmuje si¢ zazwyczaj podstawg logarytmu a = 2.

¢ Poradnik matematyczny. Cz. 2, red. 1. Dziubinski, T. Swiatkowski, Warszawa: PWN, s. 580-
581.

? Przy czym 0-log, 0:=lim 7 -log, 1 =0, 0-log,

=07

1 1
—=lim t-log—=0,
0 1—0° vbf
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pojecia entropii jest jej zalezno$¢ od podstawy a logarytmu wystgpujacego
w wyrazeniu definiujacym te funkcje, chociaz - jak pokazano w niniejszych
rozwazaniach - zalezno$¢ ta moze przynie$¢ okreslone korzysci inter-
pretacyjne. Okazuje si¢ jednak, Ze niektore informacje dotyczace entropii X
uzyskuje si¢ jako wielkosci niezalezne od podstawy a wystgpujacej w de-
finicji H,.

Na gruncie teorii wartosci ekonomicznej okreslonego dobra lub koszyka
débr mozna przeprowadzié nastgpujace rozwazania: niech dany bedzie rynek,
na ktéorym dobro A wystepuje z rzadkoscia zdefiniowana przez miar¢ p
prawdopodobienstwa pojawiania si¢ tego dobra na rynku. Wtedy wartos¢
ekonomiczna w sensie entropii przy podstawie a dobra A mozemy okresli¢
wzorem
(3.2) H,(A) = ~log,p,

gdzie a jest stalg wigksza od jednosci, ktéra mozemy traktowac jako uogol-
nienie liczby producentéw tego dobra (rys. 1).

.["“"' i =
|
!
!

—

Liczba producentéw ¢ | /o2

Rys. 1. Zalezno$¢ pomiedzy wartoscia ekonomiczna
w sensie entropii, liczba producentow i rzadkoscia

Z wlasnosci logarytmu wynika, ze H, (A) jest funkcja malejaca zmiennej
p. co oznacza, ze im wigksza jest dostgpno$é dobra A tym mniejsza ma ono
wartos¢ dla konsumentow, a jednoczesnie jest funkcja malejaca zmiennej
a > 1, co odpowiada na pytanie: ,Dlaczego ceny (wartos¢) dobr produ-
kowanych przez monopolist¢ sg wysokie?”.
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Uogdlniajac powyzsze rozumowanie na gruncie walrasowskiej teorii
wartosci, mozemy powiazac¢ powyzsze rozumowanie ze wzorem okreslajacym
funkcje entropii H,(A) zmiennej losowej X z funkcja H,(A) w nastgpujacy
sposob: oznaczmy przez A konkretne dobro lub koszyk dobr wystepujacy na
rozwazanym rynku, za$ symbolem X funkcje jego wartosci wyrazajaca sie
ceng x;, i=1,2,...,n, z jaka wystgpuje u sprzedawcéw. Niech p, oznacza
prawdopodobienstwo wystapienia dobra A u poszczegélnych sprzedawcow,
zas a jest, jak poprzednio, uogdlniong liczbg producentéw dobra A. Wiedy
liczbe

n

plog, p; . gdzie 21’1 =1

=l i=l

(3.3) H.(A)=H,X)=—

interpretowac bedziemy jako warto$é ekonomiczng dobra A w sensie entropiia
przy podstawic @ na rozwazanym rynku.

Warto zauwazy¢, ze H (A) dazy do + =, gdy a ~ 17, za wyjatkiem, gdy
p;i=01 p =1

Zalozmy, ze na rynku funkcjonuje dwoch sprzedawcow dobra A, ktore
wystgpuje u pierwszego z nich z prawdopodobienstwem p, zas u drugiego
z prawdopodobienstwem 1 - p. Mozemy przyja¢, ze pierwszy sprzedawca
proponuje nabycie tego dobra po cenie x,, zas drugi po cenie x,. Wtedy
pX=x)=p,zaspX=x,)=1-p.

Ha (A)

L‘ S P S N, ' -~~~ 1"
" . . 1

Rys. 2. Wartos¢ ekonomiczna dobra w sensie entropii
w przypadku dwoch sprzedawcow jako funkcja rzadkosei p
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Mamy zatem (rys. 2 i rys. 3)

1 1
(3.4) H.(A)=p-log,—+(1—-p)-log, :
p I=p
Poniewaz entropia H,(A) przyjmuje warto$¢ najwigksza, gdy
1
p,=p,=-+-=p,=—, niezaleznie od postawy a > 1 i wynosi ona log, n,
n

oznacza to, ze H,(A) jest funkcja rosnaca zmiennej n. Fakt ten mozna inter-
pretowa¢ w sposOb nast¢pujacy: warunkiem Koniecznym i dostatecznym
osiagnigcia przez dane dobro najwigkszej wartoSci w sensie entropii jest
rownomierny rozklad jego podazy u wszystkich wystepujacych na danym
rynku sprzedawcow (rys. 4).

7 /06
Rzadkosé

4

Rys. 3. Wartos¢ ekonomiczna dobra A w sensie entropii w przypadku
dwdch sprzedawcow jako funkcja rzadkosci p i liczby a jego producentow
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Rys. 4. Maksymalna wartos¢ ekonomiczna w sensie entropii jako funkcja
liczby producentéw i liczby sprzedawcow

Z wartoscia ekonomiczng danego dobra w sensie entropii mozemy

powiazac funkcje ‘Va2 okreslona wzorem
2

n 1
(3.5 Vi(A)=Y p|log, ——H.(A) ]|,

i=l i
ktérag bedziemy interpretowac jako miar¢ rozproszenia wartosci H (A) (rys. 5
irys. 6).

V2, (A)

f T o .. Rzadkos¢
D o2 0.4 0.6 0.8 1

Rys. 5. Funkcja rozproszenia V| (A ) przy a = 2
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Liczba producentow

Rzadkos¢ 0.6
T~ |/2
08 -V

Rys. 6. Funkcja rozproszenia V. ( A) przy a > |

W przypadku rozktadu dwumianowego mozemy latwo sprawdzic, ze

) I_ 3
(3.6) VilA)=p-(1=p) logc.‘——p
p

Traktujac a jako zmienng w V.(A) widzimy, ze miara rozproszenia
zmniejsza si¢ wraz ze wzrostem liczby producentéw przyjmujac wartosé

zerowg w punkcie p =— niezaleznie od wyboru a >1, zas jej wartosci

1 by B .
maksymalne, symetryczne wzgledem p :5. spelniaja rownanie

S
(3.7) P =
p
Oznacza to, ze w przypadku dwoch sprzedawcow punkty maksymalnego
rozproszenia H, nie zaleza od wyboru a >1.
Warto$é liczbowa @, (A)=H,(A)+v ,(A)
nazywa¢ begdziemy miarg pewnosci zakupu dobra A (rys. 7 i rys. 8).
W rozwazanym uprzednio przypadku dwumianowym otrzymujemy funkcje
pewnosci zakupu dobra zalezna od rozproszenia p i ilosci producentéow a,
ktora przyjmuje postac
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Q.(p)
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Rys. 7. Funkcja @,(p) dla a=2
Y
1.5 d
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Pa(p) 1

Liczba producentéw

Rzadkosé 0 6\\
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08 Yy

Rys. 8. Funkcja @, (p) dlaa> 1
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3. WARTOSC EKONOMICZNA W SENSIE ENTROPII
W PRZYPADKU DWOCH DOBR

Zalézmy, ze dane sa dwa dobra A,, A,, ktérym, podobnie jak poprzednio,
przyporzadkowane sa zmienne losowe X oraz Y przyjmujace odpowiednio
wartosci X,, X,,..., X, 1 ¥, V..., ¥, Oznaczajace ich mozliwe ceny na rozwaznym
rynku. Zmienne te charakteryzuje laczny rozktad prawdopodobienstwa p,
i=1,2,..,n.j=12, .. m.Przy powyzszych oznaczeniach entropia laczna
pary (A, A,) nazywamy wyrazenie

n m ]

(4.1) Hi(A A =H (X, Y)=Y p,-log,—

i=l j=] ij

Jezeli p; = Z P zas By= 2 p;; wtedy entropia zmiennych X i VY
Jj=1

traktowanych oddzielnie wyraza si¢ wzorami
n l
:zp:.logu——’ zpj gu
i=l Pi

Mozna wykazaé'®, ze

1

@420 S(H () +HL0) S HL(XY) SH, (X +H, ()

Podane wzory odpowiadajg opisowi zjawiska substytucji dobr. Nierownos¢
(4.2) implikuje, iz substytucja redukuje wartos¢ dobra. Rownosé¢ zachodzi
wowczas, gdy dobra X 1 Y sa niezalezne, tzn. nie sa dobrami substy-
tucyjnymi'’.

Z drugiej strony nieréwnos$¢ (4.2) moéwi o dolnym ograniczeniu wartosci
tacznej w sensie entropii dobr substytucyjnych przez $rednig arytmetyczna
wartosci poszczegdlnych skladowych.

Innym przyktadem wykorzystania funkcji entropii jest przypadek analizy
zwiazku pomigdzy wielkoscia popytu rynkowego a wartoscia ekonomiczna
dobra, na ktére jest zapotrzebowanie.

Jezeli p oznacza miarg rzadkosci dobra A wytwarzanego przez a pro-
ducentéw, zas d - liczbg konsumentow rozwazanego rynku, wtedy wielkos¢

“Dabrowski, O teorii informacji, s. 45-47.
"Taylor, Historia rozwoju ekonomiki, s. 2-7.
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1

logu— jest wartoscia ekonomiczna w sensie entropii dobra A. Liczba
konsumentow, ktora zakupila dobra A, moze by¢ wyrazona iloczynem d - p.
A zatem calkowita wartos¢ ekonomiczna w sensie entropii sprzedanych débr A

WYynosi:
(4.3) d - p.- (-log, p.).

Z formuly (4.3) wynika, ze wyrazona w ten sposdb wartos¢ poczatkowo
rosnie, a nastepnie, po osiagnigciu ekstremum, maleje do zera (zob. rys. 9 i rys.
10), podczas gdy funkcja wartosci jednostkowej dobra A jest malejaca (zob.

rys. 1).

G
AN
v»‘&t‘.{q\‘!
RIS

SR
RO

: 0.6
/ Rzadkos¢
04

02

6
Liczba producentéw

10

Rys. 9. Calkowita wartos¢ dobra A dla d = const.
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7
/06

Rzadkos¢

100

Rys. 10. Calkowita wartos¢ dobra A dla a = const.

Matematyczne modele ekonomiczne, bedace formalnymi konstrukcjami wy-
razajacymi zwiazki zachodzace migdzy zjawiskami ekonomicznymi i ewentualnie
pozackonomicznymi, maja za zadanie uchwycenie istotnych relacji i zaleznosci
zachodzacych miedzy zjawiskami ekonomicznymi oraz badanie mechanizmow ich
roZwoju.

W niniejszym artykule przedstawiono kilka przyktadow zastosowania funkcji
entropii w modelowaniu zjawisk rynkowych, kladac szczegdlny nacisk na
sformulowanie pojecia wartosci ekonomicznej w sensie entropii. Tym samym
zostato zaproponowane nowe podejscie do konstrukeji 1 analizy modeli eko-
nomicznych wzbogacone o, dajace duza wartos¢ poznawcza, doswiadczenia
takich teorii naukowych, jak teoria informacji oraz teorie termodynamiki.
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ENTROPY IN THE THEORY OF VALUE

Summary
Theory of information is a rich source of methods and tools used in various domains of
knowledge. The examples presented in this paper show how to apply the function of entropy in the
theory of value. They attempt to enrich the research arsenal of economic by new tools.

Translated by Jan Kfos

Stowa kluezowe: entropia. wartos¢ ekonomiczna.

Key words: entropy, economic value.
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