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O RELACJACH MIEDZY MATEMATYKA I MUZYKA

WSTEP

W niniejszym artykule zajmiemy si¢ dwoma przejawami kultury naleza-
cymi do dwoch jej dziedzin — nauki i sztuki, aby przeanalizowa¢ zwiazki
miedzy nimi. Nauka, ktéra si¢ zajmiemy, jest matematyka, a sztuka — mu-
zyka. Czy muzyka i matematyka majg ze sobg cos wspdlnego? I czy w ogodle
moga mie¢? Dla wickszosci 0sob sg to bardzo odlegte dziedziny. Wiadome
jest, ze kto$ wrazliwy na muzyke bedzie ja wszgdzie styszat i bedzie si¢ sta-
ral wszystko ,,umuzycznia¢”, matematyk za$ bedzie si¢ starat wszystko opi-
sywaé matematycznie, bedzie poszukiwat zaleznosci i podobienstw. Badajac
zatem relacje miedzy tymi dwoma przejawami kultury, lepiej zrozumiemy
i poznamy kazdy z nich.

Proby powigzania muzyki ze $§wiatem nauki byly podejmowane od dawna.
Juz w czasach starozytnych Arystoksenos, uczen Arystotelesa, jako pierwszy
uznat muzyke za dyscypling naukowa i dokonat rewolucji w filozofii mu-
zyki'. Z jednej strony Arystoksenos odrzuca matematyczne teorie pitagorej-
czykow i twierdzi, ze pozostaja poza sferg muzyki, z drugiej za§ odrzuca
empiryzm. W rzeczywistosci Arystoksenos uwzglednia jednak w swej teorii
motywy pitagorejskie, ale ktadzie nacisk na zmystowe sktadniki muzyki’.
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Eduard Hanslick w swej ksiazce Vom Musikalisch-Schonen (1854) broni
tezy, ze istota muzyki jest jej forma (muzyka czysta). Przewaza jednak po-
glad, ze jedna z wartosci dzieta muzycznego moga by¢ idee ogdlne — w tym
takze przekonania natury filozoficznej czy $wiatopogladowe;j”.

O tzw. ineffable w filozofii muzyki mozemy przeczyta¢ w najnowszej
ksigzce brytyjskiego estetyka analitycznego Nicka Zangwilla Music and
Aesthetic Reality: Formalism and the Limits of Description®, w ktorej inef-
fable pojawia si¢ jako kluczowy element konstrukcji filozoficznej, ktorej ce-
lem jest m.in. rehabilitacja i ponowne umocowanie tezy formalizmu w estety-
ce muzycznej’. Teza Zangwilla, ze ,,muzyka sama w sobie nie ma nic wspol-
nego z emocjami”, zostaje rowniez podana w watpliwo$¢®.

Analizowano rowniez muzyke pod katem sposoboéw sytuowania si¢ prak-
tyk kompozytorskich wzgledem doswiadczenia historycznosci sztuki, trakto-
wanego jako element kulturowej specyfiki zachodniej muzyki artystycznej’.

Thrasybulos Georgiades, grecki muzykolog i pianista, przyjmuje matema-
tyczno-pitagorejski paradygmat rozumienia muzyki®.

Powigzan m.in. muzyki Bacha z naukg dotyczy ksiazka amerykanskiego
fizyka i informatyka Douglasa R. Hofstadtera Gddel, Escher, Bach: An Eter-
nal Golden Braid z 1979 r.” Autor zestawia mysl wielkiego matematyka i lo-
gika Kurta Gddla (1906-1978) z artystycznymi wizjami holenderskiego ma-
larza 1 grafika Mauritsa Cornelisa Eschera (1898-1972) oraz muzyka Jana
Sebastiana Bacha. Ich dzieta wigze z sobg poprzez odwolanie si¢ do pro-
gramu komputerowego Quine, do struktur DNA i do biologii molekularne;j.

O obecnos$ci symetrii w muzyce i potrzebie jej wystepowania w niej pi-
sata Anna Brozek w ksiazce Symetria w muzyce czyli o pierwiastku racjo-
nalnym w komponowaniu dziet muzycznych'.

3 Maria GOLASZEWSKA. Muzyka filozofii. Esej o podwdjnych znaczeniach. ,Muzyka” 2005 nr 1
s. 6.
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Na podstawie tych kilku przyktadowych publikacji mozemy stwierdzi¢, ze
muzyka byla, jest i zapewne bedzie badana pod katem jej zwigzkow z innymi
dziedzinami kultury, w szczego6lnosci z matematyka. Celem tego artykutu jest
przyjrzenie si¢ dwoém wspomnianym wczesniej dziedzinom: muzyce i mate-
matyce pod katem ich zwigzkéw i podobienstw. Jako cel obralem sobie udo-
wodnienie tezy, ze relacje migdzy matematyka i muzyka istnieja i sg znaczace.
Z punktu widzenia kulturoznawstwa takie relacje sa wazne, gdyz mogg przy-
czyni¢ si¢ do lepszego zrozumienia obu dziedzin. Podczas analizy przytocze
szereg faktow, ktore pozwola udowodni¢ postawionag tezg.

Analizowatem kompozycje muzyczne pod katem swiadomego stosowania
w nich zalezno$ci matematycznych, jak rowniez utwory, w ktéorych mozna
zauwazy¢ struktury matematyczne u kompozytorow, ktorzy matematykami
nie byli. Artykut gromadzi rowniez znane wczesniej fakty z historii matema-
tyki i muzyki, naswietlone pod katem relacji miedzy nimi. Czg¢$¢ tych
problemow poruszalem juz w swoich artykutach w czasopi$mie ,,Matema-
tyka” oraz ,,Wiedza i Zycie” w latach 2014-2015.

Przytoczg teraz definicje encyklopedyczne przyblizajace te dwa pojecia:

Muzyka — ,,muz. sztuka, ktorej tworzywem sa percypowane przez ludzi dzwieki,
wytwarzane przez nich gltosem i/lub za pomocg instrumentéw muzycznych. Zro-
dtami dzwieku sa: glos ludzki, instrumenty muzyczne i przyrzady elektroaku-
styczne. Muzyka jest przedmiotem odrebnej dyscypliny naukowej — muzykologii,
ktora obejmuje m.in. estetyke muzyczna, zajmujacg si¢ problemem istoty muzyki
i przezycia muzycznego oraz specyfika muzyki w odrdznieniu od innych sztuk.
Utwor muzyczny jest wynikiem wspoétistnienia tzw. wspotczynnikow (elementow)
muzycznych: rytmu i metrum, melodii, harmonii, dynamiki, agogiki, artykulacji,
barwy dzwigku, budowy formalnej (formy muzyczne). Wspotczynniki muzyczne
nigdy nie wystepujg w izolacji, ale tez nie wszystkie musza wystepowac tacznie
(np. w utworze jednogtosowym brak jest czynnika harmonicznego), jedne z nich
moga dominowaé nad innymi (np. rytm w utworach tanecznych) lub tez moga
zmieniaé si¢ role poszczegdlnych elementéw (np. w wariacjach). Muzyka wyste-
puje w postaci autonomicznej (zwykle muzyka instrumentalna, rzadziej wokalna
jako wokaliza) lub taczy sie ze stowem (gatunki wokalne i wokalno-instrumen-
talne), gestem (taniec), akcja sceniczng (gatunki sceniczne, np. opera). Przekazy-
wanie muzyki odbywa si¢ badZ w bezposrednim kontakcie wykonawcy z odbiorca,
np. w sali koncertowej, badz za pomocg przyrzadow stuzacych do odtwarzania
zjawisk dzwigkowych, jak gramofon, magnetofon (muzyka mechaniczna). Syste-
matyki muzyki mozna dokonywaé na podstawie réoznych kryteriow, co powoduje
krzyzowanie si¢ jej rodzaj(')w”.ll

"http://encyklopedia.pwn.pl/haslo/muzyka;3944813.html (dostep: 16.12.2015).
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Mozna powiedzie¢, ze muzyka to sztuka organizacji struktur dzwigko-
wych w czasie. Jest jedng z dziedzin sztuk picknych w duzym stopniu wpty-
wajaca na psychike czlowieka przez dzwigki. Celem muzyki jest m.in. prze-
kaz subiektywnych odczu¢ kompozytora lub wykonawcy, ktory ma wplyw
na odczucia, reakcje i §wiadomos$¢ stuchacza przetwarzajacego te doznania
w sposob zupetnie indywidualny. Od mowy ludzkiej r6zni si¢ znacznie wigk-
sza abstrakcyjnoscig przekazywanych tresci oraz wykorzystaniem oprocz gtosu
ludzkiego réwniez instrumentéw muzycznych, jak tez wszelkich dzwigkow
elektronicznych, naturalnych oraz nieartykulowanych. Muzyka jest jednym
z przejawow ludzkiej kultury. Mozna przyjaé, ze muzyka od zawsze towa-
rzyszyta cztowiekowi w pracy, zabawie, odpoczynku oraz w obrzgdach, row-
niez od poczatku taczona byta z tancem i stowem. Z poczatku muzyka stu-
zyta celom praktycznym — pomagata w pracy zespotowej, byta forma komu-
nikacji, a z czasem wyksztalcita si¢ jako jedna z gatezi sztuki.

Matematyka ,.to nauka dedukcyjna, gataz wiedzy, ktorej cel mozna okresli¢ jako
badanie konsekwencji przyjetych zatozen™.

Mozna powiedzie¢, ze matematyka to nauka dostarczajaca narzedzi do
otrzymywania $cistych wnioskow z przyjetych zatozen, a zatem dotyczaca
prawidlowos$ci rozumowania. Poniewaz zatozenia moga dotyczy¢ najrozniej-
szych dziedzin mys$li ludzkiej, zakres matematyki jest szeroki i stale si¢ po-
wicksza. Wiele dziedzin nauki i technologii w pewnym momencie zaczyna
definiowaé swoje pojecia z dostatecznie duzg precyzja, aby mozna byto sto-
sowac do nich metody matematyczne. Tak stalo si¢ np. z mechanikg klasycz-
na, mechanika statystyczng, ekonomig (ekonometria), lingwistyka (lingwi-
styka matematyczna), teorig gier, a nawet niektorymi dziatami politologii
(teoria glosowan). Obecnie standardem w naukach eksperymentalnych jest
potwierdzanie istnienia obserwowanych zalezno$ci za pomocg metod staty-
styki. Pomaga to odr6zni¢ rzeczywiste zaleznosci od przypadkowej zbiezno-
$ci. Leonardo da Vinci w swoim Traktacie o malarstwie stwierdzit: ,, Zadne
dociekanie ludzkie nie moze by¢ nazwane prawdziwg wiedza, o ile nie prze-
szto proby dowodu matematycznego™".

Jedna z dziedzin matematyki jest matematyka teoretyczna, ktoéra jest cze-
sto rozwijana bez wyraznego zwiazku z konkretnymi zastosowaniami. Paul
Dirac, angielski fizyk teoretyk, jeden z tworcéw mechaniki kwantowej i elektro-

12 http://encyklopedia.pwn.pl/haslo/matematyka;3938552.html (dostep: 16.12.2015).
3 Leonardo DA VINCL. Traktat o malarstwie. Przet. Maria Rzepiniska. Gdansk: Stowo/Obraz Te-
rytoria 2006 s. 545.
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dynamiki kwantowej, laureat Nagrody Nobla z dziedziny fizyki stwierdzit:
»Matematyka jest narzgdziem stworzonym specjalnie do wszelkich abstrak-
cyjnych koncepcji i nie ma ograniczen dla jej potegi w tym zakresie”'.
Mamy tu zatem podobne zjawisko jak w sztuce, ktéra rowniez potrafi byc
abstrakcyjna i nieograniczona w tworzeniu i odkrywaniu.

Na podstawie tych definicji i tych krotkich komentarzy mozna juz powie-
dzie¢, ze obydwie dziedziny to formy sztuki, ktore posiadajg wiasny alfabet,
a raczej jezyk symboli, z ktérego budowane sg slowa, a potem cate zdania
czy wrecz poematy. Studia matematyczne ucza wypowiadania si¢ na bardzo
abstrakcyjne zagadnienia matematyczne w sposob Scisty i uporzadkowany.
A muzyka przeciez jest najbardziej abstrakcyjng i uporzadkowana forma
sztuki i tak jak matematyke nazywamy ,krélowa nauk”, tak muzyke mozna
by nazwac ,.krélowa sztuki”.

Po tym wstepie przejdzmy do gtownej czesci artykutu, czyli pokazania
faktow §wiadczacych o relacjach muzyki z matematyka.

FAKT 1: PITAGOREJICZYCY (CZASY STAROZYTNE)

Matematyczng harmoni¢ w muzyce jako pierwsi odkryli pitagorejczycy.
Uwazali, ze ,,wszystko jest liczbg” i chcieli dostownie wszystko opisac¢ za
pomoca liczb. Pitagorejczycy wiedzieli, ze cztowiek odbiera jako harmonij-
ne (przyjemne) zestawienie takich dzwiekéw, ktorych czestotliwosci pozo-
staja ze sobg w stosunku bedacym ilorazem niewielkich liczb naturalnych'.
Chodzi tu o tzw. wielkg czworke liczb: 1, 2, 3, 4. Zauwazyli, ze jezeli dtu-
gosci dwoch napietych jednakowa sitg strun maja si¢ jak 2:1, to struny te
dajg przyjemne wspotbrzmienie. Podobnie stosunki 3:2 i 4:3 tez dajg przy-
jemne brzmienie. Zalezno$ci te sg liczbowym opisem konkretnych inter-
watdow muzycznych (odlegtosci migdzy dzwigkami): oktawy, kwinty czystej
i kwarty czystej. W wyjasnieniu tego faktu pomaga fizyka, nalozenie bo-
wiem na siebie dwoch fal spetniajacych powyzsza wlasno$¢ daje w rezulta-
cie regularny (okresowy) wynik okreslany w teorii muzyki mianem konso-
nansu. Nalozenie na siebie fal o niepasujgcych czgstotliwosciach da wynik
nieregularny nazywany dysonansem.

"“Robert i Michéle ROOT-BERNSTEIN. Sparks of Genius. The thirteen thinking tools of the
world’s most creative people. New Y ork—Boston: Houghton Mifflin Company 1999 s. 75.
'S Marek KORDOS. Wykiady z historii matematyki. Warszawa: WSiP 1994 s. 47-48.
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Przyjrzyjmy si¢ jeszcze naukowej kwestii odbioru muzyki. Struktury
dzwigkowe sktadajg si¢ z zestawow fal akustycznych o dobranych czestotli-
wosciach i amplitudach oraz ciszy pomig¢dzy nimi. Nazwy dzwigkoéw, np.
C, C#, D, D4, E itd., to w istocie state oznaczajace okreslone czestotliwosci
fal. Dzwick podstawowy A; to dzwick o czgstotliwosci 440 Hz. Ten sam
dzwick zagrany o oktawe wyzej ma czegstotliwo$¢ dwukrotnie wyzsza, czyli
880 Hz. Wiedzac, ze obecnie mamy skalg¢ rownomiernie temperowana, cze-
stotliwos$ci pozostatych dzwickow mozemy latwo obliczy¢, poniewaz stosu-
nek czestotliwosci dwoch kolejnych (odleglych od siebie o pédtton) dzwig-
kow jest staly i wynosi '3/2. Warto$é ta wynika stad, ze skoro podniesienie
dzwigku o jedna oktawg (12 pottonoéw) daje dwukrotny wzrost czgsto-
tliwos$ci, to pojedynczy po6tton musi oznacza¢ wzrost czestotliwosci wlasnie
o czynnik '3/2. Stad mozemy juz latwo wyliczy¢ czestotliwosci wszystkich
dzwigkéw. Matematycznie mamy do czynienia z ciggiem geometrycznym.
Jak to jednak mozliwe, ze z dzwigkow, ktorych czestotliwosci powstaja
z tonu podstawowego przez mnozenie przez czynnik '¥/2, ktory jest liczba
niewymierna, mozna skomponowa¢ muzyke mitg dla ucha? I co na to powie-
dziatby Pitagoras, ktory uwielbial liczby naturalne, a tu mamy liczby niewy-
mierne? Okazuje si¢, ze otrzymane w ten sposéb liczby niewymierne (czgsto-
tliwosci dzwigkow) sg bardzo dobrymi przyblizeniami stosunkow zdefinio-
wanych przez Pitagorasa, co przedstawia ponizsza tabela'®:

navaimtervats | perowiney | wipdtaymita | Sounekptagoreis
sekunda wielka /22 1,12246 9:8
tercjamata 2/23 1,18921 6:5
tercja wielka 2[4 1,25992 5:4
kwarta czysta /95 1,33483 43
kwinta czysta /97 1,49830 32
septyma wielka o1 1,88774 17:9
oktawa 2/212 — 9 2,00000 21

Rys.1. Tabela wlasna autora na podstawie
http://www.msn.ap.siedlce.pl/smp/msn/36/zdan.pdf

'S Anna ZDANOWICZ. Matematyka w muzyce. http://www.msn.ap.siedlce.pl/ smp/msn/36/zdan.pdf
(dostep: 16.12.2015).
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Tabela ta nie zawiera oczywiscie wszystkich interwatow. Chciatem poka-
za¢, ze budujac akordy i skale muzyczne, musimy trzymac si¢ pewnych regut,
ktorych podtoze tkwi wtasnie w matematyce. Wszystkie podstawowe akordy
w muzyce spetniaja te reguty, np. akordy durowe zbudowane sg z dzwicku
podstawowego, tercji wielkiej, kwinty czystej oraz ich harmonicznych. Nie
we wszystkich akordach oczywiscie przestrzega si¢ tych zasad. Wtedy takie
akordy sg ,.trudniejsze w odbiorze”. Wykorzystuje si¢ je w bardziej skompli-
kowanych gatunkach muzycznych, np. takich jak jazz.

Pitagoras byt bardzo dumny z faktu, ze udato mu si¢ opisa¢ muzyke licz-
bami. Mozna powiedzie¢, ze spetnito si¢ wtedy jedno z jego marzen. Warto
wspomnie¢, ze pitagorejczycy na swoje spotkania przynosili instrumenty
muzyczne i oddawali si¢ improwizacji. Patrzac z dzisiejszego punktu widze-
nia, mozna powiedzie¢, ze owe spotkania byly zapowiedzia tzw. jam sessions.
Niestety nie wiadomo, czy byli dobrymi wykonawcami i jak naprawde¢ brzmiata
ich muzyka, nie dysponujemy bowiem Zzadnymi nagraniami z tamtych cza-
sOw. Matematyczne zalezno$ci w muzyce, ktore odkryl Pitagoras, byly za-
tem mozliwe nie tylko dzicki wiedzy matematycznej, ale i praktycznym
umiejetnosciom muzycznym.

FAKT 2: GUIDO D’AREZZO (SREDNIOWIECZE)

Wiemy, ze matematyka postuguje si¢ wtasnym jezykiem — jezykiem sym-
boli. Muzyka réwniez ma swdj jezyk symbolicznego zapisu. Kiedy nastapito
wprowadzenie symboliki do muzyki? Jakie to miato znaczenie?

Przenie$my si¢ teraz dosy¢ daleko w czasie od Pitagorasa, a mianowicie
do wieku XI. Przyktadem powigzania muzyki z matematyka moze by¢ tu
fakt, ze w tym okresie miaty poczatki muzyki algorytmicznej, tzn. zaczeto
stosowa¢ w muzyce jezyk symboli, za ktorego pomoca opisywano melodig.
Prekursorem tego byt wtoski benedyktyn z opactwa Pomposa, kompozytor
i teoretyk muzyczny Guido D’Arezzo (ur. 990-1000, zm. 1045-1050)"".

Do swych kompozycji uzyt schematu przypisujacego rézne wysokosci
dzwicku do pierwszych glosek religijnego tekstu. Chodzi o fragment tacin-
skiego hymnu do $w. Jana:

'7Susan ROTH. Do Re Mi: If you can read music, Thank Guido D’Arezzo. Boston, Mass.:
Houghton Mifflin Company 2006.
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UT queant laxis, REsonare fibris.
Milra gestorum, FAmuli tuorum.
SOLve polluti LAbii reatum Sancte Toannes'®

Jak wida¢, powstalty w ten sposob nazwy dzisiejszej solmizacji. Poczat-
kowo dzwigk ,,do” nazywat si¢ ,,ut”, a zmiang¢ t¢ ttumaczy si¢ m.in. tatwiej-
szym wymawianiem. Symbolike t¢ rozwijano i w XV wieku Guillaume Du-
fay (1400-1472), muzyk i kompozytor franko-flamandzki, duchowny i baka-
larz prawa kanonicznego, przypisat rézne wartosci tempa ré6znym cze¢sciom
kompozycji na podstawie wymiaré6w budynku katedry.

Mamy tu zatem dowod sformalizowania muzyki, wprowadzenia nowego
jezyka do muzyki — jezyka symboli, jakze popularnego w matematyce. Miato
to ogromne znaczenie dla rozwoju muzyki, stworzony bowiem zostal wspol-
ny jezyk dla kompozytorow caltego §wiata.

FAKT 3: JAN SEBASTIAN BACH (BAROK)

Kolejny dowdd na, mozna powiedzie¢, matematycznos¢ w muzyce znaj-
dziemy w epoce baroku, kiedy zyt i komponowat Jan Sebastian Bach (1685-
1750), o ktorym styszat chyba kazdy. Ten genialny niemiecki kompozytor
i organista jest do dzi§ jednym z najpopularniejszych tworcow muzyki kla-
sycznej. W swej grze osiggnal najwyzszy poziom wirtuozerii, a kontakt
z jego muzyka sprawia wrazenie styczno$ci z czyms$ idealnym, wrgcz mate-
matycznym. W 1801 r. w ,,Allgemeine Musikalische Zeitung” napisano:

Imi¢ Johanna Sebastiana Bacha jasnieje ponad wszystkimi niemieckimi kompozyto-
rami pierwszej potowy ubiegtego (XVIII) stulecia. Objat on duchem wyptywajacym
z mysli Newtona wszystko, co do tej pory wiedziano o kompozycji muzycznej
i dawano za przyklad, przeniknat jej glebiny tak catkowicie i trafnie, ze musi by¢
stusznie uznany za tworce praw rzeczywistej harmonii, ktére obowiazuja do dzis"

Nasuwa si¢ pytanie: co sprawito, ze jego muzyka jest tak przemyslana i do-
skonata? Czy Bach $wiadomie stosowal formalne zasady kompozycji? Czy
zdawatl sobie sprawe¢ z ich matematycznego charakteru? Bach nie przypu-
szczal zapewne, jak dalece jego muzyka si¢ga podstaw nauk $cistych oraz ze
bedzie analizowana pod katem matematycznym.

'8 David HULSE. A4 fork in the road: an inspiring journey of how ancient solfeggio frequencies
are empowering personal and planetary transformation! Bloomington, Ind.: Authorhouse 2009 s. 59.

19 Allgemeine Musikalische Zeitung” 3:1801. Cyt. za: http://www.muzykotekaszkolna.pl/
wiedza/kompozytorzy/bach-jan-sebastian-1685-1750 (dostep: 16.12.2015).
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Wiele formalnych wtasnosci wida¢ i stychaé w utworze z dzieta Musi-
kalisches Opfer (,,Muzyczne ofiarowanie”), jednym z ostatnich w dorobku
kompozytora (1747). Inspiracja do jego powstania byta wizyta Bacha 7 maja
1748 r. na dworze krola pruskiego Fryderyka II w Poczdamie pod Berlinem,
gdzie jego syn Carl Philipp Emanuel Bach petnit funkcje klawesynisty. Krol,
ktory odebrat staranne wyksztalcenie muzyczne i sam byt flecistg oraz kom-
pozytorem, zagrat Bachowi temat, a nast¢pnie poprosit o zaimprowizowanie
fugi. Bach nie spelnit wowczas prosby kroéla, ale po powrocie do Lipska po-
stanowil zmierzy¢ si¢ z tym zadaniem. W ten sposob powstat dedykowany
witadcy cykl utworéw — niezwykle kunsztownych kanonow i skomplikowa-
nych fug, ktore autor okreslit dawna nazwa ricercar (z wtoskiego ‘szukac’).
W liscie do krola Bach napisat:

Waszej Krolewskiej Mos$ci poswigcam niniejszym z najglebszym oddaniem t¢ mu-
zyczng ofiare, ktorej najszlachetniejsza czg$¢ z najtaskawszej wiasnej reki Waszej
pochodzi. Z pelna czci radoscig wspominam jeszcze szczegdlng laske krolewska,
gdy w czasie mej niedawnej bytno$ci w Poczdamie raczyl Wasza Krélewska Mo§¢
osobiscie zagra¢ mi na klawesynie temat do fugi, najtaskawiej mnie przy tym zo-
bowiazujac, aby takowa w najwyzszej obecno$ci Waszej zaraz wykonat.

Pierwszy z kanonow wchodzacych w sktad Musikalisches Opfer zatytuto-
wany jest Quaerendo invenietis (z taciny: ,,Szukajcie, a znajdziecie”). Znany
jest tez jako Krab Kanon i mozna poréwnaé¢ go do wstegi Mdbiusa®. Po-
zwala to nawet lepiej zrozumie¢ jego strukture. Do tej muzycznej wstegi
Mobiusa Bach dotaczyt symetrie, co widzimy na ponizszym rysunku.

2 Wstega Mobiusa — dwuwymiarowa zwarta rozmaito$¢ topologiczna istniejaca w przestrzeni
trojwymiarowej, ktéra mozna uzyskaé, sklejajac tasme koncami przy odwroceniu jednego z koncow
o kat 180°. Jej najwazniejsza cecha jest to, ze ma tylko jedng strong (jest tzw. powierzchnia jedno-
stronng). Ma réwniez tylko jedna krawedz — ,,sklejenie” tej krawedzi (niemozliwe w przestrzeni troj-
wymiarowej) daje butelkg¢ Kleina. Opisana przez Augusta Mobiusa, niemieckiego matematyka, i Jo-
hanna Benedicta Listinga w 1858 r.
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Rys. 2. Tlustracja Kanonu Krab w programie muzycznym Cubase (grafika autora).

Doktadniej analizujgc, zal6zmy, ze mamy jaki$ podstawowy temat muzycz-
ny — oznaczmy go symbolem P. Jego odbicie w pionie tworzy inwersj¢, czyli
serie lustrzang (polega to na zachowaniu porzadku interwatéw?' przy zmianie
ich kierunku). Odczytanie tematu od konca tworzy tzw. raka R, a gdy pod-
damy temat podstawowy obu tym przeksztalceniom, otrzymamy raka z inwer-
sia RI”. I juz chyba czujemy, ze zbliza si¢ matematyka, a w szczegélnosci
przeksztatcenia geometryczne. Je§li umiescimy to w uktadzie wspotrzednych,
to otrzymamy symetri¢ osiowa wzgledem osi OX, OY oraz symetri¢ Srodkowa
wzgledem poczatku uktadu wspoétrzednych. W przypadku symetrii wzgledem
osi poziomej — osig symetrii jest sSrodkowa linia w pigciolinii. Wida¢ to do-
skonale na ponizszym rysunku na przyktadzie czterech nut.

RAK - symetria wzgledem osi pionowej [ Temat podstawowy
"b'r 1 T 1 B T —
3= 3 - E Gt . 3

D] D

—

V] S S e————r——

D D] J

RAK z INWERSJA - symetria srodkowa INWERSJA - symetria wzgledem osi poziome;j

Rys. 3. Cztery symetrie w muzyce (grafika autora).

2! Interwat — w muzyce réznica wysokosci miedzy dwoma dzwickami wspélbrzmigcymi lub na-
stepujacymi po sobie.
2 Alicja JARZEBSKA. Strawinski: mysli i muzyka. Krakéw: Musica Iagellonica 2002.
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Bach bawit si¢ tymi przeksztatceniami §wiadomie i ktadt nuty przed muzy-
kami siedzagcymi przy stole. Kazdy z nich czytat je (grat), traktujac pigciolini¢
tak, jakby narysowana byla od jego strony. Wtedy pozornie prosty kanon na-
bierat mocy, brzmial przyjemnie dla ucha — i to na glosy, a przede wszystkim
odstanial caly kunszt muzyczny kompozytora, a przez struktur¢ kompozycji
pokazywat rowniez duze relacje z matematyka. Widzimy zatem w utworach
Bacha niezwykla precyzje, bardzo przemys$lang i pouktadang. Przy okazji war-
to przytoczy¢ stowa Jean-Philippe’a Rameau, kompozytora i teoretyka muzyki
epoki baroku: ,,Muzyka jest nauka, powinna zatem posiada¢ $cisle okreslone
reguty wyprowadzone z jakiej$ ewidentnej zasady, a zasada ta moze by¢ roz-
poznana tylko za pomocg matematyki”

FAKT 4: WOLFGANG AMADEUSZ MOZART (KLASYCYZM)

Przeniesmy si¢ teraz do epoki klasycyzmu. Mamy tu geniusza nie tylko
tej epoki, ale i wszechczaséw. To oczywiscie Wolfgang Amadeusz Mozart
(1756-1791). Posta¢ i muzyka Mozarta nalezy do najbardziej ztozonych zja-
wisk w historii muzyki, ale nie tylko. Wokét jego osoby narosto wiele le-
gend i kontrowersji. Wielu ludziom trudno wyobrazi¢ sobie, jak cztowiek,
ktory przezyt zaledwie 35 lat, zdotat napisa¢ okoto 700 utwordéw, czgsto tak
rozbudowanych jak opery czy oratoria, a przy tym tak bardzo oryginalnych.
Czy Mozart kierowat si¢ zasadami matematycznymi? Tego si¢ pewnie nigdy
nie dowiemy. Wiemy natomiast, ze rOwnoczesnie z tworczoscig muzyczng
Mozart zachwycatl si¢ matematyka. Si¢gnijmy do dziecinstwa Mozarta.
Mozart miat starszg o pi¢¢ lat siostr¢ Mari¢ Ann¢ nazywang Nannerl, ktora
takze przejawiala uzdolnienia muzyczne. Razem z nig maty Wolfgang gry-
wat duety klawesynowe. To wlasnie jego siostra Nannerl opowiadata, ze gdy
uczyt si¢ matematyki, wszystkie meble w domu, $ciany i podtoga byly po-
kryte liczbami. Moéwita rowniez, ze ,,gdy uczyl si¢ matematyki, nie myslat
1 nie rozmawiat o niczym innym jak o liczbach”. To wskazuje, ze lubil mate-
matyke i kochat liczby. Przeciez nikt bez zainteresowania liczbami nie wypi-
sywalby ich wokoét siebie. Majac 14 lat, pisal do siostry, aby wystata mu
jego ¢wiczenia z arytmetyki. Alfred Einstein (nie myli¢ z Albertem Ein-
steinem), jeden z biografow Mozarta, pisat, ze liczby towarzyszyly mu przy
komponowaniu przez cale zycie. Nawet na marginesie swoich kompozycji
zapisywal rOwnania matematyczne, m.in. w utworach Fantazja oraz Fuga
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C-dur, gdzie obliczal swoje szanse wygrania na loterii>. Mimo ze rownania
te nie odnoszg si¢ do kompozycji, pokazuja zainteresowanie Mozarta mate-
matyka. Co go tak naprawde interesowato w rachunku prawdopodobienstwa,
tego nie wiemy. Moze po prostu zainteresowanie matematyka, a moze cheé
opracowania systemu na wygrywanie na loterii. Na pewno potrzebowat pie-
niedzy, i to nie tylko na codzienne zycie. Mozart stynat z zamitowania do
zabawy, a to kosztowato. Lubil takze rézne zagadki logiczne, m.in. bardzo
mu si¢ spodobata anegdota o perskim wynalazcy gry w szachy. Oto jej tresc:

Podanie glosi, ze tworca szachow, uczony Sissa-Nassir — gdy wtadca Indii, zachwy-
cony nowg gra, obiecal wynagrodzi¢ go wszystkim, czego zapragnie — zazadal
zaplaty pozornie skromnej, chcial bowiem otrzymac tyle tylko zboza, ile przypadnie,
gdy poprzez wszystkie 64 pola szachownicy podwajane bedzie jedno ziarenko zto-
zone na pierwszym polu.

Okazato sig¢, ze whadca Indii, mimo ogromnego bogactwa, nie byl w stanie
takiego honorarium wyptaci¢. Owa zaptata to suma ciggu geometrycznego,
zlozonego z poteg liczby 2 z wszystkimi kolejnymi wyktadnikami od 0 do
63, co wyniesie: 18 446 774 073 709 551 615 ziaren. Zapisujac to matema-

tycznie, mamy:
64

20420 +234...288 = Z 21 = 18446774073709551615

n=1

Ten fakt rowniez §wiadczy o zainteresowaniu Mozarta liczbami i logicznym
mys$leniem. Dokladna zalezno$¢ migdzy muzyka a matematyka u Mozarta
jest ciagle przedmiotem wielu dyskusji, ktére maja na celu opisac¢ jego dzieta
matematycznie. Analiza strukturalna jego muzyki i jej wplywu na stuchacza,
sugeryuje, ze taki zwiazek istnieje. Wieloletnie badania potwierdzily, ze stu-
chanie muzyki Mozarta poprawia koncentracj¢ i pobudza mys$lenie mate-
matyczne. Nazwano to ,,Efektem Mozarta”. W 2004 r. okazalo si¢ jednak, ze
szeroko reklamowana poprawa wykonania wizualno-przestrzennych zadan
w tescie inteligencji jest, po pierwsze, chwilowa (efekt utrzymuje si¢ 10-15
minut), po drugie — zalezy od preferencji muzycznych dziecka. Czyli jesli
dziecko nie lubi muzyki klasycznej, to mu nie pomoze, nawet chwilowo.
(Badania takie prowadzili np. Kristin M. Nantais, E. Glenn Schellenberg®*).

% Alfred EINSTEIN. Mozart: Czlowiek i dzielo. Mozart: Czlowiek i dzielo. Przet. Adam Rieger,
Stefan Jarocinski. Krakow: Polskie Wydawnictwo Muzyczne 1975.

**Kristin M. NANTAIs, E. Glenn SCHELLENBERG. The Mozart Effect: An Artifact of Prefe-
rence. ,,Psychological Science” 1999 nr 10 (4) s. 370-373.



O RELACJACH MIEDZY MATEMATYKA [ MUZYKA 123

Mimo to muzyka moze rozwing¢ inteligencje dziecka. Badania nad rozwo-
jem moézgu pokazaty, ze wykonywanie muzyki bardzo rozwija pewne jego
rejony. W rezultacie dzieci uczace si¢ regularnie gry na instrumencie potra-
fig lepiej niz ich rowiesnicy wykonywac rdézne zadania poznawcze, np. szyb-
ciej rozwijaja zasob slownictwa i tatwiej zapamietuja nowe stowa. Poza tym
dzieci szkolone muzycznie maja lepiej rozwini¢ta pamieé operacyjng, zdol-
no$ci matematyczne, lepsza orientacj¢ w czasie i przestrzeni oraz umie-
jetnos¢ czytania (dowodza tego badania, jakie prowadzili E. Glenn Schellen-
berg oraz Aniruddh D. Patel, John R. Iversen®). W wyniku badan okazato
si¢ nawet, ze nauka $piewu i fortepianu daje lepsze efekty w rozumowaniu
abstrakcyjnym niz nauka informatyki.

Wréémy teraz do analizy muzyki Mozarta i zastanowmy si¢, skad si¢
wzigla jej doskonato$¢. Tu zapewne wielu matematykow pomysli o ztotych
proporcjach. Poniewaz ztote proporcje sg naturalne, to wielu artystow, archi-
tektow i kompozytorow byto i pozostaje pod ich wplywem, co mozna za-
uwazy¢ w ich dzietach. Chcieli tworzy¢ co$ wyjatkowego, ale jednocze$nie
pragneli, by dzieto wspotgrato z zachwycajaca i doskonalg natura.

Ztoty podziat odcinka polega na podziale tego odcinka na dwie nieréwne
czesci tak, aby stosunek calego odcinka do dtuzszej czesci podziatu byt rowny
stosunkowi dluzszej czesci odcinka do krotszej. Obrazuje to ponizszy rysunek.

a+b
Rys. 4. Tlustracja ztotego podzialu odcinka (grafika autora)

czyli, zapisujac matematycznie, otrzymamy:

a+b_b
b a

Rozwigzaniem tego rownania jest tzw. ztota liczba:

_1++5

1) ~ 1,618 ...

Czy mozna zauwazy¢ zity podziat w otworach Mozarta. Przyjrzyjmy si¢
jego sonatom. Ztotym podziatem w tych utworach zajmowat si¢ m.in. ame-

% Aniruddh D. PATEL, John R. IVERSEN The linguistic benefits of musical abilities. ,,Trends in
Cognitive Sciences” 2007 nr 11 s. 369-372.
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rykanski matematyk John F. Putz’®. Wiele os6b twierdzi, ze w tych sonatach
zastosowany jest zloty podziat. Sonata to podstawowa forma muzyczna, wy-
ksztatcona i typowa dla epoki klasycyzmu. Wystepuje m.in. w symfoniach, so-
natach i koncertach. Istotg formy sonatowej jest dualizm tematyczny. Aby zo-
baczy¢ zloty podzial w sonatach Mozarta, podzielmy sonate¢ na dwie czesci:

1. Ekspozycja, w ktorej prezentuje si¢ dwa kontrastujgce tematy.

2. Przetworzenie i Repryza. Przetworzenie to najbardziej swobodna cz¢s$¢
formy sonatowej. Nastepuje tu przetwarzanie tematow pod wzgledem melo-
dycznym, rytmicznym, harmonicznym i fakturalnym.

Ekspozycja Przetworzenie i Repryza

a b

Rys. 5. Podziat sonaty (grafika autora).

Przyjrzyjmy si¢ teraz, jak Mozart dzielit te czeSci. W ponizszej tabeli przed-
stawitlem podziat sonaty na dwie czgsci oraz dokladng ilos¢ taktow w kazdej
znich i w catej sonacie. Przy okazji warto wspomnie¢, ze sonaty Mozarta
skatalogowat Ludwig von Kochel i w 1862 r. opublikowatl Chronologisch-
thematisches Verzeichnis simtlicher Tonwerke Wolfgang Amadé Mozarts®
czyli chronologicznie i tematycznie utozony rejestr dziet Mozarta, znany
jako KV — Kéchel-Verzeichnis, czyli Katalog Kochla.

Na szczegdlng uwage zastuguje sonata K 2791. Podzial w niej jest wrecz
doskonaty, najbardziej zblizony do ztotego podziatu. Ilo$¢ taktow jest liczba
naturalng, nie da si¢ tego zatem zrobi¢ doktadnie;j.

62—16315 100—16129
38 = ey =L

Podobnie jest w sonacie 279 11

46—16428 74—16086
28 b 76 - b

s

2 John F. Putz. The Golden Section and the Piano Sonatas of Mozart. Mathematics Magazine’
68:1995 No. 4 s. 275-282.

*Ludwig Ritter von KOCHEL. Chronologisch-thematisches Verzeichnis simtlicher Tonwerke
Wolfgang Amadé Mozarts. Leipzig: Breitkopf & Hértel 1905.
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ilos¢ taktow
Podziat sonat Ekspozycja Przie;:\;) or;zzinle Catosc sonaty a+b b
wedtug Kochla a a
a b a+b
279 38 62 100 1,6129 1,6316
279,11 28 46 74 1,6087 1,6429
279,11l 56 102 158 1,5490 1,8214
280, 56 88 144 1,6364 1,5714
280,11 24 36 60 1,6667 1,5000
280,111 77 113 190 1,6814 1,4675
281,11 40 69 109 1,5797 1,7250
281,11 46 60 106 1,7667 1,3043
282,1Il 15 18 33 1,8333 1,2000
282,1Il 39 63 102 1,6190 1,6154
283)| 53 67 120 1,7910 1,642
2831l 14 23 37 1,6087 1,6429
283,1Il 102 171 273 1,5965 1,6765
284 51 76 127 1,6711 1,4902
3091 58 97 155 1,5979 1,6724
3111 39 73 112 1,5342 1,8718
310, 49 84 133 1,5833 1,143
330, 58 9 150 1,6304 1,5862
330,lIl 68 103 171 1,6602 1,5147
332 93 136 229 1,6838 1,4624
332,11l 90 155 245 1,5806 1,7222
333 63 102 165 1,6176 1,6190
333,11 31 50 81 1,6200 1,6129
457 74 93 167 1,7957 1,2568
533 102 137 239 1,7445 1,3431
533,11 46 76 122 1,6053 1,6522
545)| 28 45 73 1,6222 1,6071
547a) 78 118 196 1,6610 1,5128

Rys. 6. Tlo$¢ taktow poszczegdlnych sonat wraz z obliczonym stosunkiem podziatu
(tabela autora).

Do lepszej oceny stopnia spojnosci ze ztota liczba zastosujmy wykres punk-
towy na poczatek dla zaleznoSci: Z. Na wykresie (Rys. 7) umieszona jest tzw.

linia trendu oraz wykres proporcjonalnosci prostej y = ¢x o wspotczynniku
V5+1
2
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H

Rys. 7. Tak zwana linia trendu oraz wykres proporcjonalnosci prostej y = @x

0 wspolezynniku ¢ = @ (wykres autora).

Jesli to ma by¢ ztoty podzial, to rowniez stosunek %b powinien by¢ w poblizu
ztotego podziatu. Widac to na ponizszym wykresie (Rys. 8):

(@) - Cab somata
g
=~
*
<
®

0 2 w0 &0 a0 10 10 140 0 1m0

Rys. 8. (wykres autora)
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Jak ten podzial zbliza si¢ do zlotej liczby wida¢ tez na ponizszym kotowym
i stupkowym wykresie — dla stosunku % Rys. 91 10, dla stosunku s Rys. 11112,

2 _oas—— 2
L6401 —

0351

Rys. 11. Srodek kota ilustruje ztota liczbe (grafika autora)
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Rys. 12. Najwyzsza kolumna ilustruje ztotg liczbe (grafika autora)

Jest to imponujgcy dowdd na to, ze Mozart dzielit sonate w poblizu zlotego
podzialu, i to z duzg doktadnoscig. Czy robit to Swiadomie, tego si¢ pewnie
nigdy nie dowiemy. Nawet jesli nie byt tego §wiadomy, to mial niesamowite
Lwewnetrzne wyczucie” ztotego podziatu. Oczywiste jest, ze sonaty skladajg-
cej si¢ np. z 200 taktow zaden kompozytor nie podzieli w stosunku 1:199,
2:198 czy nawet 20:180. Taki podziat nie zapewnialby odpowiedniej dtugosci
pierwszej czesci na wprowadzenie tematu sonaty. Z drugiej za$ strony, aby
zapewni¢ wprowadzenie tematu, nie musimy dzieli¢ sonaty w ztotych propor-
cjach. Mozart jednak to robit. I to wlasnie chyba jest ,,to cos” w jego muzyce.

Kolejnym matematycznym elementem w muzyce Mozarta jest symetria
z translacja. Mozna zauwazy¢, ze melodia ,,idzie” raz w gore, a raz w dol,
potem za$ powtarza si¢ to kilkakrotnie. To tak jakby$Smy mieli jaki§ wzor
i idac wedlug niego zauwazamy ich symetrie i powtarzalnos¢. Doktadnie
chodzi o to, ze glowny temat powtarza si¢, ale Mozart w kazdym powto-
rzeniu zmienia wysokos$¢ nuty lub kilku nut. W muzyce nazywa si¢ to trans-
pozycja, a w matematyce translacjg. Tak wigc, taczac symetrie, okresowosé
oraz translacj¢, mozna by w pewien sposob opisa¢ utwor muzyczny. Lubimy
pewna przewidywalno$¢ w muzyce, ale tez chcemy by¢ trochg zaskakiwani.
Zbytnia powtarzalno$¢ staje si¢ nudna, ciagle za§ zaskakiwanie zbyt meczace.
Mozart robit to z doskonatym wyczuciem. Stuchajac jego muzyki, w pewnym
sensie jesteSmy przygotowani na kolejny temat, ale wiemy, Ze nas czyms$ no-
wym zaskoczy. Wspomniana wczes$niej symetria by¢ moze zwigzana jest z ob-
serwacji kuli bilardowej, ktorg Mozart czesto puszczat po stole bilardowym
i obserwowal, jak odbija si¢ od brzegow stotu. Jesli spojrzeé¢ na to matema-
tycznie, mozemy nawet porownac to do przeksztatcen typu |[f(x)| lub f(|x]).
Symetrie doskonale stychaé¢ w Symfonii No 407,

28 Tomasz GREBSKI. M jak Mozart i M jak Matematyka. ,Matematyka” 2014 nr 11 s. 2-9.
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Bardzo interesujgca jest tez tzw. Musical Dice Game Minuet, czyli Mu-
zyczna gra w kosci. W 1787 r. Mozart napisat 16-taktowego menueta oraz
instrukcje, jak nalezy go gra¢. Menuet sktadat si¢ z dwunastu czg¢$ci. Naj-
pierw grano pierwszg cz¢sé, nastepnie wybierano jedng z jedenastu pozosta-
lych czesci. Wybierano ja w specyficzny sposob: rzucano dwiema kostkami
do gry i sumowano wynik wyrzuconych oczek. Suma oznaczala numer czg-
sci, ktéorg nalezalo zagraé. Mozart tak skomponowat to dzielo, ze kazda
czes$¢, niezaleznie od jej kolejnosci, pasowata do nastgpnej. W bardziej roz-
budowanej grze muzycznej mozna bylo nawet zmienia¢ kolejnosci taktow
w poszczegolnych czesciach. Dawato to tryliony mozliwosci. Mozart uwiel-
bial takie zabawy z muzyka, a przy okazji mozna stwierdzi¢, ze i z matema-
tyka. Liczba mozliwo$ci zagrania utworu to przeciez kombinatoryka, a szan-
sa zagrania danej czes$ci, to rachunek prawdopodobienstwa. Wiemy, ze Mo-
zart robil notatki z rachunku prawdopodobienstwa na marginesach swych
kompozycji.

Mysle, ze Mozart na pewno lubit liczby i matematyke. Kto wie, gdyby
zajat si¢ matematyka, czy i w tej dziedzinie nie zostalby geniuszem, majac
tak niesamowite wyczucie?

FAKT 5: LUDWIG VAN BEETHOVEN (KLASYCYZM)

W epoce klasycyzmu mamy jeszcze jednego geniusza, ktorym byt Ludwig
van Beethoven (1770-1827). Kompozytor i pianista niemiecki, ostatni z tzw.
klasykow wiedenskich i jednoczesnie prekursor romantyzmu w muzyce, uzna-
wany za jednego z najwiekszych tworcow muzycznych wszechczasow. Wie-
my, ze Beethovena spotkato chyba najwigksze nieszczes$cie jako muzyka,
poniewaz od okoto 25 roku zycia zaczat traci¢ stuch, ale mimo to nie poddat
si¢ 1 nie zaprzestal tworzenia swoich dziel, nawet w okresie catkowitej gtu-
choty. Wro6¢my jednak do tematu matematyki w muzyce. Wiemy na pewno, ze
Beethoven nigdy nie studiowat matematyki wyzszej, a mimo to w jego muzy-
ce jest wiele matematycznego mys$lenia, i to na bardzo wysokim poziomie.
Chodzi o teori¢ grup, ktérg mozemy znalezé w algebrze®. Grupa to pewien
zbior (nazwijmy go G), ktory ma nastepujace cechy:

e posiada jakie$ elementy (a,b,c,..),i w ktorym okreslone jest pewne
dziatanie (oznaczmy je przez *), a wynik tego dziatania nalezy do grupy;

* A. BROZEK. Symetria w muzyce s. 20
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e w grupie istnieje element neutralny n, taki, ze a * n = a;

e dla kazdego elementu a € G istnieje do niego element odwrotny: a™1,
taki ze a x a~ ! = n;

e dzialanie okreslone w grupie jest taczne.

Aby tatwiej bylo to zrozumie¢, podam przyktad takiej grupy: liczby cat-
kowite z dziataniem dodawania. Sprawdzmy czy ma cechy grupy:

wynik dodawania nalezy tez do liczb catkowitych;
elementem neutralnym jest liczba 0, bo a + 0 = a;
elementem odwrotnym jest - a, bo a + (—a) = 0;
dodawanie jest oczywiscie tgczne.

Za pomocg teorii grup mozna opisa¢ elementy V Symfonii Beethovena
(tzw. Symfonii Przeznaczenia). ,,Beethoven uzyt w niej tego, co krystalografo-
wie nazywajg przestrzenng grupg transformacji symetrycznych. Na takim juz
poziomie abstrakcji krystaliczny diament i Pigta Symfonia Beethovena to
jedno i to samo™’. Operacje grupy przestrzennej zwiazane z krystalografia
to translacja, rotacja, odbicie lustrzane, inwersja i operacja jednostkowa.
Beethoven intuicyjnie wyczuwal grupy i symetri¢ przestrzenna, ale oczy-
wiscie ich tak matematycznie nie nazywal. Jego grupa to przestrzen posia-
dajaca trzy wymiary: wysokos¢, czas i gto§nos¢.

Teraz konkrety: od razu na poczatku V Symfonii przedstawia nam element
grupy, ktory sktada si¢ z trzech identycznych nut oraz czwartej nuty — nie-
spodzianki. Oznaczmy ten element jako XXXY. Element ten przedstawia nam
kilka razy z delikatnymi przerwami, aby$my mogli dobrze go rozpoznac. Na-
stepnie przeprowadza operacj¢ translacji, tzn. kazda nuta zostaje przenie-
siona na inng wysokos$¢ i powstaje nam kolejny element grupy. W nast¢pu-
jacych taktach stosuje operator rotacji (czyli obrot o 180°), a potem operator
lustrzany (chodzi tu o wcze$niej opisywany rak, tylko zapisany we wlasci-
wym kierunku grania). W $srodku pierwszej czesci wprowadza co$§ w rodzaju
operatora tozsamos$ciowego (element neutralny). Na tym nie koniec — z tych
elementow tworzy potem grupg o bardziej skomplikowanej budowie, miano-
wicie element tej grupy sklada si¢ z czterech elementdw wcezes$niejszej grupy
(trzy takie same i jeden inny, czyli mamy 16 nut). Taka struktura przypo-
mina tez tzw. fraktal.

3 Chuan C. CHANG. Fundamentals of Piano Practice. [Charleston, SC]: Booksurge 2009
s. 209
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LUupwic vaN BEETHOVEN (1770-1827)
Or. 67 (1509)
Piano Solo
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Rys. 13. Fragment V Symfonii Beethovena z wyszczegolnionymi fragmentami
opisanych w tekscie przeksztatcen w grupie (grafika autora).

W innych swoich kompozycjach rowniez stosowal opisang teori¢, a to
stanowi dodatkowy dowod na to, ze musiat w jaki$§ sposéb intuicyjnie czué
teorig grup i $wiadomie rozréznia¢ rozne przestrzenie. Czy Beethoven $wia-
domie uzywat tego mechanizmu i nikomu si¢ tym nie pochwalit — tego si¢
juz pewnie nie dowiemy, ale jedno jest pewne: miat umyst geniusza, skoro
takie ztozone obiekty widziat i styszal’'.

FAKT 6: DODEKAFONIA (XX WIEK)
Lata dwudzieste XX wieku to wazny moment w muzyce powaznej, po-
niewaz wowczas przestaje tu dominowaé¢ zasada harmonii, a kompozytorzy

odchodza od systemu tonalnego i regut faworyzujacych konsonans. Wtedy

3 Tomasz GREBSKI. Muzyka sfer. ,\Wiedza i Zycie” 2014 nr 9 s. 58
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tez w Austrii i Niemczech rozwija si¢ tzw. dodekafonia, czyli muzyka dwu-
nastotonowa, ktora — mozna powiedzie¢ — ma dwa gtdwne zatozenia:

1. Odrzuca tonalnos¢ i traktuje wszystkie dzwieki skali chromatycznej
jako calkowicie autonomiczne elementy. W konsekwencji nie ma juz
tzw. mocnych punktéow, czyli dominant. Mozna powiedzie¢, ze kazdy
dzwigk jest ,,rownouprawniony’;

2. Zaden dzwick nie powinien by¢ powtorzony, dopdki nie zostang uzyte
wszystkie dzwieki skali.

Najbardziej znanymi kompozytorami, ktérzy stworzyli i postugiwali si¢
tg technika kompozytorska, byli Arnold Schonberg (1874-1951), Anton
Webern (1883-1945) i Alban Berg (1885-1935).

Schonberg nazywal dzwicki matematycznie — byty to ciagi, szeregi lub
serie. Ciagi te przeksztalcat na kilka sposobow, nawigzujac jednocze$nie do
wyksztatconych w polifonii $redniowiecza symetrii: inwersja, rak i inwersja
raka. W muzycznej skali wspdlczesnej mamy 12 dzwiekdéw, czyli 11 inter-
walow migdzy nimi. Stosujac zasade dodekafonii, mozemy obliczy¢ wszy-
stkie mozliwo$ci utworzenia takich szeregow. Do obliczenia uzyjemy per-
mutacji, czyli otrzymujemy: 11! = 39916800 mozliwosci. Do tego dochodzi
transpozycja, rak oraz inwersja. Daje to ogrom mozliwo$ci przy kompono-
waniu. Sposob zapisu tych kompozycji byl rowniez inny niz tradycyjnej
notacji muzycznej. Oto przykladowy zapis Schonberga przedstawiajacy
zasady przy dodekafonii:

Rys.14. Przyktadowy zapis A. Schonberga™.

32 Maciej GOLAB. Dodekafonia. Studia nad teorig i kompozycjq pierwszej polowy XX wieku.
Bydgoszcz: Pomorze 1987 s. 92.
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Mozna to réwniez przedstawi¢ w stylu kwadratéw magicznych, np. uzy-
wajac oznaczen: P — temat podstawowy, [ — inwersja, R — rak, RI — rak in-
wersji, mozna stworzy¢ nastepujace kwadraty, ktore moga stuzy¢ jako wzor
czy automat przy komponowaniu (Rys. 15)*:

P I R RI

o
=
=
g
=
=

R RI P I | R 1 P RI|RI I R
RI R 1 P|I R RI P|I RI R P
I P RI R|RI P I R|R P I RI
P I R R|P RI I R|P R I RI
RI R P I I R P RI| I RI R
R RI 1 P|R I RI P |RI I R

I P R RI|RT P R I | R P RI I

Rys. 15. Ilustracja kombinacji tematu muzycznego (grafika autora).

Skad wziety si¢ pomysty na taki sposob zapisu? Po prostu dla muzyki
dodekafonicznej tradycyjna notacja muzyczna oparta na pigciolinii i znakach
chromatycznych stala si¢ niewystarczajgca. Z czasem zacze¢to stosowaé zapis
muzyczny oparty na liczbach, co spowodowato prawie caltkowite zepchnigcie
tradycyjnej estetyki muzycznej na drugi plan.

FAKT 7: IANNIS XENAKIS (XX WIEK)

Kolejny dowod na relacje, a nawet, w tym przypadku, powigzanie mate-
matyki z muzyka to tworczo$¢ greckiego kompozytora lannisa Xenakisa
(1922-2001). Urodzit si¢ w Rumunii. Byl synem greckiego biznesmena.
Skonczyt politechnike, a po studiach zostal wcielony do wojska, zdezerte-
rowal i musial wyemigrowa¢ — wybrat Francje. Tam od 1959 r. pracowat
jako inzynier, architekt i projektant w pracowni Le Corbusiera. P6zniej jed-
nak catkowicie poswigcit si¢ tworczosci kompozytorskiej. W jego przypadku
powigzanie muzyki z matematykg stato si¢ przedmiotem artystycznych do-
ciekan. Xenakis stwierdzil, ze ,kazda muzyke mozna w koncu roztozy¢ na
szereg operacji i uktadéw o charakterze czysto logicznym. Dzwicki lub

33 Elzbieta STROZECKA. Miedzy matematykq, muzykq i filozofig. Teksty Konferencji MathPAD,
Torun, UMK, 2012. https://mathcas.files.wordpress.com/2012/09/al 1-strozecka muzykal.pdf
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struktury dzwigkowe nalezy traktowac jako znaki, jako dzwickowe symbole,
stanowigce swoiste elementy obszernego zbioru, w ktorym i do ktérego sto-
sowaé mozna teori¢ zbiorow, rozmaite systemy logiczne i algebraiczne” .
W swych utworach wykorzystywal m.in. rachunek prawdopodobienstwa
(utwor Pithoprakta), teorig grup (utwor Nomos Alpha), teoria gier (utwor
Pojedynek), teorie zbioréw (utwor Herm)®’. Nigdy nie zapisywal swych
utwordow notacja muzyczna, nigdy nie pisat ich przy fortepianie. Jego narze-
dziem pracy byla deska kreslarska i kalka techniczna. Przy zapisie postu-
giwat si¢ figurami i brytami, do ktorych przykladat wielka wage. Oto przy-
ktady zapisu jego kompozycji.
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Fig. 1-2. String Glissandi. Bars 309-14 of Metastasis

Rys. 16. Przyklad zapisu kompozycji I. Xenakisa®®.

Gdyby kto§ nas zapytal, co moze przedstawia¢ ten rysunek, jestem pe-
wien, ze raczej nikt nie powie, ze to utwor muzyczny. Wiele utwordéw za-
pisywat w formie tabel, np.:

3 lannis XENAKIS. Debussy a sformalizowanie muzyki. ,Ruch Muzyczny” 1962 nr 16 s. 7.
3 James HARLEY. lannis Xenakis: Racjonalny mistyk, architekt dzwieku. ,Muzyka” 43:1998

nr 4 s. 17-34.
38 Jannis XENAKIS. Formalized Music. Stuyvesant, NY: Pendragon 1992 s. 3.
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Rys.17. Przykladowa analiza III wiersza utworu Achorripsis
przedstawiajacego glissando. Jedna z cech glissando jest predkosé™’.

Rozktad wartos$ci predkosci jest zgodny z rozkladem Gaussa:
2 =
——— 54z
f) =L
Prawdopodobienstwo, ze warto$¢ predkosci bedzie migdzy v, a v

P(2) = 0(2;) — 0(A1)
dzie 0() = = [* e~ dA
g 7=Jo
Prawdopodobienstwo, ze i-ty segment bedzie miat dtugo$é x: P, = Se~%*dx

A jak brzmi jego matematyczna muzyka? Zachecam do postuchania. Po
tym krotkim wprowadzeniu bedzie mozna trochg lepiej zrozumieé jego
muzyke, dlaczego jest wlasnie taka, a nie inna. A czy jest przyjemna dla
ucha, czy nie? To juz pozostawiam Czytelnikowi.

FAKT 8: RUDRESH MAHANTHAPPA (XX WIEK)
Doskonatym przyktadem swiadomego wykorzystania elementow matematyki

w kompozycjach muzycznych jest rowniez tworczos¢ amerykanskiego muzyka
jazzowego hinduskiego pochodzenia Rudresha Mahanthappa (ur. 1971 r.).

3 Tamze s. 28-33.
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Recenzja jego ptyty z 2006 r. zatytutowanej Codebook ukazata si¢ nie
w czasopis$mie muzycznym, lecz w naukowym miesigczniku ,,Science”,
poniewaz utwory na plycie sg inspirowane matematyka i powstaty z wyko-
rzystaniem regut matematycznych. Znajdziemy tu utwory majace strukture
opartg na ciggu Fibonacciego, w innych utworach wykorzystat pewna wtas-
nos$¢ liczby 142857. Liczba ta pomnozona przez 2, 3, 4, 5 lub 6 daje wynik
bedacy permutacjg jej cyfr (np. 142857-2 = 285714, 142857-3 = 428571 itd).
W utworze Play It Again Sam, zadedykowanym Samuelowi Morse’owi, per-
kusista (Dan Weiss) na poczatku utworu wystukuje swoje imi¢ alfabetem
Morse’a, kropki gra krotkimi, kreski za$ dtugimi dzwiekami’®.

FAKT 9: TOOL (XX WIEK)

Ciag Fibonacciego zostat tez §wiadomie wykorzystany w utworze Late-
ralus amerykanskiej grupy TOOL (zatozonej w 1990 r.), wykonujacej mu-
zyke z pogranicza rocka i metalu progresywnego.

Oto fragment tekstu:

Black then white are all I see in my infancy.
Red and yellow then came to be,

reaching out to me, lets me see.

As below so above and beyond I imagine,
drawn beyond the lines of reason.

Push the envelope. Watch it bend™.

Wokalista, $piewajac ten tekst, dzieli go na pewne cz¢sci i sylaby, ktore
uktadaja si¢ w ciagg Fibonacciego. Liczby w nawiasach to kolejne wyrazy
ciggu Fibonacciego:

(1) Black

(1) Then

(2) White are

(3 All I see

(5) In my infancy

(8) Red and yellow then came to be
(5) Reaching out to me

38 John BOHANNON. Riffs on Numerical Themes. ,Science” 315:2007 Issue 26 (January 2007)
s. 462-463.
3 http://www.azlyrics.com/lyrics/tool/lateralus.html (dostep: 16.12.2015).
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(3) Lets me see

(2) There is

(1) So

(1) Much

(2) More that

(3) Beckons me

(5) To look through to these

(8) Infinite possibilities

(13) As below so above and beyond I imagine
(8) Drawn outside the lines of reason
(5) Push the envelope

(3) Watch it bend

Ponadto wokal zaczyna si¢ po 1 minucie i 37 sekundach, czyli po ok. 1.61
czesci minuty, co — jak wiadomo — jest przyblizeniem zlotej liczby. W re-
frenie jest tez nawigzanie do spirali Fibonacciego.

FAKT 10: MATEMATYCY-MUZYCY

Na koniec podam kilka przyktadow osob, ktore doskonale potaczyty i po-
godzity nauki $ciste z muzyka. Poprzez to chce pokazaé, ze cztowiek nauki
moze tez picknie gra¢ czy $piewac i by¢ doskonalym artysta.

Jako pierwszy na mys$l przychodzi mi Albert Einstein (1879-1955). To
przeciez z jednej strony geniusz w dziedzinie fizyki, ktory odkryt teorie
wzgledno$ci, a z drugiej strony pasjonat gry na skrzypcach. Jego matka,
wyksztatcona pianistka, zorganizowata mu lekcje gry na skrzypcach. Wie-
my, ze razem z nig, akompaniujacg na fortepianie, tworzyt doskonaty duet.
Einsteina najbardziej fascynowala muzyka Mozarta, o ktorej powiedzial:
»Muzyka Mozarta jest tak czysta i pigckna, ze widz¢ w niej odbicie we-
wnetrznego pickna samego wszech§wiata”®. Muzyka nie byta dla Einsteina
zwykta rozrywka, wregcz przeciwnie — pomagata mu mysleé. ,,Zawsze kiedy
czul, ze zabrnat w $lepa uliczke albo napotkat na swej drodze jakie$ trudne
wyzwanie, szukal wyjscia w muzyce i ostatecznie pokonywat trudnosci” —
opowiadal syn uczonego, Hans Albert*. Jeden z przyjaciol Einsteina po-
wiedziat zas: ,,Czesto do poézna w nocy gral na skrzypcach w kuchni, impro-

0 Walter ISAACSON. Einstein His Life and Universe. New York: Simon & Schuster 2007. Prze-
ktad pol.: Einstein. Jego zycie, jego wrzechswiat. Przel. Jarostaw Skowronski. Warszawa: WAB
2014 (ebook).

! Tamze.
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wizujac jakie$§ melodie i jednocze$nie rozwazajac skomplikowane zagad-
nienia nagle przerywat gre i wykrzykiwal: Mam to!”*. Nasuwa si¢ zatem
pytanie, czy u Einsteina mozna zauwazy¢ wspomniany wczesniej ,,efekt
Mozarta”. Einstein byt przeciez zafascynowany jego muzyka. Powiedzial
nawet, ze ,,Beethoven musiat tworzy¢ swoja muzyke, a muzyka Mozarta byta
tak doskonata, tak czysta i od zawsze w kosmosie czekata na odkrycie przez
mistrza, ktory nie tylko ja odkryl, ale pokazat jej piekno i doskonato$é”®.
Matematykiem z wyksztalcenia, ktory okazal si¢ §wietnym muzykiem,
jest Arthur Garfunkel (ur. 1941 r.), wokalista amerykanskiego duetu Simon
& Garfunkel. Jest on absolwentem Columbia University.
Wybitny polski kompozytor i dyrygent Witold Lutostawski (1913-1994)
w 1931 r. podjat studia matematyczne na Uniwersytecie Warszawskim. Po
roku jednak musial je przerwaé¢ z powodu nadmiaru zajg¢ muzycznych.
Dobrze znanym na $wiecie matematykiem-muzykiem jest amerykanski
topolog Thomas Andrew Lehrer (ur. 1928), absolwent matematyki na Uni-
wersytecie Harvarda, wykladowca Harvardu i Massachusetts Institute of
Technology (MIT), autor tekstow, pianista, wykonawca piosenek i satyryk.
Réwniez 1 wérod mlodych ludzi mamy przyktad taczenia pasji matema-
tycznej 1 muzycznej. Przyktadem jest Piotr Pawlak z Gdanska, ktory od kilku
lat figuruje na listach laureatow tak ogolnopolskich, jak i miedzynarodo-
wych olimpiad matematycznych. W XVII Migdzynarodowym Konkursie
Chopinowskim Piotr byt w grupie 160 uczestnikéw, ktérzy przeszli wiele
eliminacji wstgpnych, aby uczestniczy¢ w konkursie. Na pytanie, czy zdol-
no$ci matematyczne i muzyczne sg ze sobg powiazane, odpowiada: ,,Coz...
na pewno jaki§ zwigzek istnieje. W moim przypadku jest on raczej jedno-
stronny — wydaje mi si¢, Ze to raczej matematyka pomaga mi w muzyce niz
odwrotnie. Od pewnego czasu uczgszczam na zaj¢cia z kompozycji 1 kiedy
mam na przyktad stworzy¢ jakie§ ksztaltowanie lub roztozy¢ kulminacje,
moje analityczne zdolno$ci wydaja si¢ to ulatwiaé. Nie jest to oczywiscie
zaawansowana matematyka, jednak pewne uporzadkowanie mysli przy roz-
wazaniu dostepnych mozliwos$ci jest bardzo pomocne. Dotyczy to réwniez
kwestii wykonywania utworéw — niektorzy pianisci zdaja si¢ wowczas jedy-
nie na swojg intuicje, ja natomiast wole najpierw na spokojnie sobie rzecz
przemysle¢ i rozsadnie porozktadaé akcenty w catym utworze”*

) .
Tamze.

* Walter ISAACSON. Great Innovators. New York: Simon & Schuster 2011 (e-book).

4 Kwadrat. Gazetka Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistow™ 2015 nr 15 s. 3-4.
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ZAKONCZENIE

Przedstawione przyktady potwierdzaja, ze istnieja relacje migdzy mate-
matyka i muzyka. Teza zatem, ktorg postawitem na poczatku, jest jak naj-
bardziej stuszna. I nie chodzi tu o jakies liczenie czy same liczby, ale przede
wszystkim o my§$lenie, o przestrzenne spostrzeganie pewnych zlozonych
struktur. Przeciez w tworczym umysle matematyka czy muzyka powstaja
bardzo ztozone struktury, majace wiele wymiarow. Struktury te sg czasem
tak pickne, ze sami nawet nie wiemy dlaczego, a zarazem majg bardzo
skomplikowang budowe¢ i nie dla wszystkich sg zrozumiate. Wiele 0sob
powie pewnie, ze to dwie zupetnie rézne dziedziny kultury, jak si¢ jednak
okazuje, wiele je taczy. Na podstawie przytoczonych przyktadéow widzimy,
ze myslenie matematyczne pomaga w tworzeniu muzyki, jak rowniez mu-
zyka pomaga w myS$leniu matematycznym. Mozemy zatem mowic¢ o rela-
cjach migdzy tymi dziedzinami. Pozwala to na lepsze ich poznanie, a takze
zachgca do dalszych badan w tym kierunku.

Na podstawie wlasnego doswiadczenia matematycznego i muzycznego
moge rowniez stwierdzi¢, ze mozna je doskonale potaczy¢é. Matematyczne
my$lenie pomaga w organizacji dzwickoéw, w zaplanowaniu utworu podczas
komponowania czy w widzeniu catego utworu w czasie. W matematyce jest
przeciez bardzo podobnie: np. opracowanie strategii przy rozwigzywaniu
zadan, dopasowanie wlasciwych twierdzen itp. W tych dwodch dziedzinach
nie da si¢ oszukac: jesli zrobimy blad w matematyce, to zaraz to widac, jesli
w muzyce — stychacé.
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O RELACJACH MIEDZY MATEMATYKA I MUZYKA
Streszczenie

Czy muzyka i matematyka maja co$ ze soba wspdlnego? W artykule autor zajmuje si¢ dwoma
przejawami kultury nalezacymi do dwoch jej dziedzin — nauki i sztuki. Nauka, ktorg si¢ zajmuje,
jest matematyka, a sztukag — muzyka. Muzyka byla, jest i zapewne bedzie przedmiotem wielu badan
i poszukiwan jej zwiazkéw czy relacji z innymi dziedzinami. Celem tego artykutu jest przyjrzenie
si¢ tym dwom dziedzinom pod katem matematycznych relacji i podobienstw, ktére mozna znalezé
w muzyce, oraz udowodnienie tezy, ze relacje mi¢dzy matematyka i muzyka istnieja. Podczas
analizy tych dwodch dziedzin przytoczanych jest kilka faktow, ktore pozwalaja udowodni¢ t¢ teze.
Analizowane sg kompozycje muzyczne pod katem swiadomego stosowania w nich zalezno$ci mate-
matycznych, jak réwniez utwory, w ktorych mozna zauwazy¢ struktury matematyczne u kom-
pozytorow, ktérzy matematykami nie byli.

Obydwie dziedziny to formy sztuki posiadajace wiasny alfabet, a raczej wlasny jezyk symboli.
Studia matematyczne ucza wypowiadania si¢ na bardzo abstrakcyjne zagadnienia matematyczne
w sposob $cisty i uporzadkowany. Muzyka za$ jest najbardziej abstrakcyjna i uporzadkowang forma
sztuki. Tak wiec jak matematyke nazywamy ,,krolowa nauk”, tak muzyke mozna by nazwac ,kro-
lowg sztuki”. Badajac zatem relacje migdzy tymi dwoma przejawami kultury, lepiej zrozumiemy
i poznamy kazdy z nich.

Stowa kluczowe: analiza; dodekafonia; formalizm; matematyka; muzyka; nauka; relacje; sztuka.

THE RELATIONSHIP BETWEEN MATHEMATICS AND MUSIC
Summary

Has music got something in common with mathematics? In this article the author deals with two
expressions of culture belonging to its two disciplines: science and art. Mathematics belong to
science, music to art. Music has always been and it will be the subject of profound research and
exploration of its relationships with other domains. The aim of this article is to look at these two
areas in the terms of mathematical relationships and similarities that can be found in music and to
prove the thesis that the relationship between mathematics and music exist. While analyzing these
two areas some facts are quoted that allow to prove this thesis. The author analyzes music com-
positions for deliberate use in their mathematical relationships, as well as songs in which mathe-
matical structures can be seen in the works of composers who were not mathematicians.

Both areas are art forms that have their own alphabet or rather their own language of symbols.
Mathematical studies teach to talk on extremely abstract mathematical problems in a strict and orderly
way. Music is the most abstract and an ordered art form. And while mathematics is called “the queen
of science,” so music could be called “the queen of art.” Thus, examining the relationship between
these two manifestations of the culture we can understand and know each of them better.

Key words: analysis; art; dodecaphony; formalism; mathematics; music; relationships; science.



