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Martin Davis. Applied nonstandard analysis. Ed. J. Yiley
and Sons. New York-London-Sydney-Toronto 1977

1. Zacznijmy od prostych dwoch przyk}adéw:2
Przyktad 1 - Obliczenia pochodnej funkcji y = x
Pochodna jest rowna stosunkowi nieskonczenie maltego przyros-
tu funkcji /dy/ do nieskonczenie matego przyrostu argumentu
/dx/. W naszym przypadku dy = /x + dx/2 - x2 = 2xdx + /dx/2,
gdzie dx jest nieskonczenie malg liczba. Dalej

= m/-m 42 — = 2x + dx, a poniewaz dx 0, dx mozemy

pomingd 1 szukana pochodna jest rowna 2x. Oczywiscie wynik
ten jest poprawny. Trudno nie zauwazy¢ jednak calej magicz-
nosci obliczenia.

Przykkad 2 - Dowdd jednostajnej ciaglosci funkcji cigglej na
odcinku. Ciggtos¢ funkcji f w punkcie X Joznacza, ze dla dowol-
nego nieskonczenie bliskiego x punktu x wartos¢ f/x / jest
nieskoniczenie bliska wartosci f/x/; inaczej dla kazdego x za-
chodzi x* » x =p f/x*/ f/x/, gdzie zapis « oznacza nieskon-
czong bliskos¢ liczb. Poniewaz z zatozenia funkcja f jest cig-
gka w kazdym punkcie x, implikacja jest speiniona dla wszyst-
kich x 1 x”. W ten sposdb otrzymujemy, ze nieskonczona blis-
kos¢ dowolnych dwoch argumentéw pocigga za sobg nieskonczong
bliskos¢ wartosci funkcji, a to oznacza jednostajnag cigglosc,
logika tego dowodu na pierwszy rzut oka jest sprzeczna z na-
szym zdrowym rozsadkiem: pozostaje niezrozumiate dlaczego ro-
zumowania powyzszego nie mozna zastosowac¢ do przedziatu, dla
ktorego jak wiadomo twierdzenie o jednostajnej ciagtosci jest
Tatszywe.

Analiza niestandardowa /albo teoria niestandardowych mo-
deli analizy/ jest dziatem logiki matematycznej, ktdra pozwala
spojrze¢ w nowym Swietle na problemy klasykéw analizy matema-
tycznej, niescistosci w ich rozumowaniach, ktére tym niemniej
prowadzidy ich do poprawnych wynikéw. Okazuje sie mozliwe
wprowadzenie pewnych uscislen i stang sie one zadowalajace
z punktu widzenia dzisiejszych kryteriéw Scistosci. Postaramy
sie to pokaza¢ eksploatujac przyktady 1 i 2 z ksigzki Il. De-
visa.
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2. Zasadniczym momentem niestandardowych modeli analizy
jest traktowanie nieskonczenie matych niejako wielkosci zmien-
nych /tj. tak jak ucza nas tego wspokczesne podreczniki/, ale
jako wielkosci stakych. Podkresimy tutaj, ze whasnie takie
podejscie do analizy bylo wkasciwe jej wczesnej historii,

a reprezentowane wtedy zaréwno przez Leibniza jak i Newtona.
Akceptowat je Euller,a dopiero z chwilg pojawienia sie metod
Cauchye*go ulegto dezaktualizacji. Niestandardowa analiza

jest wiec niczym innym jak reaktywowaniem tych starych idei.
Podejscie klasykéw analizy bydo réwniez blizsze naszych in-
tuicji. Zwiekszenie Scistosci i pojscie analizy drogg Cauchye’g<
zostato okupione utratg intuicyjnosci. Zeby sie przekonaé¢ o tym,
ze ciggle myslimy o nieskonczenie makych nie jak o wielkos-
ciach, ale jak o pewnych skohczonych, wystarczy otworzy¢ do-
wolny podrecznik z fizyki. Spotka¢ tam mozna nieskoriczenie

mate przyrosty, nieskonczenie mate obiekty itp. Fizyk ustala-
jac prawo potowicznego rozpadu powie: zaldzmy, ze w nieskon-
czenie malym czasie 4k ilosSC materii radioaktywnej zmalaka

o nieskoniczenie matg wielkos¢ AN a matematyk, element diugo-
Sci ds zinterpretuje nie inaczej jak nieskonczenie maty ele-
ment ddugosci .

Naszej intuicji jest wiec blizsze traktowanie nieskon-
czenie makych jako pewnych statych wielkosci. Analiza nie-
standardowa jest u trawiedliwieniem poprawnosci naszych in-
tuicji.

3. Analiza standardowa jest stylizacjg idei Leibniza
we wspokczesnym jezyku. ldac za rozwazaniem autora ksigzki
sprobujmy te rekonstrukcje przedstawi¢ zarysowo. Zakozmy,
ze obok liczb rzeczywistych istnieja jeszcze liczby nieskon-
czenie mate. Dodatnia nieskoniczenie mata liczba jest mniej-
sza od dowolnej liczby rzeczywistej. Powiekszamy wiec zbior
liczb rzeczywistych o nowe liczby, tzw. niestandardowe, wsrod
ktérych znajduja sie nieskonczenie makte. Chcielibysmy, aby ty-
mi nowymi elementami mozna byko operowa¢ tak jak operujemy
liczbami rzeczywistymi, tj. porownywaC¢ je z innymi oraz wy-
konywa¢ na nich operacje arytmetyczne. W takim razie pozo-
staje nam uzna¢, ze obok liczb nieskoniczenie maltych istnieja
rowniez nieskonczenie wielkie jako wyniki z dzielenia liczb
standardowych przez nieskoniczenie make. Chcielibysmy réowniez,

aby dla kazdej standardowej liczby a istniato otoczenie nie-
skoriczenie bliskich, a niestandardowych liczb o postaci a +J,
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gdzie 8 « O /w terminologii Leibniza takze otoczenie nazy-
wa sie monada liczby a/. JeSli t jest nieskonczenie malkg*
rézng od zera wtedy £/2,2£, £ sa réwniez nieskonczenie ma-
Hymi, przy czymE” jest nieskonczenie malg wyzszego rzedu

niz £ . Standardowe /rzeczywiste/ liczby wspdlnie z liczba-
mi niestandardowymi tworzag ciato uporzadkowane*R liczb hi-
perrzeczywistych. Hiperrzeczywista liczba a moze by6é skon-
czona /jesli /a/cc dla pewnego rzeczywistego c/ lub nieskon-
czona. Dla kazdej hiperrzeczywistej skonczonej liczby a ist-
nieje doktadnie jedna nieskonczenie bliska liczba rzeczywis-
ta a nazywana standardowg czescig liczby a i oznaczang przez
st/a/. Jesli a e R=4>st/a/ = a. W ten spos6b otrzymujemy
nastepujacy ciag wdozen: NCZCQCRC*R /H - zbidr liczb natu-
ralnych, Z - zbidér liczb catkowitych, Q - zbidér liczb wymier-
nych, R - zbidr liczb rzeczywistych/. Ciato hiperrzeczywistych
liczb * R posiada nowg wkasnos¢ tzw. niearchimedesowosci /pier-
Scien posiada wkasnos¢ archimedesowosci, jesli dla dowolnych
liczb a 1 b istnieje takie naturalne n, ze ma. > b/. Jesli
meRﬁ(L«O,u)MadWWMer1£Nmmynm<]qn£ !
1 ogélnie nob<b dla dowolnej rzeczywistej dodatniej liczby
b. Dlatego analize niestandardowg mozna by nazwa¢ analizg na
osi hiperrzeczywistej albo analizg niearchimedesowska.

4. PowrdCEmy teraz do naszych przykdadow.

Przyktad 1 spedni nasze wymagania Scistosci, jesli tylko do-
damy regute przejscia do standardowego punktu x: st /2x + dx/ =
= 2X, jesli pochodng liczymy w standardowym punkcie Xx. Hasze
watpliwosci odnosnie do rozumowania przeprowadzonego w punkcie
2 sprowadzaty sie do tego, ze bydo dla nas niezbyt jasne za-
tozenie zawartosci dziedziny funkcji. Sprobujmy zastosowac
rozumowanie z przyk#adu 2 do funkcji y =1 w przedziale /0,
1/. Jesli traktowaC przedziakt hiperrzeczywistej prostej”R
funkcja y =1 nie jest ciggla w dowolnym punkcie <¢»0, 00j~0
wiec nie dla kazdego x spedniony jest warunek: ;AdnsS— ~ —
/wystarczy wzigé X = Epﬁ Dok#adnie tak samo jak funkcja ycg X
nie bedzie ciggla w nieskonczenie wielkim punkcie x /przykiad
2 s. 138/. Mozna réwniez pokaza¢, ze wykorzystywana w tym
przyk#adzie niestandardowa definicja ciggtosci i jednostaj-
nej ciaghosci jest rownowazna ze standardowa /tw. 5,4 i 5,7
rozdziat 2/.

5. W odréznieniu od zbioréw N, Z, Q, R zbidr hiperrze-
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czywistych liczb *R nie jest jednoznaczny w tym sensie, ze
istnieje wiele uporzadkowanych ciat R posiadajgcych wyma-
gane wkasnosci oraz nie istnieje naturalny sposob wyréznie-
nia ktoregos z*R. Istnienia ciata*R dowodzi sie dwoma me-
todami. Pierwsza polega na zastosowaniu twierdzen logiki ma-
tematycznej. Twierdzenia te méwig o istnieniu pewnych struktur
posiadajacych okreslone wkasnosci. Druga z metod polega nato-
miast na ich konstrukcji. Liczby catkowite mozna traktowac¢ ja-
ko klase rownowaznych ciagéw fundamentalnych /Cauchye*go/
liczb wymiernych. Konstrukcja *R jest do pewnego stopnia ana-
logiczna.

6. Analiza niestandardowa ma swoja krétka historie sie-
gajaca lat szescédziesigtych. 1 jak to zwykle bywa w matematy-
ce doczekata sie juz opracowan ksigzkowych, jest tematem sym-
pozjow naukowych, a pewne problemy matematyczne znalazty
w niej rozwigzanie. Jej nauczanie na uniwersytetach wysubtel-
nia umysty studentédw na magie dowodéw analizy. Uczy to nas
jednego, jak dalece pozyteczne jest sieganie do starych idei
wielkich mistrzow.

Marek Szydfowski

Michat Heller, Teoretyczne podstawy kosmologii. War-
szawa 1988, ss. 195. PWM

Obserwowany obecnie dynamiczny rozwdj kosmologii przy-
rodniczej przejawia sie nie tylko w ilosci ukazujacych sie
publikacji, ale rowniez w stosowaniu do zagadnien kosmologi-
cznych coraz to nowych nieraz bardzo wyrafinowanych metod ma-
tematycznych. Prowadzi to czesto do zaslcajujacych rozwigzan
stawiajacych dotychczasowe ujecia kosmologiczne w nowym, nie
zawsze zrozumiakym do konca sSwietle.

Odczuwa sie wiec potrzebe pewnego usystematyzowania
problematyki kosmologicznej, spojrzenia na nig z perspektywy
jej podstawowych zasad i metod, co pozwolidoby zardéwno na
glebsze zrozumienie samej istoty kosmologii, jak i na uka-
zanie dalszych drég jej rozwoju.

Préba wyjscia naprzeciw tego rodzaju zapotrzebowaniom
jest omawiana tu ksigzka jednego z najwybitniejszych polskich
kosmologéw, autora wielu interesujacych prac z zakresu nie
tylko samej kosmologii, ale i1 jej historii oraz filozoficz-



