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PAWEL TURKOWSKI

ILE WYMIAROW MA WSZECHSWIAT?

Na poczatku IX w. holenderski matematyk Brouwer przed-
stawit dowdd topologicznej nierbwnowaznosci przestrzeni eukli-
desowych E ~g~dla n (i ® /1, 2/. Dowéd Brouwera potwierdza
nasza intuicje dotyczaca zasadniczej réznicy pomiedzy tymi
przestrzeniami i nadaje sens poszukiwaniom dobrej definicji
charakterystyki topologicznej zwanej wymiarem topologicznym.
Taka wtasciwie okreslona definicja powinna gwarantowac¢ row-
no$¢ wymiaru dwu figur homeomorficznych. Powyzszy postulat
udato sie zrealizowac¢, /3, 4/ a teoria wymiaru rozrosta sie
dzisiaj do roli samodzielnego dziatu matematyki, ktéry obej-
muje zakresem swych badan réznorodne klasy przestrzeni i po-
stuguje sie kilkoma, starannie dobranymi, definicjami wymia-
ru /wymiar dim, ind, Ind i inne/ /5, 6, 7/. W przypadku prze-
strzeni metrycznych definicje wymiaréw dim, ind i Ind sg réw-
nowazne.

Wciggu ostatnich siedemdziesieciu lat przestrzenie me-
tryczne zrobity ogromng kariere w kosmologii, stuzgc jako two-
rzywo do konstrukcji modeli Wszechswiata. Ciggtos¢ proceséw
zachodzacych w przyrodzie nasuwa hipoteze, iz przestrzen
Wszechswiata, jesli nawet nie jest niezmienna, moze by¢ mode-
lowana jako szereg ptynnie nastepujacych po sobie figur homeo-
morficznych. Zatem jej wymiar, jakikolwiek jest, powinien sta-
nowi¢ trwalg ceche przestrzeni. Wprzeciwienstwie do innych
bardziej subtelnych charakterystyk geometrycznych, cecha ta
jest lokalna - wymiar z zasady moze by¢ sprawdzony w ziemskim
laboratorium. Wszystkie tego rodzaju pomiary potwierdzaja
przestrzenng tréjwymiarowos¢ Wszechswiata. Dla przykiadu: ta-
two zauwazy¢, ze tréjwymiarowa Sruba obracana w czterowymia-
rowej przestrzeni nie zachowywataby swojej skretnosci. Pomia-
ry oparte na tak prostej zasadzie nie pozwalajg jednak sieg-
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naé¢ gtebiej niz na odtegtosSci rzedu rozmiaréw molekut: 10~9 m
Inne, mniej bezposrednie doswiadczenia, polegajace na inter-
pretacji wynikéw zdarzenn czastek elementarnych umozliwiajg
dzis dostep do odlegtosci siegajgcych 10_17m i takze nie wy-
kazuja zmian wiasnosci przestrzeni: operacyjnie zdefiniowany
wymiar przestrzeni fizycznej jest, w zakresie dostepnych eks-
perymentom odlegtos$ci, réwny trzy.

W 1921 r. Teodor Kaluza odkryt zadziwiajacg mozliwosé
wyprowadzania skomplikowanych praw teorii grawitacji Einstei-
na i elektromagnetyzmu Maxwella, obowigzujacych w przyrodzie
tréjwymiarowej, z prostej pojeciowo teorii, budowanej na prze-
strzeni o wiekszej liczbie wymiaréw. Rachunek Kaluzy mozna
traktowac¢ jako wybieg matematyczny, mozna tez nadawaé¢ dodatko-
wym wymiarom status realnosci, a ich nieobserwowalnos$¢ ttuma-
czy¢ naszymi niedostatecznymi mozliwosciami eksperymentalnymi.
Istniejg podstawy by przypuszczaé, ze w takim eksperymencie
trzeba siegng¢ do odlegtosci rzedu tzw. diugosci Plancka
/hG/2Trc"'V™ = 1«6 x 10-35 m. w tej sytuacji cennym spraw-
dzianem koncepcji realnych dodatkowych wymiaréw Wszechswiata
jest pomyst powigzania jej z kosmologig okreslany mianem kos-
mologicznej redukcji wymiarowej.

Przestrzen fizyczna Wszechswiata posiada nie tylko okre-
Slong strukture geometryczng, lecz co wiecej podlega ewoluciji,
zmieniajagc swoje rozmiary. Ewolucjg przestrzeni rzadza réwna-
nia dynamiczne wigzace jej cechy metryczne z materialng zawar-
toscig Swiata. Wedlug propozycji Chodosa i Detweilera /8/,
wczesny Wszechswiat byt wielowymiarowy, a réwnania einsteinow-
skie zmusity go do przyjecia postaci pozornie tréjwymiarowej.
Realizacja tego scenariusza wigzataby, by¢ moze, w jedng ca-
tos¢ bardzo odlegte zdarzenia, ktére zaszty w prehistorycznym
okresie Wszechs$wiata, niedostepnym w zadnej bezposSredniej
obserwacji, z wiasnosciami, ktére ujawnia dzisiaj.

Tréojwymiarowos$¢ i wysokag izotropie dzisiejszego $Swia-
ta Chodos i Detweiler w swej oryginalnej pracy uzyskali, wy-
bierajgc arbitralnie bardzo szczeg6lny /1 + 4/-wymiarowy model
kosmologiczny. Wyrazili przy tym nadzieje, ze wybo6r ten bedzie
mogt by¢ usprawiedliwiony dzieki dalszym badaniom. Po przeba-
daniu réznorodnych modeli kosmologicznych okazato sie, ze sam
efekt "znikania" pewnej liczby wymiaréw przestrzennych nie
jest czym$ wyjatkowym /9, 10, 11, 12/. Gdy odlegto$¢ pomiedzy
punktami, mierzona w pewnym kierunku, rosnie wraz z uptywem
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czasu, réwnania Einsteina zmuszajg przestrzen do kurczenia sie
wzdtuz innego kierunku. Proces ten mozna sobie wyobrazi¢ jako

rozcigganie doskonale elastycznej rurki, powodujace wzrost jej

dtugosci i jednocze$nie malenie Srednicy. Zmiany ksztattu prze-
strzeni zachowujg jej wymiar dopdki nie dojdzie do czego$ w ro-
dzaju sklejenia rurki w nitke o zerowej $rednicy. Przypuszcza

sie jednak, ze do takiego zupeinego skurczenia sie dodatkowych
wymiarow nie doszto, lecz ich rozmiary zostaty ustabilizowane

na matym poziomie.

Jesli zrédto samej redukcji liczby wymiaréw lezy gdzie$
w rownaniach Einsteina, to istniejg niewatpliwie uzaleznienia
jej efektow od: /a/ symetrii natozonych na przestrzen podlega-
jaca ewolucji, /b/ krzywizny podprzestrzeni tworzgcych catg
ewoluujaca przestrzen, /c/ rodzaju materii wypetniajgcej mo-
del. Oprocz samej mozliwosci pozornej zmiany liczby wymiaréw
przestrzeni, przez rozszczepienie jej na dwie podprzestrzenie
charakteryzujgce sie zupetnie réznymi skalami rozmiaréw, nie
mniej interesujgce sa odpowiedzi na pytania dotyczgce wilasno-
sci takiej asymetrycznej przestrzeni. Mozna sformutowaé naste-
pujace problemy. /A/ Czy model Friedmana moze by¢ w naturalny
sposOb realizowany przez wielowymiarowe réwnania Einsteina?
/B/ Jaki jest mechanizm stabilizujgcy rozmiary dodatkowych wy-
miaréw ma matym, lecz niezerowym poziomie? Przekonywajgce od-
powiedzi udzielone na pytania /A/ i /B/ zwiekszytyby poziom zau-
fania, ktorym obdarzana jest koncepcja wielowymiarowego Wszech-
Swiata. Omdwimy pokroétce kolejno punkty Za/-/c/, /A/ i /B/.

/a/ Brak jest wynikow dotyczgcych problemu ewolucji wie-
lowymiarowych przestrzeni niesymetrycznych. Przestrzenie syme-
tryczne charakteryzowane sag przez liczbe i wzajemne relacje po-
miedzy tzw. wektorami Killinga. Istniejg czesciowe klasyfika-
cje takich przestrzeni /13, 14/. Niezaleznie od zatozonej sy-
metrii przestrzeni istnieje wyrazna tendencja rozdzielania sie
przestrzeni w trakcie ewolucji na czes¢ ekspandujacag i kurcza-
cq sie /9, 10, 11, 12, 15/. Trudno jednak wyjasni¢ w ten spo-
sob liczbe dodatkowych wymiaréw.

/b/ W standardowym friedmanowskim modelu makroprzestrze-
ni o0 symetrii Robertsona-Walkera uzupetnionym dodatkowsg
przestrzenig SI o symetrii wielowymiarowej sfery istnieje wy-
razna zaleznos$¢ przebiegu ewolucji od zatozonej uprzednio Kkrzy-
wizny przestrzeni M . Efekt ten ilustruje nastepujacy diagram

/11/s
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k - oznacza statg krzywizny przestrzeni I\/? a, b' - oznaczaja
dwa dozwolone poczatkowe stany ewolucji Wszechswiata, a , b -
dwa dozwolone koncowe stany ewolucji, przy czym stan koncowy

b realizuje znikanie dodatkowej podprzestrzeni Sl i wzrost wy-
miaréw przestrzeni I/P; stan a realizuje tendencje odwrotna.
Strzatka wskazuje bieg ewolucji. Dla przypadku k = 0,1 ewolu-
oja konczaca sig stanem b jest tak samo mozliwa, jak ewolucja
w kierunku stanu a . Wprzypadku przestrzeni Robertsona-Walkera
o statej ujemnej krzywiznie /k = -1/ stan koncowy b jest wyro6z-
niony. Wynik ten nie zalezy od wymiaru dodatkowej przestrzeni
s* - ,

/c/ Wypeitnienie modelu materig modyfikuje réwnania ewolu-
cji zwiekszajgc liczbe mozliwych typow ewolucji. Dla przyktadu
efekt materii promienistej na ewolucje modelu oméwionego w punk-
cie /b/ ilustruje ponizszy diagram /12/:

Jak widao6, pojawia sie nowy, dodatkowy stan poczatkowy c i kon-
cowy ¢ , przy czym koricowy stan ewolucji b pozostaje nadal wy-
rézniony. wynik ten, podobnie jak w omawianym wyzej punkcie
/b/, nie zalezy od wymiaru sfery S®.

/A/ W prostych modelach oméwionyoh powyzej model Fried-
mana jest "wbudowany" w rozwazania od poczatku. Istnieje bar-
dzo niewiele wskazéwek co do mozliwosci wytonienia sie takie-
go modelu z innej przestrzeni, np. 0 mniejszej symetrii.
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Wszczegb6lnosci mechanizm izotropizacji takiej przestrzeni,
zwigzany z obecnoscig i kurczeniem sig dodatkowych wymiarow,
jest mato wydajny lub w ogéle nie istnieje /12/.

Uwzglednienie efektéw kwantowych pozwala uzyskiwac in-
teresujgce odpowiedzi na pytanie /B/. Ponadto wiadomo, ze kla-
syczne wyjasnienie problemu stabilizacji rozmiaréw takze jest
mozliwe /13/.

WsSwietle tego co powiedziano wyzej kosmologia elnstei-
nowska jest zgodna z koncepcja dodatkowych wymiaréw Wszech-
Swiata, jednak nie wyro6znia ich liczby. Z drugiej strony,
wspoéiczesne modele oddziatywan i czastek elementarnych prefe-
rujg pewne liczby wymiaréw przestrzennych Wszechs$wiata, np.

9, 10, 25 /16, 17/, trudno jednak dzisiaj wskaza¢, ktora

z tych propozycji jest najlepsza. Zatem we wspoéiczesnych bada-
niach kosmologicznych wymiar czesto traktowany jest jako pa-
rametr, ktorego wartos¢ zostanie ustalona w przysztosci. Wno-
delach prezentujacych bardzo wczesne, nieeinsteinowskie etapy
ewolucji kosmosu podejmowane sg takze proby odejscia od row-
nan Einsteina. Wszystkie te proby stawiajg sobie ambitny cel:
jednoznaczne odtworzenie historii samego poczatku Swiata.

WHAT IS THE DIMENSION OP THE UNIVERSE?

Summary

We discuss the concept of dimension in its mathematical
and cosmological bearings. According to Kaluza-Klein and super-
string theories the Universe is fully N-dimensional /with N> 3/
but all except three spatial dimensions are confined to sizes
close to the Planck length. As the energies necessary to probe
the extra spatial dimensions are not attainable in terrestrial
accelerators, it is natural to use the Big Bang to study the
effect of extra dimensions. The particular cosmology we pre-
sent here is the /Priedman-Robertson-Walker/ x /n-sphere/ uni-
verse. The cosmological evolution of such a world with n + 3
spatial dimensions can be studied using higher-dimensional
extensions of general relativity. It turns out that, within the
class of both vacuum and radiation filled models, the quali-
tative features of the universe do not depend on the specific
number of dimensions and, particulary, the cosmological dimen-
sional-reduction occurs, i.e., the universe passess from mul-
ti-dimensional phase to the Friedman-like one. However, at
present there is no theoretical explanation why just three
dimensions have expanded to a large size.
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