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Tradycyjnie ztozonoS$¢ ukladéw deterministycznych przypisywana byla
ztozonoSci samej natury tych uktadéw albo zewnegtrznym szumom, np.
w problemie N ciat wynikalaby z faktu, ze mamy duza liczbg ciat. Ostatnie
osiagnigcia teorii uktadow dynamicznych wydaja si¢ prowadzi¢ do zgota
odmiennego pogladu. Proste uktady deterministyczne moga wykazywac gra-
nicznie zlozone (chaotyczne lub turbulentne) zachowanie. Fakt ten spowodo-
wal olbrzymi wzrost zainteresowania problemami z dziedziny teorii uktadéw
dynamicznych i zaowocowal mnogoscia zastosowan w prawie kazdej dziedzi-
nie nauki, od kosmologii po ekologig.

Pokazemy, jak ewoluowato pojecie ztozonosci w dynamice. Materiat pracy
bedzie ilustrowany przyktadami z réznych dziedzin fizyki. Naszym zamiarem
jest nie tyle pedantyczne przedstawienie pojeé i twierdzein matematycznych,
ile wzbudzenie intuicji i pokazanie mozliwych zastosowar.

Bedziemy si¢ interesowal jedynie zlozonoScia w czasowej ewolucji ukla-
déw fizycznych. Problem ztozonoSci przestrzennej uktadu jest o wiele trud-
niejszy i pozostaje jeszcze nie dopracowany, dlatego tez nie bedziemy go
omawiac.

W otaczajacym nas $wiecie zjawisk fizycznych, obserwujac ich dynamike
w réznych skalach czasowych i przestrzennych, nieustannie stykamy si¢ z za-
chowaniem, ktére zwykliSmy okre§la¢ mianem zachowania nieregularnego,
turbulentnego lub chaotycznego. Uswiadamiajac sobie rolg, jaka odgrywaja
procesy turbulentne w powstaniu obserwowalnych nieregularno$ci we wszech-
Swiecie, procesy przypadkowych mutacji w ewolucji biologicznej czy tez
turbulentnego transportu ciepta w uktadzie klimatycznym, mozemy si¢ zasta-
nawiaé, czy bez zlozonos$ci dynamicznej rozwingtoby si¢ zycie w obserwo-
wanej formie.
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Aby zrozumiel tre$¢ pojecia ztozonoSci we wspodiczesnym paradygmacie
dynamicznym, musimy si¢ zapoznaé¢ z pewnymi uzytecznymi dla dalszych
rozwazan pojeciami i faktami.

Czasami bardziej naturalny od ciaglego opisu dynamiki jest jej opis dys-
kretny, tj. zadany przez dyskretne odwzorowanie (mapg) typu:

Xns1 = f(xn)’

gdzie x jest w ogélnosci wektorem x = (x', ..., x™) reprezentujacym stan ukta-
du. Powyzsza zalezno§¢ okreSla, jak warto§¢ zmiennej x w n + 1-tym kroku
zalezy od jej warto$ci w kroku poprzednim. Krokiem moze by¢ jaka$ natural-
na jednostka czasu: rok, miesigc, epoka kasnerowska. Pomigdzy ciaglym
a dyskretnym opisem dynamiki mozna ustali¢ odpowiednio§¢ poprzez tzw.
odwzorowanie Poincarego. Wyobrazmy sobie trajektori¢ w przestrzeni standéw
uktadu (przestrzeni fazowej), ktéra przecina wielokrotnie pewna wybrang
transwersalng powierzchni¢ (o wymiarze mniejszym o jeden). Odwzorowanie
Poincarégo polega na przyporzadkowaniu punktowi przecigcia trajektorii z ta
ptaszczyzna nastepnego punktu przecigcia. Odwzorowanie to jest wigc natu-
ralnym sposobem dyskretyzacji ciagtego problemu dynamicznego (rys. 1).

Alternatywa dla dyskretnego opisu dynamiki proceséw jest opis ciagly.
Dokonujemy go poprzez uktad dynamiczny, przez ktéry bedziemy rozumieé
uktad réwnan rézniczkowych o postaci:

dx' _ ., o
=x' = F'(x' D
7 (x")
gdzie Fi(x’) sa funkcjami gladkimi swojego argumentu, i = 1, 2, ..., n nume-

ruje liczbe réwnan uktadu.

W réznych zastosowaniach zmienne x' moga oznaczaé¢ dowolne wielkosci
fizyczne. Moze to by¢ zmienna pozycyjna w opisie problemu ruchu, koncen-
tracja i-tego sktadnika w reakcji chemicznej czy liczno$¢ i-tej populacji jakie-
go§ gatunku. Wielkosci dx'/dt wtedy reprezentuja chwilowe szybko$ci zmian
tych zmiennych w czasie t. W definicji (1) zadamy, aby funkcje F' nie zale-
zaly explicite od czasu. O takim uktadzie bedziemy moéwié, ze jest autono-
micznym uktadem dynamicznym.

Uzytecznym sposobem wizualizacji rozwiazan uktadu (1) x'(¢, x,) jest tzw.
przestrzen fazowa, bedaca n-wymiarowa przestrzenia, ktorej kazdy z punktow
reprezentuje stan ukladu w ustalonej chwili. Rozwiazanie x(t, X,) uktadu (1)
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Rys. 1: Przekroje Poincarego na plaszczyznie (p,, q,) dla ukltadéw charakteryzujacych si¢ a) ruchem do punktu stacjonarnego,

b) ruchem cyklicznym, c) ruchem okresowym o podwojonym okresie, d) ruchem ztozonym, chaotycznym.

HOANZDALSININYALAd MOAVTIN HOALSO¥Yd HINVAMOHDVZ ANIVINOHIHIN

€Sl



154 MAREK SZYDLOWSKI, ADAM KRAWIEC

tworzy w tej przestrzeni pewng krzywa, ktéra nazywamy krzywa fazowa ukta-
du albo trajektoria fazowa uktadu. Odwzorowanie ¢ — x(1, Xp) = xi(xo) defi-
niuje pewien ruch wzdtuz tej krzywej, tj. ustalajac punkt poczatkowy x,, na
rozwiazanie uktadu (1) mozemy patrze¢ jak na odwzorowanie przyporzadko-
wujace punktowi poczatkowemu x, jego polozenie na krzywej fazowej po
uptywie czasu f, czyli x'(t, Xy). Ten ruch nazywa si¢ potokiem fazowym.
Z fundamentalnego twierdzenia o istnieniu i jednoznacznoS$ci rozwiazan ukta-
du (1) wynika, ze trajektorie fazowe tego uktadu nie moga si¢ przecinad.

Rozwiazania uktadu (1) sg zdeterminowane przez wybor warunkéw poczat-
kowych. Poniewaz zwykle w eksperymencie warunki poczatkowe znane sa
jedynie ze skoriczona doktadnos$cia (np. dlatego, ze kazdy pomiar jest obar-
czony bledem), w badaniach jakosciowych jest pozadana znajomos$¢ rodziny
rozwigzan dla réznych warunkéw poczatkowych. Gdy wyznaczymy rozwigza-
nia uktadu (1) dla wszystkich warunkéw poczatkowych w przestrzeni fazowej,
uzyskamy pewien zbiér krzywych fazowych, tworzacych tzw. portret fazowy.

Wsérdd rozwiazan uktadu istnieja tzw. osobliwe rozwiagzania odpowiadajace
zerowaniu si¢ prawych stron, tj. Vi Fi(x") = 0. Na plaszczyznie fazowej roz-
wigzania te sa reprezentowane przez tzw. punkty krytyczne (albo punkty
osobliwe) ukladu. Fizycznie punkty te odpowiadaja jego potozeniom réwno-
wagi.

Uktad dynamiczny moze by¢ réwniez zadany poprzez pole wektorowe
zbudowane z prawych stron tego uktadu, tj. [F'(x!, ..., x"), ..., F"(x!, ..., x"].
Podstawowy problem teorii uktadéw dynamicznych polega na wyznaczeniu
trajektorii celem uzyskania portretu fazowego. O samym ukladzie dynamicz-
nym mozemy myS$le¢ jako o zbiorze krzywych fazowych albo jako o polu
wektorowym majacym t¢ wlasnosé, ze jest ono styczne do tej krzywej w kaz-
dym jej punkcie. Problem wyznaczenia trajektorii ukitadu z gladkiego pola
wektorowego nazywa si¢ calkowaniem, stad zamiast o trajektoriach méwimy
czasami o krzywych caltkowych. Od czaséw Newtona, Leibniza i Eulera waz-
ne byto znajdowanie krzywych catkowych w rozwiazaniu réznorodnych pro-
bleméw dynamicznych w fizyce.

Czasami model przestrzeni fazowej w postaci n-wymiarowej przestrzeni
euklidesowej jest niewystarczajacy. Wtedy konieczne jest wprowadzenie jako
przestrzeni fazowej pewnej przestrzeni zakrzywionej (w ogélnosci rozmaitosci
rézniczkowej). Np. ruch uktadu hamiltonowskiego dla zadanej energii catko-
witej E odbywa si¢ na powierzchni zadanej przez wigz hamiltonowski
H = E = const. Powierzchnia ta jest rozmaitoScia gtadka i poniewaz jest ona
na ogo6t zakrzywiona, wektor predkosci nie bedzie na niej lezal. Wektory
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styczne w kazdym jej punkcie rekonstruuja t¢ powierzchni¢ w taki sposdéb,
7e sa do niej styczne wzdtuz krzywej catkowe;j.

Rozwazmy elementarng objeto§¢ komodrki fazowej (kropli fazowej)
Av = dx'dx* ... dx". Wtedy tatwo wyznaczyé wzgledna predkosé zmian tej ele-
mentarnej objgtosci; jest ona réwna:

n

i
Alx',..,x") = i(lnAv) =Y aF}.
dr i-1 Ox*

Dla uktadéw hamiltonowskich wielko$é A(x', ..., x") znika. Jest to trescia

twierdzenia Liouville’a, mdéwiacego, Ze objetoS¢ przestrzeni fazowej jest
zachowana podczas ruchu uktadu. Na portret fazowy takiego uktadu mozemy
patrze¢ jak na pewien przeptyw niescisliwej cieczy.

O uktadach, dla ktérych objeto$¢ przestrzeni fazowej jest zachowana, mo-
wimy, Ze sa zachowawcze. Gdy A(x!, ..., ") < 0 w pewnym obszarze Q prze-
strzeni fazowej, z ktérego trajektorie nie wychodza, odpowiedni uktad bedzie-
my nazywac dyssypatywnym. W tym przypadku stabilne potozenia r6wnowagi
tworzag w przestrzeni fazowej zbiory nizszego wymiaru. Takie zbiory nazywa
si¢ atraktorami.

W konstrukcji portretéw fazowych wazng rolg odgrywaja uklady liniowe.
Wynika to z faktu, ze zachowanie uktadéw nieliniowych w otoczeniu ich
punktéw krytycznych jest dobrze aproksymowane przez ich gtéwna czesé
liniowa.

Przyktad 1. Rozwazmy prosty przyktad dwuwymiarowego niesprzg¢zonego
uktadu dynamicznego:

it = —x!

2 = 2x?

Powyzszy uktad wygodnie jest zapisa¢ w postaci macierzowej:
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Ogélne rozwiagzanie naszego ukltadu tatwo znaleZé metoda zmiennych
rozdzielonych i wtedy otrzymujemy:

x'@® = Cle?, x*r) = C?%*.

Rozwigzania leza zatem na krzywych algebraicznych takich, ze
x? = k(xH?, gdzie k = (CH2C? = const. Rozwiazanie uktadu

e’ 0

x®) =%, Ac 2)

definiuje ruch wzdtuz takiej krzywej: kazdy punkt C € R? porusza si¢ do
punktu x(¢) € R’ danego przez (2) po czasie t.

Na powyzszy ukltad dynamiczny mozemy patrze¢ jak na odwzorowanie
® : R x R®> - R okreslone przez rozwiazanie (2), tj.

(tC',CH) B (Cle,C?e¥) =

0 e2t C2

eIO}

‘!

Ruch ten mozemy opisa¢ geometrycznie, rysujac krzywe fazowe, bedace
rozwiazaniem w plaszczyZznie fazowej (x', x?). Strzalki na portrecie fazowym
wykorzystujemy dla zaznaczenia kierunku ruchu, tj. kierunku wzrostu ¢. Dla
C'=C*=0, x'(t) = x}(r) = 0 Vr € R i poczatek uktadu jest jego punktem
réwnowagi. Podkreslimy, ze réwnania startujace z osi x' osiagng punkt (0, 0)
dla r — oo, gdy rozwiazania startujace z osi x> osiagna ten punkt dla r — —oo.
Te trajektorie nazywamy separatrysami wchodzacymi i wychodzacymi odpo-
wiednio, a portret fazowy siodtem dwuwymiarowym (ze wzgledu na sposéb
zachowania si¢ trajektorii w otoczeniu punktu osobliwego).

Podstawy teorii uktadéw dynamicznych na ptaszczyznie byty sformutowane
w klasycznych pracach Poincarego i Bendixona jeszcze na poczatku XX
wieku (w zwiazku z zagadnieniami mechaniki nieba). W szczegdlnosci w ich
pracach zbudowana zostata (we wspétczesnej postaci) jakoSciowa teoria auto-
nomicznych uktadéw dynamicznych na ptaszczyZnie, tj. uktadow:

%:wl’(x,y), L2

i Yy = Qkx, y).
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Podstawowy problem jakos$ciowej teorii uktadéw dynamicznych polega na
wyznaczeniu granicznych trajektorii przy t — *oo oraz rozbiciu plaszczyzny
fazowej na komoérki. W kazdej z nich zachowanie sig¢ trajektorii fazowych jest
jakosciowo identyczne.

Najprzyjemniejsze dla takich ukladéw jest to, ze w malym otoczeniu nie-
zdegenerowanego punktu osobliwego (x, ¥,), dla ktérego wartoSci wtasne sa
niezerowe, jako$ciowo zachowanie uktadu jest rOwnowazne zachowaniu tra-
jektorii dla jego gléwnej czegsci liniowej, tj. ukladu:

X = %( 0 Vo) (¥ = %) * %(xO’YO)(y = Yo)

00 30
Y = 5, Fo Yol (¥ 7 %) * ) (¥o» Yo) (¥ = Yo)-

Charakter punktu krytycznego (x,, y,) jest zdeterminowany przez wartosci
wlasne macierzy linearyzacji uktadu A albo pierwiastki nastgpujacego wielo-
mianu charakterystycznego:

oP oP
a (xos }70) 5 ( 0 }’O)
detA = det 20 20 = A2 -TrA +detd = 0

5y (0 %0) ES (¥o> Yo)

gdzie A jest macierzg linearyzacji uktadu w otoczeniu jego punktu krytyczne-
g0 P(xy, yo) = Q(xy, yo) = 0.

Na rys. 2 przedstawiono klasyfikacje punktéw krytycznych uktadu w za-
lezno$ci od §ladu i wyznacznika macierzy linearyzacji.

Na rys. 3 przedstawiono petny portret fazowy jednorodnych i izotropo-
wych modeli Friedmanna w zmiennych x = R/R = H — funkcja Hubble’a i
y = p — gestos¢ energii, ze stata kosmologiczna A (R jest czynnikiem skali).
Portret ten dostarcza petnej klasyfikacji tych modeli oraz pokazuje ich sta-
bilnos¢.

Jednym z najwazniejszych wynikéw jakos$ciowej teorii uktadéw na ptasz-
czyznie (do ktérego przywiazywano przesadng wage) byto twierdzenie Poin-
carego-Bendixona, ktére moze by¢ wypowiedziane nastgpujaco: Dla autono-
micznego uktadu dynamicznego na ptaszczyznie, jesli jego rozwiazania pozo-
staja w skoficzonym obszarze ptaszczyzny i nie przyblizaja si¢ do Zadnych
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Rys. 2. Klasyfikacja zachowart w otoczeniu punktéw krytycznych dla uktadéw na plaszczyznie
w zalezno$ci od §ladu i wyznacznika macierzy linearyzacji uktadu w tym punkcie.

y=g y= y=¢
E
O
x = 1] =1 £ -1
ES S S,
stabilny y=J niestabilny | stabilny y =+ niestabilny | stabilny y=+ niestabilny
wezel weze wezel wezel wezel wezel

x=0I x=H1
x =1
\,\'mdlo xi(n{/()/ \Sfﬂd[() siodlo X ’7 \ g
niestabilny | stabilny
wezel wezel
A<O A=0 A>0

Rys. 3. Portrety fazowe dla modeli Friedmanna w zmiennych (H, €) — a, b, ¢ odpowiednio dla
A<0,A=01iA >0, oraz w zmiennych (H, € l/2) —d, e, f odpowiednio dla A <0, A =0
i A > 0; gdzie H jest funkcja Hubble’a, a € gestoscia energii; oraz M: monotonicznie
ekspandujace modele, 0: modele oscylujace, E: Einsteinowskie statyczne modele, A: modele
asymptotyczne, S: modele de Sittera, ES: modele Einsteina-de Sittera.
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potozert réwnowagi, to sa albo orbita zamknigta, albo taka orbitg osiagna.
W praktyce twierdzenie to interpretowano jako méwiace, ze ciagte, dwuwy-
miarowe uklady dynamiczne maja albo potozenia réwnowagi, albo trajektorie
okresowe. Na ptaszczyZnie nie ma miejsca dla innego, np. ztozonego (czy
nieregularnego) zachowania. Na dalszym rozumieniu pojgcia ztozonosci w
uktadach dynamicznych zawazyt ,,syndrom ptaskosci”, polegajacy na mys$leniu
w kategoriach uktadéw na plaszczyzZnie.

Przejawem tego stylu myS$lenia byt tzw. scenariusz Landaua-Hopfa powsta-
wania turbulencji w uktadzie. T¢ ostatnia prébowano wyjasni¢ jako superpo-
zycje ruchéw okresowych o duzej liczbie czesto$ci sktadowych. Rozwazmy
ciecz lepka, ktérej ruch jest opisywany przez réwnania Naviera-Stokesa. Dla-
tego ze réwnania te maja symetri¢ skalowania, inzynier w laboratorium moze
bada¢é model samolotu w tunelu aerodynamicznym i wycigga¢ wnioski dla
rzeczywistego obiektu. Niezmiennikiem tych przeksztalcen skalowania jest
tzw. liczba Reynoldsa. Gdy ciecz przeptywa przez rurg o charakterystycznym
rozmiarze L z predkoscia charakterystyczna v, wowczas liczba Reynoldsa jest
proporcjonalna do iloczynu tych wielko$ci i odwrotnie proporcjonalna do tzw.
lepkosci kinematycznej. Rozwazmy ciecz lepka optywajaca pewne ciato. Gdy
zwigkszamy liczb¢ Reynolda (petniaca funkcje parametru kontrolnego dla
uktadu), zmienia si¢ réwniez charakter ruchu cieczy od stanu przeptywu lami-
narnego do turbulencji, ktéra przejawia si¢ w postaci wirdw. Jaki jest mecha-
nizm powstawania turbulencji? Landau zaproponowat nastgpujace wyjasnienie.
Turbulencja jest superpozycja nieskoiiczonej liczby ruchéw periodycznych.
Podstawowy mechanizm pojawiania si¢ tych ruchow zostat nazwany na czes¢
Eberharda Hopfa — bifurkacja Hopfa. W tym mechanizmie stacjonarny punkt
przechodzi w trajektori¢ okresowa, nastgpnie przeksztalca sig w wezet otoczo-
ny cyklem granicznym (rys. 4).

Hopf analizujac uproszczong wersje rownania Naviera-Stokesa pokazatl, ze
te rOwnania przewiduja istnienie takiego mechanizmu. Wraz z dalszym wzros-
tem parametru kontrolnego (liczby Reynoldsa) uktad przechodzi przez szereg
bifurkacji Hopfa, z ktérych kazda produkuje nowa czegsto$¢, i ostatecznie
tworzy to ruch z olbrzymia liczba czestosci sktadowych. Dla kazdej czastki
cieczy pole jej predkosci przyjmuje po n bifurkacjach ogdélna postaé:

v(t) = flot, 0y, ..., ®F).

Tutaj f jest funkcja okresowa o okresie 21 wzgledem kazdej z niewsp6t-
miernych czestosci sktadowych o, (charakterystycznych). W scenariuszu Lan-
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Rys. 4: Powstawanie cyklu granicznego ze stacjonarnego stanu stabilnego w drodze bifurkacji
Hopfa. Parametrem sterujacym jest liczba Reynoldsa, wraz z ktérej wzrostem obserwujemy
kreacj¢ stabilnego cyklu granicznego.

daua turbulencja jest granica nieskofiiczonego ciagu niestabilnosci, a jego
rozumowanie opieralo si¢ na powszechnym stereotypie: ztozono$¢ zachowania
moze wystgpowaé jedynie w granicznie ztozonym uktadzie. Turbulencja jest
granicg nieskoficzonego ciagu niestabilnoS$ci, poniewaz dla ruchu quasi-perio-
dycznego o N czestoSciach sktadowych niewspdétmiernych funkcja autokorela-

cji maleje jak 1/,/N. Gdyby N bylo skoficzone, uktad pamietatby o swoich
warunkach poczatkowych, podczas gdy dla uktadéw chaotycznych czy turbu-
lentnych charakterystyczne jest zapominanie o przeszlosci.

Procesy przejscia od ruchu regularnego do turbulentnego mozemy zaobser-
wowacé podczas ruchu lepkiej, niesci§liwej cieczy (np. wody w rurze) czy tez
przy optywie przez ciecz nieptaskiego ciata. Jesli predkos¢ cieczy jest dosta-
tecznie mata, obserwujemy jej laminarny ruch i ciecz porusza si¢ regularnie
wzdtuz linii pradu. Gdy jednak predkos¢ jest odpowiednio duza, obserwujemy
niestabilny, turbulentny przeptyw, w ktérym chwilowe predkoSci lokalne
cieczy i jej ciSnienie zmieniaja si¢ w sposéb chaotyczny w czasie. Woda
wyptywajaca z kranu bedzie wyptywala ruchem laminarnym, dopdki sity bez-
wladnoSci nie zniszcza sit napigcia powierzchniowego. Tak samo dym z pa-
pierosa unosi si¢ do pewnej wysokosci w sposéb regularny, by potem two-
rzy¢ silnie nieregularny — turbulentny — przeptyw.

Ruelle i Takens w 1971 r. oraz Newhouse i inni w 1978 r. sformutowali
alternatywny do Landauowskiego scenariusz przej$cia do turbulencji, analizu-
jac uktady dysypatywne (teoria Landaua opierata si¢ na ruchach quasi-perio-
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dycznych, naturalnych dla uktadéw zachowawczych). Pokazali oni, ze juz po
dwdch niestabilno$ciach w trzeciej bifurkacji trajektorie sa przyciagane do
ograniczonego obszaru przestrzeni fazowej, ktéry nazwali dziwnym atrakto-
rem. Wchodzac do niego, trajektorie zapominaja o swoich warunkach poczat-
kowych, dlatego atraktor nazywa si¢ dziwnym. Takie atraktory moga by¢
traktowane jako stany stacjonarne, chociaz nie maja charakteru punktowego
i sa jakby rozmazane po calej przestrzeni fazowej. W obszarze atraktora
poczatkowo bliskie trajektorie rozbiegaja si¢ eksponencjalnie (sa silnie niesta-
bilne), tak ze asymptotycznie dla duzych czaséw ruch staje si¢ chaotyczny
i nieprzewidywalny. T¢ wewnetrzng wlasnos¢ uktadu nazywamy nadwrazli-
wos$cig na mate zmiany warunkéw poczatkowych.

Sformulowanie nowego paradygmatu zlozonos$ci we wspdiczesnej nauce
w odniesieniu do badania uktadéw dynamicznych nastapito dopiero po uswia-
domieniu sobie, ze kraficowo zlozone zachowanie dynamiki (niemozliwe
w dwoéch wymiarach) jest mozliwe juz w trzech wymiarach. Stalo sig¢ to
mozliwe dzigki wysitkowi wielu 0oséb w réznych dziedzinach. W tym czasie
zrodzito si¢ w teorii uktadéw dynamicznych wiele waznych pojeé pozostaja-
cych w bliskim zwiazku z fizyka.

Jednym z takich pojec jest pojecie strukturalnej stabilnosci. Zasada powta-
rzalnoS$ci eksperymentu glosi, Ze ten sam eksperyment powinien dawaé iden-
tyczny wynik, jeSli zadbamy, aby zachodzit w takich samych warunkach.

OczywiScie nigdy nie mozemy zapewni¢ doktadnie identycznych warunkéw
eksperymentu, dlatego praktycznie powtarzalno$¢ eksperymentu oznacza, ze
dostatecznie mate zaburzenia warunkéw eksperymentu nie powinny w sposéb
istotny odbi¢ si¢ na wynikach pomiaru. Wynika stad, ze matematyczny opis
zjawisk powinien charakteryzowacé si¢ swego rodzaju nieczutosciag na wptyw
malych zaburzein warunkéw eksperymentu. Matematyczne sformutowanie tej
zasady prowadzi do pojecia strukturalnej stabilnosci, ktéra z grubsza mozemy
okresli¢ nastgpujaco: uktad dynamiczny nazywamy strukturalnie stabilnym,
jesli dla dowolnej, dostatecznie matej zmiany wektora predkoSci fazowe;j
powstaly uktad jest r6wnowazny uktadowi wyjSciowemu.

W definicji strukturalnej stabilnos$ci wystgpuja wigc nastgpujace dwa ele-
menty:

1) dopuszczalny rodzaj zaburzen,

2) pojecie rownowaznoS$ci uktadu.

W teorii uktadéw dynamicznych réwnowazno$¢ przyjmuje formeg réwno-
wazno$ci topologicznej, tj. zada si¢, aby istnial homeomorfizm przestrzeni
fazowych z zachowaniem orientacji krzywych fazowych. Dopuszczalne zabu-
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rzenia prawych stron ukltadu sa matymi co do warto$ci tych funkcji i ich
pochodnych. Peixoto udowodnit wazne twierdzenie o uktadach strukturalnie
stabilnych na plaszczyZnie dowodzac, ze w przestrzeni uktadow dynamicz-
nych na plaszczyZnie sa one typowe, poniewaz tworzg otwarte i geste pod-
zbiory. Twierdzenie to w istocie jeszcze wzmocnito stary paradygmat mysle-
nia w kategoriach ptaszczyzny, dowodzac typowosci ukltadéw stabilnych
strukturalnie. Sadzono, ze istnie¢ znaczy by¢ strukturalnie stabilnym. Scena-
riusz Landaua wydawal si¢ by¢ poprawny, poniewaz sadzono, iz tak jak na
ptaszczyzZnie cykl graniczny jest strukturalnie stabilny, tak samo bgdzie nim
ruch wielookresowy o n czgstosciach sktadowych.

Zwrot nastapil, gdy Smale w 1964 r. skonstruowat pewien geometryczny
przyktad (réwnowazny 3-wymiarowemu uktadowi dynamicznemu), ktéry byt
strukturalnie stabilny i jednoczesnie wykazywal kraficowo ztozony typ zacho-
wania — ,,izomorficzny” ze zjawiskiem rzutu moneta. Trajektorie uktadu leza
w przestrzeni fazowej na pewnych zbiorach M x {fraktal} (fraktal jest zbio-
rem typu zbioru Cantora o wilasno$ciach samopodobiefistwa).

Mimo tego fundamentalnego wyniku Smale’a zwolennicy starego paradyg-
matu podjeli jeszcze raz prébe udowodnienia twierdzenia, ze uktady struktu-
ralnie stabilne sa typowe w 3 wymiarach. Gdyby tak bylo, mozna by pokusié
si¢ o klasyfikacje takich uktadéw przez podanie charakterystycznych typéw
zachowan, podobnie jak jest to mozliwe na plaszczyZnie. Smale w 1965 r.
udowodnit jednak co§ zupelnie przeciwnego, a mianowicie dowiddl, ze dla
wymiaru n > 3 istnieja uklady, w ktérych otoczeniu nie istnieje zaden uktad
strukturalnie stabilny. Ostatecznie dowodzi to, Ze problem zupetnej klasyfika-
cji topologicznej uktadéw dynamicznych (n = 3) jest nierozwiazywalny z sa-
mej natury, jakkolwiek mozna wyrézni¢ pewne punkty krytyczne w 3 wymia-
rach. W przestrzeni uktadéw dynamicznych istnieja cale obszary wolne od
uktadéw strukturalnie stabilnych, a mate zaburzenie nie musi nas koniecznie
zaprowadzi¢ w obszar strukturalnie stabilny. Nastgpuje teraz ostateczny
zmierzch starego paradygmatu. Niskowymiarowe (n = 3), a wigc proste ukta-
dy dynamiczne moga wykazywaé bardzo ztozony, nieregularny typ zacho-
wania.

Zastan6wmy sig, dlaczego nie byto to mozliwe w 2 wymiarach. W skrécie
dzieje si¢ tak dlatego, ze w ograniczonym obszarze na plaszczyZnie takie
chaotyczne trajektorie musiatyby si¢ samoprzecinac, co jest wykluczone przez
twierdzenie o jednoznacznosci rozwiazan uktadu (1) (zob. rys. 5).

Z drugiej strony w wyzszych wymiarach takie samoprzecigcia nie sa ko-
nieczne i stad staje si¢ mozliwe istnienie zapgtlonych i ograniczonych trajek-
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Rys. 5. Rysunek ilustruje, dlaczego ztozone zachowanie jest niemozliwe na plaszczyznie, gdzie
zapetlenie trajektorii musi prowadzi¢ do samoprzecigcia.

torii fazowych. Ztozono$¢ rodzi si¢ w uktadzie deterministycznym (w sensie
Laplace’owskim), a wigc w uktadzie, w ktérym jesli stan poczatkowy jest
okreslony doktadnie, potrafimy poprzez réwnania ewolucyjne wyznaczy¢ jego
stan w dowolnej chwili. Z definicji tej wynika, ze Zrédto nieprzewidywalnego
zachowania w ukladzie deterministycznym moze leze¢ w nieprecyzyjnym
okresleniu danych poczatkowych albo niestabilno$ci uktadu.

Jesli nawet pominaé kwantowo-mechaniczne ograniczenia na pomiar ukta-
du, to kazdy klasyczny pomiar jest rdwniez obarczony blgdem. Nieoznaczo-
nos$¢ w okresleniu danych jest wigc czyms§ realnym. Zachowanie si¢ uktadéw
fizycznych dowodzi, Ze nie jest to warunek wystarczajacy, poniewaz istnieje
wiele uktadow, dla ktérych np. mate blgdy poczatkowe pozostang z uptywem
czasu dalej mate. Wida¢é, ze wszystko zalezy od wewngetrznej wtasnosci dyna-
miki, w ktérag moze by¢ wmontowany pewien nieliniowy mechanizm, ktéry
rozsadza eksponencjalnie btedy poczatkowe — mechanizm globalnej niestabil-
nosci (ta wtasnos¢ odnosi sig do wszystkich trajektorii uktadu). Pociaga to za
soba wlasnos$¢ nadwrazliwej czutoSci na zaburzenia warunkéw poczatkowych
(WNCO).

Zanim zilustrujemy to zjawisko na przyktadach, zauwazmy, ze uktady
z chaosem byly obecne w fizyce od dawna. Rzecz jednak w tym, Ze nie byty
one proste.
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Historia ich odkrycia nie obyla si¢ bez dramatéw. Ludwig Boltzmann
postawit sobie za cel wyprowadzenie praw termodynamiki, a w szczegdlnosci
prawa wzrostu entropii, wylacznie z praw mechaniki klasycznej. Jako model
idealnego gazu przyjat uklad kulek (N >> 1), ktére zderzaja si¢ ze soba spre-
zyScie. Dzisiaj taki model nazywa si¢ bilardem. Uktad dynamiczny, ktéry
opisuje ruch kulek, jest opisywany przez 6/N zmiennych (wspdtrzedne i pred-
koSci wszystkich kulek w przestrzeni tréjwymiarowej). Przestrzen fazowa
bedzie mie¢ réwniez 6N wymiaréw. Caltkowita energia uktadu jest zachowana
i sam uktad dynamiczny jest zachowawczy. Zderzenia sg doskonale sprezyste,
a oSrodkiem jest préznia. Boltzmann pokazat, ze pojecie entropii mozna wy-
prowadzi¢ z modelu mechanicznego, i udowodnil jej nieodwracalny wzrost.
Jest ona proporcjonalna do logarytmu prawdopodobienstwa zastania uktadu
w okreS§lonym stanie. W swoich rachunkach wykorzystatl hipoteze, iz punkty
poruszajac si¢ po trajektorii fazowej, rOwnomiernie wypetniaja dopuszczalny
dla ruchu obszar przestrzeni fazowej (hipoteza ergodyczna). T¢ hipoteze nazy-
wa si¢ inaczej hipoteza chaosu molekularnego. Wyniki Boltzmanna weszty
na state do fizyki jako najwigksze osiggnigcia ludzkiego rozumu. Nie ozna-
czalo to jednak, ze Boltzmann byt zadowolony z tego, co uzyskal. Jego przy-
jaciel, matematyk Zermelo, uwazat, ze Boltzmann musiat gdzies popetnié
btad. Opierat to na spostrzezeniu, ze o ile wyjSciowy uktad réwnan jest od-
wracalny w czasie, o tyle koicowy wynik, prawo wzrostu entropii, jest ewi-
dentnie nieodwracalny. Musiataby by¢ wigc naruszona symetria odbicia
w czasie. Nie mogac odpowiedzie¢ na postawiony zarzut, Boltzmann si¢
zastrzelit.

Dalsza historia tego zagadnienia jest zwigzana z nazwiskiem Ehrenfesta.
Udalo mu si¢ maksymalnie $ciSle sformutowaé Boltzmannowski problem
ztamania symetrii, ale réwniez nie potrafit go rozwiazac i si¢ zastrzelit. Roz-
wigzanie tego problemu zostalo podane w 1948 przez mlodego fizyka
N. S. Krylowa. Gtéwna jego idea byla nastgpujaca: symetria w uktadach
dynamicznych moze by¢ naruszona i moze zaistnie¢ molekularny chaos, jesli
dynamiczne rozwiazania ukladu sa niestabilne. Po sformutowaniu tej idei
Krytow przedwcze$nie zmarl. Zagadnienie zostalo ponownie podjete przez
matematyczna szkole Kolmogorowa, Anosowa i Sinaja. Pokazali oni, ze
w problemie bilardu dowolna trajektoria uktadu jest niestabilna, tj. przestrzen
fazowa sktada si¢ wytacznie z separatrys i nie zawiera standw stabilnych.
Globalna niestabilno$¢ prowadzi do chaotycznego zachowania uktadu i wéw-
czas cata dopuszczalna przestrzen fazowa jest wypetniona réwnomiernie przez
trajektorie. Takie uktady nazywa si¢ od nazwiska Kotmogorowa — K-systema-
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mi. W tej klasie uktadéw nowego znaczenia nabiera pojgcie entropii jako
miary niestabilnoS$ci. Zjawisko famania symetrii odbicia w czasie i powstawa-
nia nieodwracalno$ci jest wlasnie konsekwencja globalnej niestabilnoSci.

Podsumowujac: do wystapienia molekularnego chaosu koniecznym i wy-
starczajacym warunkiem jest globalna niestabilno§¢. Duza liczba czastek —
podkre§lmy to jeszcze raz — nie jest ani koniecznym, ani wystarczajacym
warunkiem wystapienia ztozonego zachowania.

Dzisiaj Boltzmann mdgtby odpowiedzie¢ Zermelo i wskazaé nie tylko
przyczyne molekularnego chaosu, lecz takze zakresli¢ obszar stosowalnos$ci
hipotezy ergodycznej. Zwré¢my tutaj uwage na fakt, ze teoria chaosu ma
rowniez znaczenie metodologiczne. Wczesdniej zakladano, ze chaos molekular-
ny jest wygodna forma opisu zjawisk, gdy nie mozemy wyliczy¢ poszczeg6l-
nych trajektorii. Przy tym zakladano w sposéb niejawny, ze gdybySmy po-
trafili znaleZ¢ takie trajektorie, to moglibySmy doktadnie przewidywac zacho-
wanie uktadu. Dzisiaj wiemy, Ze przy niestabilnym zachowaniu trajektorii
przewidywanie jest niemozliwe. Jakkolwiek to twierdzenie jest negatywne, ma
niezwykte znaczenie dla nauki, wigksze niz wiele innych pozytywnych stwier-
dzei. Rozwazmy przyktady uktadéw, ktérych trajektorie posiadaja WNC.

Przyktad 2. Zalézmy, ze stan naszego ukladu jest opisany przez liczbe
z przedziatu (0, 1). Ustalmy pewna Sci§le deterministyczna regut¢ okreslajaca
kolejne stany uktadu (tzw. dynamike dyskretna, bo czas jest teraz dyskretny).
Przepis kuchenny jest nastgpujacy: pomnéz przez 2 i zignoruj cze$é catkowita
liczby. Matematycznym modelem dynamiki naszego procesu jest wigc naste-
pujace réwnanie réznicowe:

X, = X, = 2x,(modl), x, € (0, 1).

Aby §ledzié, co zrobi powyzsze réwnanie (oczywiScie reprezentuje ono
deterministyczne prawo) z nasza wyjsSciowa liczba x, (tj. kolejne iteracje x;),
wygodnie jest zapisaC te liczbe w systemie dwojkowym, tj. x, = 0, x|, x,,
X3, ..., gdzie x; (1 =1, 2, ...) sa zerami albo jedynkami.

Dziatanie naszej maszynki pracujacej wedlug powyzszego wzoru polega
(w kolejnym kroku) najpierw na przesunigciu ciggu w lewo (jest to wynik
przemnozenia przez 2), a nastgpnie odrzuceniu jego pierwszego wyrazu (wWy-
nik wzigcia (mod1)). Widzimy wigc, ze jeden krok pracy maszynki kosztowat
nas utratg¢ 1 bitu informacji o danej liczbie, i mozemy sobie wyobrazié, ze
po n krokach n bitéw informacji zostato wytracone. Jesli wigc stan poczatko-
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wy naszego uktadu zostat opisany liczba z doktadnoscia do n miejsc po prze-
cinku, po n krokach nie bedziemy mie¢ o niej zadnej informacji. W szczeg6l-
noSci nie bedziemy wiedzie¢, czy nalezy ona do przedziatu (0, 1/2), czy
(172, 1).

Aby to uczynié, potrzebowalibySmy bardziej szczegétowych informacji
o stanie poczatkowym. Zalézmy, ze stan uktadu jest liczba rzeczywista, ale
wtedy do komputera mozemy wpisaé jedynie pewna liczbe wymierna i w ten
sposéb popetniamy btad na samym poczatku. Jesli np. poré6wnamy liczbg T
z jej przyblizeniem z doktadnoScia do n-tego miejsca, to po n + 1 krokach
te bliskie liczby bede si¢ rézni¢ znacznie, bo juz na pierwszym miejscu.
Przyktad ten powinien nas nauczy¢, ze nawet gdy dynamika jest zdefiniowana
przez pewna regute deterministyczna, moze si¢ zdarzy¢, ze nie potrafimy nic
powiedzie¢, gdzie znajduje si¢ liczba x, po n-iteracjach (gdy n — o), tj. czy
x,(x,.;(...(xy))) nalezy do lewej czy do prawej polowy odcinka (0, 1). To,
gdzie wpadng kolejne iteracje punktu x,, bedzie asymptotycznie zjawiskiem
losowym, analogicznie do zjawiska rzutu moneta. Aby si¢ o tym przekonad,
wystarczy ustali¢ przyporzadkowanie: 0 — orzet, 1 — reszka.

Przyktad 3. Niestabilno$¢ numeryczna.

O ile dotychczasowe przyktady byty abstrakcyjne i przede wszystkim
ukierunkowaly nasza wyobraZnig, o tyle ten jest przyktadem jak najbardziej
realnym i dotyczy chaotycznego zachowania w znanym problemie bezzderze-
niowego zagadnienia N cial. Jest to problem polegajacy na badaniu i poszuki-
waniu rozwiazan Newtonowskich réwnan ruchu o postaci:

dzf_';- N 7 _,—.;
m, =GY m—? .
dt =1 |7 T

gdzie m; i 7, sa odpowiednio masami i wektorami pozycyjnymi cial. Nikogo
nie trzeba przekonywac, ze powyzszy model ma uniwersalne zastosowanie
w réznorodnych zagadnieniach astrofizyki i nie tylko.

Jedli zatozy¢, ze gromada gwiazd ma pewien charakterystyczny rozmiar D
i sktada si¢ z N gwiazd o jednakowej masie, znajdujacych si¢ w dynamicznej
ré6wnowadze, to z twierdzenia o wiriale mozemy otrzymac oszacowanie kwad-
ratu §redniej predkosci gwiazdy w gromadzie v?2 = GNM/D. Jesli uktad gwia-
zdowy nie znajduje si¢ w stanie réwnowagi dynamicznej, to dazy do tego
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stanu w pewnej charakterystycznej skali czasu zwanej czasem przejScia
topos = 2D/,

Modelowanie uktadéw N ciat stuzy opracowaniu scenariuszy ewolucji
gromad kulistych. Sa one wynikiem numerycznych catkowari zagadnienia
N-ciat.

Problem jednak w tym, ze wyniki numerycznego calkowania sa niezmier-
nie czule na zaburzenia warunkéw poczatkowych oraz ze wzgledu na niedo-
ktadnos$ci wynikajace z samej natury metod numerycznych.

Pierwsze systematyczne badania tej wrazliwoSci rozwigzan byty przeprowa-
dzone przez Millera juz w roku 1964. Rozwazamy dwa identyczne uktady
N-ciat, powiedzmy uktad (I) i uktad (1I). Zatézmy, ze ich warunki poczatkowe
nieznacznie si¢ réznia, tj.

7oy =r,  FlO) =7

_l Ll I Ll
7, (0) =71y, 7, (0) =7y

Jako miary odstgpstwa warunkéw poczatkowych uzyjemy wielkoSci

{N ) N 2)1/2
A) = ZFiI_FiH +ZFI_1_FI_H ‘
ki=l i=1 )

Miller pokazat, ze dla 4 <i < 32 A(¢) ro$nie w przyblizeniu eksponencjal-

nie:
A(r) = exp(utlt,,,,),

gdzie p jest pewng stala. Dla N = 8, 12, 32 Miller uzyskat u/t., , = 2, 4, 20.
Rezultat Millera jest pierwszym numerycznym dowodem eksponencjalnego
tempa narastania btedéw w warunkach poczatkowych dla zagadnienia N-ciat.
Dla niego bylo to argumentem przeciwko uzyciu wynikéw numerycznego
calkowania w badaniu ewolucji gromad juz w skali czasu rzgdu czasu relak-
sacji uktadu (kilka 7., ), poniewaz sa one znieksztalcone przez efekt szybkie-
go narastania btedow.

Rodzi si¢ nastgpujace pytanie: Co jest przyczyna tak szybkiego narastania
btedéw, ze po czasie rzedu ¢, niemozliwe jest przewidywanie pozycjii pre-
dkosci wybranej gwiazdy w badaniach symulacyjnych gromady? OdpowiedZ
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na to pytanie nie byla znana za czaséw pionierskich prac Millera. Dzisiaj
wiemy, ze tempo narastania btedéw jest konsekwencja WNC.

Hayli powtérzyl wczes$niejszy eksperyment Lecara, ktéry uzgodnit 11
réznych wynikéw catkowan problemu 25 cial, startujac z tych samych warun-
kéw poczatkowych (catkowanie byto przeprowadzone w czasie 2, 5 wielokrot-
noSci czaséw przejscia z dokladnoscia wystarczajaca dla zachowania catki
energii na poziomie 107*). Hayli pokazal, ze dla tego samego programu obli-
czeniowego rézne komputery dawaty znaczaco rézne wyniki juz po czasie
kilku ¢,,,, z powodu WNC dla r6znych numerycznych sposobéw zaokraglenia
wynikéw zwigzanych np. z rodzajem uzywanego procesora.

Istota WNC lezy w nieliniowoSci uktadu, co pozwala mu przejawiac ztozo-
ne zachowanie w ograniczonym obszarze przestrzeni. Zachowanie to jest
zwigzane z tzw. wlasno$cia hiperbolicznosci, ktéra jest uogélnieniem pojecia
statego punktu hiperbolicznego. Posiadanie tej wlasno$ci oznacza, ze trajekto-
rie uktadu bgda rozciagane wzdtuz pewnych kierunkéw i jednoczes$nie Sciska-
ne wzdtuz innych, co z kolei gwarantuje ograniczono$¢ rozwiazan i ich struk-
turalng stabilno$¢. Quasi-periodyczny ruch ze scenariusza Landaua powstawa-
nia turbulencji niestety nie posiada WNC i jest strukturalnie niestabilny.

Modelowym uktadem realizujacym zjawisko WNC jest tzw. solenoid.
Geometrycznie dziatanie tego odwzorowania polega na rozciaganiu jego dtu-
gosci przy jednoczesnym sptaszczeniu jego wymiaru poprzecznego, by nastep-
nie obwing¢ nim oryginalny torus (rys. 6).

Rys. 6: Solenoid definiuje przekrdj Poincarego dla pewnego przeptywu w 4-wymiarowej prze-

strzeni. Solenoid jest efektem rozciagnigcia torusa wzdtuz jednego wymiaru i owinigcia go

woko6t samego siebie. Na przekroju poprzecznym otrzymamy zbiory fraktalne, powtarzajac
konstrukcje ad infinitum.
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Powtarzajac taka operacj¢ wielokrotnie w granicy, otrzymamy nieskoficzona
liczbe¢ linii nawijajacych si¢ na oryginalnym torusie, co ttumaczy uzycie na-
zwy solenoid. Oczywiscie, jest to przyktad wymyS$lony, ale daje wyobraZni
prosty przyktad ukiadu o kradicowo zlozonym zachowaniu trajektorii. O po-
wyzszym odwzorowaniu mozemy mysle¢, ze jest ono odwzorowaniem Poinca-
rego pelnego ruchu. Z tego wzgledu traktujemy odwzorowanie typu solenoidu
jako pewien uktad dynamiczny. Jego przekrdj poprzeczny na ptaszczyZnie jest
zbiorem Cantora. Orbity na solenoidzie sa stabilne i mozna ustali¢ ich odpo-
wiednio$¢ z ciagiem losowych zer i jedynek.

Najwigkszym odkryciem w ramach nowego paradygmatu dynamicznego
byto odkrycie prostych (niskowymiarowych) uktadéw dynamicznych o ztozo-
nym zachowaniu. Historycznie pierwszym tego typu ukladem byt uktad Lo-
rentza. Uktad ten pojawit si¢ w kontek$cie teoretycznego opisu tzw. ekspery-
mentu Bénarda. W tym eksperymencie warstwa cieczy znajdujaca si¢ w polu
grawitacyjnym jest podgrzewana od dotu. Ogrzana ciecz podnosi si¢ z dotu
do goéry, a chtodna opada w dét. Ruchowi do géry przeciwdziata sita lepkosci.
Przy matych réznicach temperatur migdzy ptytami AT sity lepkosci dominuja
i ciecz pozostaje w spoczynku, natomiast transport ciepta odbywa si¢ ze sta-
lym przewodnictwem. Ten stan jest niestabilny i przy zwigkszeniu liczby
Reynoldsa R (proporcjonalnej do AT) powstaja stacjonarne komorki konwek-
cyjne. Przy dalszym wzroScie R obserwujemy przejscie do chaotycznego ru-
chu. Uktad Lorentza jest uproszczonym opisem dynamiki tego zjawiska i ma
postac:

X = —oX + oY
Y=rX-Y-XZ
Z = XY -bZ

gdzie o, b — bezwymiarowe state charakteryzujace uktad, r — parametr steru-
jacy, proporcjonalny do AT, X jest proporcjonalny do predkosci cyrkulujacej
cieczy, Y charakteryzuje réznicg temperatur migdzy podnoszacymi i opadaja-
cymi strumieniami cieczy, Z jest proporcjonalne do odchylenia pionowego
profilu temperatur od warto$ci réwnowagowe;j.

Na rys. 7 zaznaczono rzuty trajektorii w przestrzeni stanéw na ptaszczyzny
uktadu wspotrzednych dla 6 = 10, r = 28, b = 8/3. Przecinanie si¢ krzywych
fazowych jest wynikiem rzutowania. Trzy wymiary przestrzeni fazowej sg ich
minimalng liczbg dla pojawienia si¢ ztozonego — chaotycznego — zachowania.
W widmie mocy sygnatu (X(¢), Y(t), Z(¢)) obserwujemy szerokopasmowy szum
w obszarze niskich czestosci, a funkcja autokorelacji eksponencjalnie zanika.
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Rys. 7a. X—-Y Plane of Lorentz Attractor
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Rys. 7. Rzuty trajektorii uktadu Lorentza na ptaszczyzny uktadu wspétrzednych.
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Henon i Heiles, badajac problem ruchu gwiazdy w zewng¢trznym polu gra-
witacyjnym galaktyki eliptycznej, sprowadzili problem ruchu do badania ha-
miltonowskiego uktadu dynamicznego o postaci:

2
1 12
H(pl,pza qla q2) = EZ] (P,2 +q,‘2) +q12q2 - Eq; = E = const
i=

oW o
aq’ dp

p =
gdzie ¢q,, q, sa wspéirzednymi uogdlnionymi, a p,, p, sprzezonymi z nimi
pedami.

Aby pokaza¢ chaos w tym uktadzie, skonstruowali przekroje Poincarego
na plaszczyznie (p,, q,) dla réznych wartoSci energii catkowitej E, pelniacej
funkcje¢ parametru kontrolnego. W miar¢ jak £ — 1/6, obserwujemy losowy
rozktad punktéw na ptaszczyznie (p,, g,), co moze by¢ Swiadectwem chao-
tycznego zachowania.

Minimalny wymiar przestrzeni fazowej, w ktérym chaos moze si¢ pojawic
w uktadach ciaglych, jest trzy, jednak w uktadach dyskretnych wymiar mini-
malny jest jeden. Co ciekawe, dynamika pola grawitacyjnego w otoczeniu
osobliwos$ci poczatkowej ma charakter turbulentny, ktéry daje si¢ opisaé przez
taki jednowymiarowy uktad znany juz Gaussowi. Ztozone zachowanie moze
wystapi¢ juz w przypadku jednowymiarowych nieodwracalnych uktadéw
dyskretnych. Przyktadem takiego ukladu jest odwzorowanie logistyczne

X, = ax,(1 —x,).

Standardowym przyktadem dwuwymiarowego uktadu dyskretnego jest
odwzorowanie Henona:

2
x l-ax, +y,

n+l n

yn+1 = bx

n’

Odwzorowanie Henona jest odwracalne i moze by¢ zapisane w postaci:

1
R

b
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a 2
Yo = Xt Eyn+l -1

Dla pewnych wartoSci a, b odwzorowanie Henona wykazuje kraficowo
ztozone zachowanie.

Jak juz podkreslono, warunkiem wystapienia WNC jest rozciaganie i $cis-
kanie ograniczonych trajektorii, co moze by¢ zrealizowane w dwdch wymia-
rach, jedynie gdy zachodzi zagigcie trajektorii. W przeciwnym wypadku,
gdybySmy wystartowali z obszaru kwadratowego, gdyby nie byto zaginania
przestrzeni, skoficzyliby§my na dowolnie dtugim, cienkim pasku, w ktérym
rozwiazania sa nieograniczone.

W opisie chaosu mozna si¢ postugiwaé pewnymi wielko$ciami fenomeno-
logicznymi, takimi jak widma mocy, funkcje autokorelacji, przekroje Poinca-
rego. Chociaz wskazniki te s3 powszechnie uzywane, wiadomo, zZe rozwiaza-
nia quasi-okresowe z duza liczba czgstoSci moga produkowaé podobne efekty
do tych obserwowanych dla chaosu deterministycznego. Bardziej precyzyjnym
narzgdziem detekcji chaosu deterministycznego sa tzw. wskazniki Lapunowa.
WielkoSci te zostaty uzyte przez ich autora w 1890 r. do badania stabilnoSci
(niestabilno$ci) periodycznych orbit. W teorii chaosu deterministycznego maja
one zastosowanie do badania uktadu zlinearyzowanego:

gdzie o' = x'(r) — X'(¢) sa sktadowymi wektora separacji wzgledem pewnej
trajektorii odniesienia x'(r). Tak wigc naturalnym Srodowiskiem dla uzycia
wskaznikéw Lapunowa sa liniowe nieautonomiczne réwnania rdzniczkowe

& = A(d)x, X € R".
dt

Kiedy M jest zwarta przestrzenia Riemanna, na ktérej okreslony jest nasz
uktad (pole wektorowe), wéwczas wyktadniki Lapunowa w punkcie m € M
sa zdefiniowane jako eksponenty zlinearyzowanych orbit przechodzacych
przez m. Twierdzenie Oseledca gwarantuje, ze istnieje skoriczona granica
w definicji charakterystycznego wskaznika Lapunowa (w skrécie LCE):
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2
i Ly Je@l
a@-0.r=f  Ja(0)[

1

Ap = 5
gdzie lou|? jest norma wektora separacji. Powszechnie uznana definicja chao-
su jest warunek dodatno$ci LCE dla uktadu okreslonego na przestrzeni fazo-
wej o mierze skoficzonej, gdy zbiér warunkéw poczatkowych prowadzacych

do chaotycznego zachowania trajektorii ma dodatnig miar¢ Lebesgue’a.
Wiasno$¢ WNC oznacza, ze

le @1 = o Q) exp (4., 0.

Wskazniki Lapunowa sa na ogét liczone numerycznie; startujac z pewnej
znanej trajektorii odniesienia i z warunku poczatkowego [o(0)[. Zatézmy,
ze po pewnym interwale czasu s dystans oo wzrdst do wartosci o;. Wéwczas
dokonujemy renormalizacji, tj. redukujemy dlugo$é¢ wektora |o(s)|| do war-
tosci |ou(0)| = a, i traktujemy ja jako warunek poczatkowy dla kolejnego
rozwigzania. Stosujac te metode wiele razy, uzyskujemy ciag o, o, .... 1 se-
paracja po n krokach o dtugosci s bedzie réwna:

la (ns)| = apa, ...

n

Wtedy LCE liczymy z wzoru:

.1
XLap(xO) = lnlz:%k;nln o,.

Uktad jest chaotyczny, gdy kLap(xo) > 0 dla prawie wszystkich x,.
Sprébujmy w sposéb bardziej nieformalny przyjrzeé si¢ znaczeniu wskaz-
nikéw Lapunowa w teorii chaosu. Kazdy z nas ma intuicj¢ pojecia stabilnosci
lub niestabilnosci. Niestabilny jest np. stan otéwka stojacego na szpicu albo
ruch kulki staczajacej si¢ po zboczu goéry. Jednoczesnie ruch tej kulki w doli-
nie bedzie stabilny. Doktadniejszy wglad w stabilno$¢ uktadu uzyskamy, jesli
zanalizujemy zachowanie matych odchylefi od odpowiedniego rozwigzania
(stanu stacjonarnego). W stanach stacjonarnych warto$ci zmiennych fazowych
nie zmieniajg si¢ czasie. Jednakze male odchylenia od stanéw stacjonarnych
(8x%) beda juz si¢ zmienia¢ w czasie i tempo tych zmian bgdzie wyznaczone
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przez uktad liniowych réwnan rézniczkowych. Rozwiazania tych réwnan beda
si¢ wyraza¢ przez eksponenty typu (exp A;f), w ktérych wystapia liczby A;
bedace wartoSciami wlasnymi macierzy linearyzacji. Liczby te sa niczym
innym jak wskaZnikami Lapunowa. Je§li wszystkie wskazniki Lapunowa sa
ujemne, to stan uktadu jest stabilny. Jesli chociazby jedna z wartoSci wskaz-
nikéw Lapunowa byla dodatnia, to stan uktadu jest niestabilny. Faktycznie
wowczas odchylenia dx; narastaja w czasie. We wspomnianym przyktadzie
otéwka ustawionego na szpicu istnieje dodatnia wartos¢ A, réwna w przybli-
zeniu 10 s™'. Wobec tego w czasie 10 s poczatkowe odchylenie wzrosnie ¢!
~ 10* razy. Ta liczba jest astronomiczna i oznacza, ze otéwek utrzyma sie
na szpicu przez 10 s, jes§li poczatkowe odchylenie bytoby mniejsze od
10%° cm. Liczba ta jest absurdalnie mata, mniejsza niz dlugosé Plancka,
i z taka dokladno$cia nie da si¢ zada¢ warunkéw poczatkowych.

W ogélnym przypadku wskazniki Lapunowa moga by¢ zespolone. O stabil-
nosci standw uktadu decyduja wéwczas czgSci rzeczywiste tych wartosci.

Analiza niestabilnoS$ci ruchu uktadu opiera si¢ na badaniu ewolucji matych
odchylen od zadanej trajektorii (a nie punktu stacjonarnego). Wskazniki Lapu-
nowa nie sg juz w tym przypadku state i zaleza od czasu. Trajektorie beda
niestabilne, jesli wsrod wskaznikow Lapunowa znajdzie si¢ chociaz jeden,
ktérego czgsC rzeczywista jest dodatnia, przy ¢ — co. Podkre§lmy wazna wias-
nos$¢ wskaznikéw Lapunowa — sa one charakterystycznymi (albo wlasnymi)
liczbami uktadu i nie zaleza od warunkéw poczatkowych. W ten sposéb sta-
bilnoé¢ albo niestabilno§¢ wyznaczona za ich pomoca jest wewnetrzna wias-
no$cig badanego ukladu, a nie wynikiem zewnetrznego oddzialywania. To
wlasnie z tego powodu wskaZniki Lapunowa nadaja si¢ do detekcji chaosu.

Fakt istnienia prostych uktadéw dynamicznych o ztozonym zachowaniu
kaze nam poddaé rewizji pewne, wydawatoby sig, ustalone na zawsze pojecia
w fizyce. I tak np. dla niestabilnych uktadéw traci sens pojecie uktadu izolo-
wanego i nowego spojrzenia wymaga pojecie przyczynowosci. Tego rodzaju
zmiany sa charakterystyczne dla nowego paradygmatu zlozonosci w dyna-
mice.

Zastan6wmy si¢ na zakorniczenie nad pojgciem przyczynowosci. Zwykle
pod pojeciem przyczyny rozumiemy warunki poczatkowe, ktére zgodnie z dy-
namika uktadu prowadza do okre§lonego skutku. W tym jezyku znalezienie
zwigzku przyczynowego oznacza zrozumienie dynamiki poszczegdlnych pro-
ceséw przejsciowych. Caly czas implicite zaktadamy, ze przyczyna i skutek
sq wspdOtmierne (poréwnywalne). Dla proceséw stabilnych (albo tzw. neutral-
nie stabilnych, dla ktérych czgsci rzeczywiste sa rOwne zeru) przyczyna i sku-
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tek sa zawsze wspdéimierne. Natomiast dla uktadéw niestabilnych sytuacja jest
diametralnie inna. Bardzo mata przyczyna moze prowadzi¢ do skutku, ktérego
skala jest nieporownywalna z przyczyna. Zwykle w takich sytuacjach najczes-
ciej mOéwimy, ze przyczyna niewspotmiernosci jest niestabilno$¢, a nie mate
poczatkowe zaburzenie. Przy tym zachodzi istotne przesunigcie pojeé, przy-
czyna jest wewnetrzna wilasno§¢ uktadu, a nie zewnetrzne oddzialywanie.
Ilustruje to dobrze przyktad wzigty z zycia.

Rozwazmy dwie sytuacje. W pierwszej butelka Bordeaux stoi na $rodku
stolu (stan stabilny). Kto§ przechodzit koto stotu i nieostroznym ruchem stra-
cit ja, butelka si¢ rozbila. Powstaje pytanie: gdzie tkwi przyczyna tego ubole-
wania godnego zdarzenia? Albo inaczej: kto jest winien? Oczywiscie, ze
winien jest cztowiek, ktéry stracit butelke. Rozwazmy drugi wariant: ta sama
butelka stoi tym razem na brzegu stolu. Wystarczy male przesunigcie i spad-
nie (jej stan jest bliski niestabilnemu). Przelatuje mucha — i butelka si¢ rozbi-
ja. Zadajemy to samo pytanie: kto jest winien? Nikt o zdrowych zmystach nie
obwini muchy za ten pozatowania godny incydent, raczej powie, Ze przyczyna
zdarzenia lezy w niestabilnym polozeniu butelki. Winien jest ten, kto ja tam
postawit. Zawsze musi by¢ kto§ winien. Zauwazmy, ze u podstaw stwierdze-
nia ,,zdarzenie zaszto przypadkowo” réwniez lezy niestabilno$¢ uktadu dyna-
micznego.
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THE IRREGULAR BEHAVIOUR OF THE SIMPLE DETERMINISTIC SYSTEMS

Summary

In the present paper it is discussed the irregular behaviour of the simple deterministic
systems. It is studied how the understanding of complexity has changed in dynamics.



