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ZAGADNIENIE NIEOBOWIAZYWALNOSCI
PRAWA WYELACZONEGO SRODKA
W INTUICJONISTYCZNYM RACHUNKU ZDAN

W 1952 r. holenderski uczony L. E. J. Brouwer napisal, ze dogmat o 0gdl-
nej waznosci zasady wylaczonego Srodka jest swoistym fenomenem w historii
cywilizacji, podobnie jak dawne wierzenie w wymierno$¢ liczby m lub w ruch
firmamentu wok6t Ziemi'. Niewatpliwie prawo wylaczonego $rodka jest
uwazane przez wspolczesnych logikéw za bodajze najbardziej problematyczne
ze wszystkich logicznych praw. Obiekcje pod jego adresem zglaszaja zar6wno
zwolennicy tzw. logik wielowarto$ciowych, w ktorych to logikach przyjmuje
ono trzecig warto$¢ logiczna, r6zng od prawdy i falszu, jak i teoretycy me-
chaniki kwantowej powolujacy si¢ na paradoksalna zasad¢ niecoznaczonosci
Heisenberga, wedlug ktérej pewne wielko§ci w mechanice kwantowej nie
moga by¢ lacznie okreSlone.

Jednakze wydaje sig, ze najbardziej powazna i chyba najbardziej znana
krytyka zasady wylaczonego §rodka zwigzana jest z intuicjonizmem. Zasada
ta nie obowiazuje w intuicjonistycznym rachunku zdan. Nasuwa si¢ natych-
miast pytanie: dlaczego prawo, ktore ma nieckwestionowana pozycje w kla-
sycznym rachunku logicznym, jest przedmiotem tak zawzigtych atakéw ze
strony przedstawicieli logiki intuicjonistycznej? Co wlasciwie oni krytykuja?

W zwiazku z analizami oraz porzadkowaniem réznych stanowisk dotycza-
cych nieobowigzywalno$ci prawa wylaczonego Srodka podejmie sig w tym
artykule takze prébg poszukiwania gléwnych pytan, ktdére implicite stawia

' Historical Background, Principles and Methods of Intuitionism, ,South African Journal
of Science”, 49(1952) 141 n.
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przedstawiciel logiki intuicjonistycznej. Tego typu dociekan nie mozna zna-
lez¢é w literaturze. Niektdrzy autorzy wypowiedzieli tylko uwagi dotyczace
gléwnych pytaf, zwiazanych z tymi typami wiedzy teoretycznej, gdzie z po-
wodzeniem moze by¢ stosowany klasyczny rachunek zdafd. W koficowej partii
wypowiedziane beda réwniez uwagi dotyczace rozumienia przez intuicjoni-
stow pojecia konstruowalnos$ci.

Dobrze bedzie zatem na poczatku przyjrzeé sig pokrétce przedmiotowi
owego sporu — prawu wylaczonego Srodka. Formalny zapis prawa p v ~ p
moze byé interpretowany metalogicznie (semantycznie): z dwdch zdan
sprzecznych co najmniej jedno jest prawdziwe; albo ontologicznie (logicznie):
z dwbch sprzecznych standw rzeczy przynajmniej jeden istnieje (zachodzi).
LSwiat jest taki, ze p, lub nie jest taki, ze p. A wigc $wiat jest taki, ze: p lub
nie-p. Swiat jest wiec taki, ze spelnione jest w nim prawo wylaczonego §rod-
ka” — pisze A. Grzegorczyk®. Zdaniem polskiego autora obowigzywalnosé
analizowanego tu prawa oraz innych praw klasycznego rachunku zdah mozna
uzasadni¢ w rozwazaniach zwigzanych z ontologicznym podej§ciem do rze-
czywisto$ci, tj. takim, ze poszukuje si¢ odpowiedzi na pytanie: ,Jaki jest
§wiat?” W uzasadnieniu tego rodzaju nie interesuja nas metody i mozliwosci
naszego poznania. ,,Przyjmujemy, ze $wiat jest jaki§ bez wzgledu na to, czy
mamy mozliwosci si¢ o tym przekonaé, czy nie. «Platon byl w Indiach lub
nie byl w Indiach» uznajemy za prawde, chociaz nie mozemy si¢ przekonad
o prawdziwosci zdan skladowych wystepujacych w tym zdaniu zlozonym™.

W zwigzku z tego typu rozumieniem prawa wylaczonego Srodka wylaniaja
si¢ pewne trudno$ci. Autorem jednej z nich jest B. Russell: ,Dzigki prawu

2 Nieklasyczne rachunki zdar a metodologiczne schematy badania naukowego i definicje
pojeé¢ asertywnych, ,Studia Logica”, 20(1967) 118.

3 Tamze. Warto dodaé, ze zasada wylaczonego srodka jest jedng z najwazniejszych zasad
ogdblnej teorii bytu. W przyblizeniu mozna ja sformutowaé nastgpujaco: ,, Kazdy byt istnieje lub
nie istnieje” oraz ,Kazdy byt jest okreflong trescia istniejaca lub nie jest okreSlong trescig
istniejaca”. Zasada ta stwierdza, ze kazdy byt jest czym§ okre§lonym, odre¢bnym od drugiego
bytu oraz ze migdzy bytem a niebytem nie ma nic posredniego. Ponadto ontologiczne (meta-
fizyczne) rozumienie tej zasady oraz zasady niesprzecznosci daje podstawy do wydobycia tresci
semiotycznej dotyczacej funktoréw negacji, koniunkcji i alternatywy. Jest to rozumienie kla-
syczne, na ktérym oparte sg sformutowania odpowiednich praw klasycznej logiki zdan. Krétko
mdwigc, istnieje mozliwo$é filozoficznego uzasadnienia obowiazywalnosci klasycznego rachun-
ku zdaii na podstawie zwiazkéw zachodzacych w rzeczywistosci. Por. S. K i ¢ z u k, Zagad-
nienie obowigzywalnosci klasycznego rachunku zdan, ,Roczniki Filozoficzne”, 36(1988), z. 1,
s. 39-56. Artykul ten (a dokladniej méwigc — jego tytul) byl inspiracja do nadania tytulu
niniejszej pracy.
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wylaczonego §rodka albo «A jest B», albo «A nie jest B» musi by¢ prawdzi-
we. Stad albo «Obecny krél Francji jest lysy», albo «Obecny krol Francji nie
jest tysy» musi by¢ prawdziwe. A zatem jeSli sporzadzimy wykaz rzeczy,
ktore sa lyse i rzeczy, ktére nie sa lyse, to nie powinni§my znalezé kréla
Francji na zadnej liScie. Heglisci, ktérzy maja upodobanie do syntez, prawdo-
podobnie skonkludowaliby, ze on nosi peruke”®. Trudno§é polega na tym,
ze tak odmienne przypadki, jak niebycie zadnym krdlem Francji oraz bycie
krélem Francji z bujna czupryng sa zaklasyfikowane razem. Dwie wyklu-
czajace si¢ bowiem alternatywy: ,,Obecny krél Franciji jest tysy” i ,,Obecny
krél Francji nie jest tysy” zdaja si¢ nie wyczerpywaé wszystkich mozliwosci,
nie dopelniaja si¢ wzajemnie. Obecny krél Francji nie jest lysy, bo go nie
ma. Mozna chyba powiedzieé, ze mamy naturalng tendencjg do podzialéw
dychotomicznych. Tam, gdzie takie dychotomizowanie dzieli cate uniwersum,
prawo wylaczonego Srodka stosuje si¢ z powodzeniem®, ale faktem jest, ze
zwykle jeste§my zainteresowani tylko okre§lona cze$cia uniwersum. Mozna
wtedy ,,naprawi¢” brak adekwatno$ci w jakim§ alternatywnym zdaniu przez
wprowadzenie okresu warunkowego, np. ,,Jesli istnieje taka osoba, jak krél
Francji, to jest on lysy albo nie jest on lysy”. Zazwyczaj jednak taki tryb
warunkowy nie jest wprost wypowiedziany, lecz implicite zakladany. Do
zagadnieri, ktére sa rozwazane w jakim$§ ograniczonym uniwersum, prawo
wylaczonego Srodka stosuje si¢ w ramach tego ograniczonego pola i nie jest
to bynajmniej argument przeciwko ogélnej waznosci klasycznego prawa®.

Druga sprawa zwiazana z prawem wylaczonego Srodka jest sprawa definio-
wania poje¢é. Wedle G. Fregego omawiane prawo jest inna postacia wymogu,
aby pojecia mialy ostre zakresy. W przeciwnym razie, kiedy pojecia sa
niewyraZne i niejasne, istnieje watpliwos¢, czy stosuja si¢ do niego czy nie.
Zatem stosowanie metnych pojeé byloby pogwalceniem prawa wylaczonego
§rodka (a takze prawa niesprzecznoéci)7.

* On Denoting, {w:] Logic and Knowledge: Essays 1901-1950, ed. R. C. Marsh, London
1955, s. 48.

’ Nasuwa si¢ od razu analogia do podziatu logicznego, ktérego formalnymi warunkami
poprawnosci sg adekwatno$é i roztacznos$é. Uwaza sig, ze w podziatach dychotomicznych
warunki te sg zagwarantowane przez prawa logiki: adekwatnosé gwarantuje prawo wylaczonego
srodka, a roziaczno$é ~ prawo niesprzecznosci.

¢ Por. N. Coo per, The Law of Excluded Middle, ,Mind”, 87(1978), No. 346,
s. 161-164.

7 Por. Frege's Philosophical Writings, ed. P. T. Geach, M. Blacks, Oxford 1970, s. 159.
Te i im podobne problemy zwiazane z prawem wylaczonego $rodka — jego rozumieniem
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Obydwie te trudnosci, ktére N. Cooper nazywa TND-niedostatkami (ter-
tium non datur®), mozna w pewien sposéb przezwyciezyé, a co wazniejsze,
nie dotykaja one bezposrednio samego prawa, lecz jego zastosowan. I podob-
nie jak nie krytykujemy prawa arytmetyki, np. 2 + 2 = 4, za to, Ze nie stosu-
ja sie do niego polozone obok siebie kulki cieczy, tak nie ma powoddéw do
odrzucania prawa wylaczonego Srodka na podstawie faktu poslugiwania sig
niejasno okre§lonymi pojeciami czy ograniczonym uniwersum.

Pojawiaja si¢ tez opinie, iz klasyczne prawo wylaczonego $rodka prowadzi
do paradokséw, jak chociazby paradoks zdania samoreferencjalnego ,,To
zdanie jest falszywe”. Jesli zalozymy, Ze spelnia ono omawiane prawo, to jest
zaréwno prawdziwe, jak i falszywe®. W zwiazku z tym zarzutem F. B. Fitch
argumentuje, ze wyrazenia typu ,To zdanie jest falszywe” nie moga byé
uwazane za zdania w sensie logicznym, gdyZz nie sa ani prawdziwe, ani fal-
szywe. Sa one pozbawione znaczenia. Tym samym nie mogg figurowaé w
podstawieniowych przykladach logicznych praw. Sama zewngtrzna forma nie
wystarczy, aby traktowaé jakie§ zdanie jako podstawienie TND. I tak przy-
klad Russella ,,Poczwérmosé pije zwloke lub poczwoérno$é nie pije zwloki” nie
jest poprawnym podstawieniem prawa, ale bezsensownym wyrazeniem.

Powyzej zarysowane trudno$ci pojawiajace si¢ w zwiazku z klasycznym
TND (KTND) nie wydaja si¢ az tak powazne, aby mogly zdyskredytowaé
samo to prawo. W ogniu krytyki naukowej znalazlo si¢ ono dopiero za spra-
wa intuicjonistéw. S. Haack'® ujmuje strukture intuicjonistycznej krytyki
logiki klasycznej nastgpujaco:

(1) subiektywistyczne, konstruktywistyczne spojrzenie na matematyke
podtrzymuje teze, ze

(2) pewne czg$ci matematyki klasycznej sa nieakceptowalne,

i (3) to, ze logika jest deskrypcja ogélnie waznych form matematycznego
rozumowania, podtrzymuje tezg, iz

(4) pewne czgsci logiki klasycznej sa bledne.

i obowigzywalno$cig — poruszali w swoich pracach réwniez polscy autorzy, jak np. J. Lukasie-
wicz, Z. Zawirski, K. Ajdukiewicz, T. Czezowski, T. Kotarbifiski oraz z bardziej wspélczes-
nych Z. Kraszewski i M. Przéelecki.

8w dalszej czgsci artykulu na oznaczenie prawa wylaczonego $rodka bede uzywaé
skrétu TND.

% Podobnie jest z paradoksem Russella klasy wszystkich klas, ktére nie sg swoimi
elementami.

19 Deviant Logic, Cambridge 1974, s. 92.
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Jesli ten schemat jest poprawny, to odrzucenie pewnych klasycznych praw ma
glebsze podstawy, siggajace rewizji ujgcia stosunku logiki do innych dyscy-
plin, gtéwnie do matematyki'l.

Tworca intuicjonizmu L. E. J. Brouwer argumentuje, Ze w dziedzinie mate-
matyki mozna znaleZ¢ kontrprzyklady dla prawa wylaczonego Srodka. Defi-
niuje on pewng wlasnos¢ F taka, ze

(a) dla kazdej liczby naturalnej mozna wykazaé, iz posiada ona F, lub

mozna wykazaé, iz nie moze ona posiadaé F,
lecz (b) nie jest znana zadna metoda stluzaca do skonstruowania liczby posia-

dajacej F
i (c) nie udowodniono, iz zatozenie, ze taka liczba istnieje, prowadzi do

sprzecznosSci.
Zatem wedlug Brouwera

(d) liczba naturalna posiadajaca F istnieje lub nie moze istnieé, ktére to

wyrazenie, bedace odczytaniem formalnego zapisu (Ix)Fx v —(Ix)Fx, nie
moze by¢ prawdziwe. Jest tak dlatego, iz moze nie by¢ mozliwe ani skon-
struowanie liczby posiadajacej F, ani udowodnienie, ze taka liczba nie moze
by¢ skonstruowana. Wyprowadzenie sprzeczno$ci z zalozenia, ze liczba z F
nie moze by¢ skonstruowana, nie byloby jeszcze dowodem na to, iz ta liczba
istnieje, gdyz dowie$¢ istnienia liczby posiadajacej F to tyle, co skonstruowac
(obliczy¢) taka liczbg. A wigc obalenie zdania —(3x)Fx nie jest jeszcze uza-
sadnieniem tezy (3x)Fx'2. Ostatecznie nie jest prawda, ze liczba posiadajaca
F istnieje lub nie istnieje. Nie jest przy tym jasne, czy TND jest uwazane
jako falszywe, czy tez pozbawione warto$ci prawdy. Argumentacja Brouwera
sugeruje, ze obydwa skladniki: (3x)Fx i —(3x)Fx sa falszywe i stad mozna
wyprowadzié falszywo§¢ calej alternatywy.

PrzeS§ledZmy jeszcze argumentacj¢ A. Heytinga, ktory byl najwybitniejszym
uczniem Brouwera, tworczo rozwijajacym idee intuicjonizmu. Heyting wycho-
dzi od poréwnania dwéch definicji liczb naturalnych:

I. k jest najwigkszg liczbg pierwszg taka, ze k — 1 jest takze liczbg pierwsza
lub k = 1, jezeli taka liczba nie istnieje; :

1 Angielska autorka wiaze logike intuicjonistyczng z taka wlasnie strategia powodujacg
zmiang¢ systemu logicznego. Por. S. H a a ¢ k, Philosophy of Logics, Cambridge 1978, s. 152-
156. i

12 Jak wynika z tego przykladu, w intuicjonistycznym rachunku zdaf nie obowiazuje
réwniez mocne prawo podwdjnego przeczenia - —p — p. Ta sprawa bedzie jeszcze szerzej
oméwiona.
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II. [ jest najwiekszg liczba pierwsza taka, ze [ — 2 jest takze liczba; pierwsza
lub [ = 1, jezeli taka liczba nie istnieje.

Matematyka klasyczna nie dostrzega réznic pomigdzy tymi definicjami,
natomiast dla intuicjonistéw wazne jest to, ze k moze by¢ wyliczona (k = 3),
podczas gdy nie mamy zadnej metody wyliczenia [. Nie wiadomo bowiem,
czy ciag liczb pierwszych bliZniaczych p, p + 2 jest skoriczony czy nie.
W zwiazku z tym intuicjoni$ci odrzucajg drugg jako definicje liczby natural-
nej, gdyz uwazaja, Ze liczba naturalna jest dobrze zdefiniowana tylko wtedy,
gdy dana jest metoda jej wyliczenia. W ten sposéb dochodzi do odrzucenia
TND; gdyby bowiem ciag liczb pierwszych blizniaczych byl skorficzony lub
nie byl skoriczony, wtedy druga definicja definiowalaby liczbg naturalna.
Zdaniem Heytinga logik klasyczny zwrécilby uwage, ze nasza wiedza o ist-
nieniu czy nieistnientu ostatniej pary liczb pierwszych bliZniaczych zalezy od
wielu przypadkowych okoliczno$ci i nie ma wplywu na prawde matematycz-
ng. Albo istnieje nieskoriczenie wiele takich par i wtedy / = 1, albo ich liczba
jest skoriczona i wtedy [/ jest réwne najwigkszej liczbie pierwszej takiej, ze
[ — 2 jest tez liczbg pierwsza. W kazdym mozliwym do pomyS§lenia przypad-
ku [ jest zdefiniowana, nie ma wigc znaczenia, czy potrafimy te liczbg wyli-
¢zyé czy tez nie'.

Z intuicjonistycznego punktu widzenia definicja druga stalaby si¢ popraw-
na, gdyby zostal rozwigzany problem liczb pierwszych blizniaczych W zwiaz-
ku z tym K. Menger'* proponuje nastepujacy eksperyment myslowy: zatéz-
my, iz udowodniono, Ze istnieje nieskoriczenie wiele liczb pierwszych bliZnia-
czych. Czy — pyta dalej Menger — przed momentem udowodnienia [ = 1, czy
nie? Aby wyjasnié sens tego rzekomo klopotliwego pytania, trzeba, zdaniem
Heytinga, odwolaé si¢ do istniejagcego niezaleznie od naszej wiedzy §wiata
przedmiotéw matefnatycznych, w ktoérym ,,/ = 1” jest prawdziwe w pewnym
absolutnym sensie. Jednakze intuicjonista zdecydowanie odrzuca tego typu
metafizyczne zalozenia, ograniczajac si¢ do badania my§lowych konstrukcji
matematycznych jako takich. Twierdzenie matematyczne jest tylko stwierdze-
niem, ze zostala wykonana pewna konstrukcja matematyczna, natomiast przed
wykonaniem konstrukcji nie ma jeszcze twierdzenia. Z uwagi na powyzsze
ustalenia mozna wigc powiedzieé, ze intuicjonista stawia pytanie nast¢pujace:
Czy zostala wykonana w moim umysle okres§lona konstrukcja matematyczna?

:13 A.Heytin g, Intuitionism: An Introduction, Amsterdam 1966, s. 1 n.
Y Der Intuitionismus, ,Blatter deutscher Philosophie”, 4(1930) 311-325.
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Wiele przykladéw (podobnych do powyzszego) podaja intuicjonisci jako
argument przeciwko ogdlnej obowiazywalno$ci prawa wylaczonego $rodka.
Rodzi si¢ jednak w tym miejscu pytanie — czy prawo wylaczonego $rodka
odrzucone przez zwolennikéw logiki intuicjonistycznej jest tym samym pra-
wem, ktére obowigzuje w logice klasycznej? Inaczej méwiac: czy odrzucane
TND jest identyczne z KTND? Gdyby tak faktycznie bylo, nalezaloby docie-
kaé przyczyn takiego stanu rzeczy. Z pewno$cia mozna by wtedy powiedziec,
ze systemy te sa konkurencyjne, cho¢ wydaje sig¢, iz rachunek intuicjonistycz-
ny bylby konkurentem nie zastugujacym na to, aby go powaznie traktowac.
Wszystko wskazuje jednak na to, ze tak nie jest. Formuty prawa, choé maja
taki sam zapis, przypuszczalnie maja rézne znaczenia, stwierdzajg co innego.
A przeciez prawo logiki to nie tyle jego symboliczny zapis, co treS¢ prawa.

Znaczenie prawa wylaczonego §rodka zalezy od znaczenia dwéch wyste-
pujacych w nim stalych logicznych: funktoréw negacji i alternatywy. Docie-
kania zwigzane z rozumieniem tych funktoré6w w logice intuicjonistycznej
przedstawimy na podstawie deklaratywnych wypowiedzi réznych autoréw na
ten temat, a takze analizy kontekstow wystgpienia tych stalych logicznych.

Warto na poczatku zauwazy¢é, ze wedlug stanowiska intuicjonistow twier-
dzenie logiczne nie jest niczym innym, jak tylko twierdzeniem matematycz-
nym o najwyzszym stopniu ogélno§ci. Za zmienne zdaniowe logiki intuicjo-
nistycznej mozna podstawiaé wylacznie zdania matematyczne. Pytanie, czy
logika ta znajduje zastosowanie poza matematyka, pozostaje poza obszarem
zainteresowan intuicjonistow.

Ponadto intuicjoniSci odrézniaja zdania i asercje. Asercja jest uznaniem
zdania. Zdanie matematyczne wyraza pewne oczekiwanie, np. zdanie ,,Stala
Eulera C jest wymierna” wyraza oczekiwanie, ze potrafimy znalezé dwie
liczby calkowite a i b takie, ze C = a/b. Byé moze — jak sugeruje Heyting
— bardziej odpowiednie byloby tu slowo ,intencja”, stosowane przez fenome-
nologdéw. Intuicjonisci uzywajg stowa ,,zdanie” na oznaczenie intencji wyraza-
nej jezykowo przez zdanie. Intencja natomiast odnosi si¢ nie tylko do stanu
rzeczy uwazanego za istniejacy niezaleznie od nas, lecz takze do doswiad-
czenia, uwazanego za mozliwe'®. Uznanie zdania oznacza wypelnienie inten-
cji, np. asercja ,,C jest wymierne” oznaczalaby, ze faktycznie znaleziono
wymagane liczby. Asercjg od odpowiadajacego jej zdania odrdznia si¢ za
pomoca znaku ,, -, wprowadzonego przez Fregego. Uznanie zdania nie jest

S Por. A.H e y tin g, Intuicjonistyczne podstawy matematyki, [w:] Filozofia matematyki.
Antologia tekstow, red. J. Misiek, Krakéw 1986, s. 33.
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wigc samo zdaniem, lecz stwierdzeniem empirycznego faktu, mianowicie
wypekienia intencji wyrazonej przez zdanie.

W $wietle powyzszych uwag latwiej bedzie uchwyci¢ sens funktoréw
stuzacych do tworzenia z pewnych zdaii — zdan (bardziej) zlozonych. Przede
wszystkim zostanie poddany analizie funktor negacji, ktérego idiosynkryzje
znaczeniowe — zdaniem M. Dummetta — ponosza win¢ za odrzucenie przez
intuicjonistow TND'®. W przeciwiefistwie do niego J. Lukasiewicz za ten
fakt obarcza odpowiedzialno$cia sposéb rozumienia alternatywy'’. Intuicjo-
nistyczna interpretacja negacji rézni si¢ od zwyklego jej rozumienia. Po
pierwsze — wedle intuicjonistéw — nalezy odrézni¢ uzycie slowa ,,nie” w ma-
tematyce (a tym samym i w logice) od stosowania go w wyjas$nieniach nie-
matematycznych, wyrazonych w jezyku potocznym. W twierdzeniach matema-
tycznych niejasno$ci nie moga powstaé: ,nie” zawsze ma Scisly sens. ,,Zdanie
p nie jest prawdziwe” lub ,,zdanie p jest falszywe” oznacza: ,jesli zalozymy
prawdziwos$é p, dojdziemy do sprzeczno$ci”. Gdy jednak méwimy, Zze genera-
tor liczby ¢'® nie jest wymierny, nie uwaza sig tego za twierdzenie matema-
tyczne, lecz za wypowiedZ na temat stanu rzeczy; rozumie si¢ przez to, Ze,
jak dotad, nie podano dowodu wymiernosci ¢. Poniewaz nie zawsze latwo
widaé, czy zdanie uwaza sig¢ za twierdzenie matematyczne, czy za wypowiedZ
na temat aktualnego stanu naszej wiedzy, Heyting przestrzega, aby byé
“ostroznym w formulowaniu takich zdai. Tam, gdzie pojawia si¢ niebezpie-
czeRstwo niejasno$ci, matematyczng negacje wyraza si¢ méwiac: ,,niemozliwe
jest, ze ...”, ,falszem jest, ze ...”, ,nie moze by¢, aby ...” itp., podczas gdy
faktualng negacj¢ wyraza si¢ przez: ,nie mamy prawa twierdzié, ze ...”, ,nikt
nie wie, ze ...” itd. '

Po drugie, zgodnie z ogblng tendencja panujaca wéréd intuicjonistéw do
oczyszczania matematyki (tym samym logiki) od negatywnych mys$li, negacja
w ujeciu intuicjonistycznym jest czym§ w pelni pozytywnym'®. Mozna po-

18 por. Antyrealistyczne spojrzenie na jezyk, mysl, logike i historig filozofii analitycznej.
Z Michaelem Dummettem rozmawia Fabrice Pataut, ;Kwartalnik Filozoficzny”, 26(1998), z. 1,
s. 170.

"por. . Lukasiewicz, O intuicjonistycznym rachunku zdan, [w:] tenze,
Z zagadnieri logiki i filozofii, pod red. J. Stupeckiego, Warszawa 1961, s. 267.

18 Jezeli 9 -z pierwszego ciagu 0123456789 w liczbie m jest k-ta cyfra po przecinku,
105 -1

19 3 x 1Ok . . . . 4 s

Zdaniem Hossacka w takim stanowisku mozna si¢ dopatrzy¢ wplywu Locke’a, wediug

ktérego asercja jest polaczeniem dwdch idei, negacja za$ ich separacja. Locke traktowat zatem
rozdzielenie jako pozytywny czyn ze strony czlowieka, a tym samym uwolnil negacje od

to ¢ =
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wiedzie¢, ze negacja jest intencja sprzeczno$ci zawarta w intencji pierwotne;j.
Heyting podaje taka oto nieformalng definicje negacji: Zdanie ,,C nie jest
wymierne” oznacza oczekiwanie, ze z zaloZenia o wymierno$ci C mozna
wyprowadzi¢ sprzeczno$¢. Warto zauwazy¢, iZ negacja zdania odsyla zawsze
do procedury dowodowej, prowadzacej do sprzeczno$ci, nawet jesli zdanie
wyjéciowe nie sugeruje zadnej procedury dowodowej®. Trzeba jednak na
chwile zatrzymad si¢ na kwestii rozumienia sprzeczno$ci. W stosunku do
powyzszej definicji wydaje si¢ bowiem, Ze mozna postawi¢ zarzut cyrkular-
nosci, gdyz naturalny sposéb rozumienia sprzecznoSci jest taki, iz wymaga
asercji i negacji tego samego zdania. Heyting proponuje, aby pojecie sprzecz-
noéci uznaé za pojecie pierwotne, jako ze ,,zredukowac je do pojeé prostszych
byloby niezmiemie trudno, natomiast latwo jest rozpoznaé sprzecznos$¢ jako
takg. We wszystkich praktycznie przypadkach da si¢ ona sprowadzié¢ do po-
staci 1 = 22!, Heyting stoi wigc na stanowisku, ze pojecie sprzecznosci jest
wystarczajaco jasne i ze negacji na niej opartej mozna w matematyce uzywac.

Nie wszyscy autorzy podzielaja jednak ten ostatni poglad Heytinga. Prze-
ciwko wykorzystywaniu sprzecznoS$ci w matematyce najwyrazniej opowiedziat
si¢ G. F. C. Griss?®. Skonstruowal on intuicjonistyczny rachunek logiczny
bez pojecia negacji, w ktérym to rachunku wszystkie wyrazenia sg albo praw-
dziwe, albo Zle zbudowane. Podobnie M. Dummett nie przyjmuje rozwigzania
Heytinga w odniesieniu do pojgcia sprzecznosci i dlatego proponuje odmienne
rozumienie negacji. Wedle niego mamy dowdd negacji zdania p, jesli mamy
dowéd zdania p — O = 1. Lecz powyzszej definicji Dummetta zarzucono, ze
nie zapewnia ona jednoznacznego sensu negacjiz>. Jakkolwiek nie wszyscy

czystej negatywnosci. Por. K. G. H o s s a ¢ k, A Problem about the Meaning of Intuitionist
Negation, ,Mind”, 49(1990), No. 394, s. 207-209.

N por. He y tin g, Intuicjonistyczne podstawy matematyki, s. 33.

MTenze, Intuitionism [...], s. 98. Ostatnig tez¢ Heyting ilustruje nastgpujacym przy-
kladem. Rozwazmy zdanie ,¥2 jest liczba wymierng”. Wymaga ono konstrukeji liczb catkowi-
tych a, b takich, ze a> = 2b% Na podstawie znanego matematycznie rozumowania mozna
przypuscié, ze a i b sa wzglednie pierwsze. Z drugiej strony a jest parzyste, zatem 4 dzieli a?,
a stad 4 dzieli 2b% i b jest parzyste; a i b maja wicc wspSlny podzielnik 2. Przeczy to zatoze-
niu, ze a i b sa wzglednie pierwsze. Sprzeczno$¢ (w rozumieniu Heytinga) mozna wyrazi¢ w
takiej oto formie: najwigkszy wspdlny podzielnik dla a i b wynosi réwnoczesnie 1 i 2. Z tego
przykladu mozna wnioskowaé, ze Heyting uznaje za sprzeczno$¢ utozsamienie (réwnosc)
dwdéch réznych (nieidentycznych) przedmiotéw.

22 Negationless Intuitionistic Mathematics, p. I-1V, ,Indagationes Mathematicae”, 8(1946)
675-681; 12(1950) 108-115; 13(1951) 193-199, 452-471.

BPpor. Hos s ack, art. cyt.,, s. 213 n.
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logicy i matematycy zgadzajg si¢ z Heytingiem w kwestii rozumienia funktora
negacji, decydujemy si¢ na kontynuacje niniejszych rozwazan tokiem jego
mys$lenia jako prowadzacym dla intuicjonizmu.

Kazda matematyczng asercj¢ mozna wyrazi¢ w takiej oto postaci: ,,Wyko-
nalem w swoim umyS$le konstrukcje A”. Matematyczna negacje tej asercji
mozna wypowiedzie¢ jako: ,Wykonalem w swoim umys§le konstrukcje B, kt6-
ra wyprowadza sprzeczno$¢ z zalozenia, ze konstrukcje A doprowadzono do
korica”. Natomiast zaprzeczenie matematycznej asercji, czyli faktualna negacja
pierwszej asercji brzmi: ,Nie wykonalem w swoim umysSle konstrukcji A”.
Ostatnia wypowiedZ nie ma jednak charakteru matematycznego twierdzenia,
lecz jest empirycznym stwierdzeniem, ktére moze by¢ prawdziwe lub falszy-
we w zalezno$ci od tego, czy wykonalem konstrukcje czy nie®*.

W Swietle uwag zawartych w powyzszym akapicie wydaje si¢, ze na grun-
cie logiki intuicjonistycznej dla matematycznej negacji nie bedzie poprawne
pytanie, czy w swoim umyS$le wykonaltem, czy nie wykonatem konstrukcji A.
W zwiazku ze zdaniami przeczacymi poprawna wersja pytania bedzie naste-
pujaca: czy wykonalem w swoim umysle konstrukcje B, ktéra wyprowadza
sprzeczno$¢ z zalozenia, ze inna konstrukcja (A) zostala doprowadzona do
korica?

W intuicjonistycznym rachunku zdan funkcjonuje wigc mocna matematycz-
na negacja, oznaczana symbolem ,—". Heyting méwi, Ze osobliwoScia intui-
cjonistycznej negacji jest to, iz dotyczy ona tylko falszu de iure, podczas gdy
zazwyczaj negacja dotyczy falszu de facto (negacja faktualna). ,,W matematy-
ce intuicjonistycznej jedynie falsz de iure odgrywa rolg; wprowadzenie zwy-
klego falszu de facto weszloby w konflikt z zasada konstruowalno$ci”®.

W toku dotychczasowych wywodéw ustalono, Ze zdanie matematyczne p
zawsze wymaga konstrukcji matematycznej (o samej konstrukcji begdzie mowa
pb6Zniej) o pewnych danych wlasno$ciach; mozna zdanie to uznaé dopiero po
dokonaniu takiej konstrukcji. Ponadto — wedlug intuicjonistéw — konstrukcja
dowodzi zdania p (nazywa si¢c ja dowodem p)26.

Dowdd zdania jest wigc konstrukcja matematyczna, ktéra z kolei sama
moze by¢ traktowana matematycznie. Intencja takiego dowodu rodzi zatem
nowe zdanie: ,,Zdanie p jest dowodliwe”. Jesli oznaczymy je przez ,,+p”, to

#Por. Cooper, art. cyt., s. 167.
B Heytin g Intuitionism [...], s. 18.
% por. tamze, s. 98.
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.+ bedzie funkcja logiczna, mianowicie funkcja ,,dowodliwosci”. Asercje  p
i |+p majg dokladnie to samo znaczenie. Jesli bowiem p zostaje dowiedzio-
ne, dowodliwo$é p jest takze dowiedziona, a jesli +p zostaje dowiedzione, to
wypelnia si¢ intencja dowodu p, tzn. p zostaje dowiedzione. Niemniej zdania
p 1 +p nie sg identyczne. Heyting wyja$nia to na nastgpujacym przykladzie.
W obliczeniu stalej Eulera C moze si¢ zdarzy¢, iz jaka§ warto§¢ wymierna,
powiedzmy A, jest zawarta przez niezmiernie dlugi czas w przedzialach,
ktérymi coraz cia$niej otaczamy C, tak Ze ostatecznie podejrzewamy, iz
C = A, tzn. oczekujemy, Ze kontynuujac obliczanie C, stale bedziemy znajdo-
waé A w takich przedzialach. Ale podejrzenie to w zadnym wypadku nie jest
dowodem na to, ze tak bedzie zawsze. Zdanie +(C = A) zawiera zatem wigcej
tredci niz zdanie C = A.

Jedli natomiast zastosujemy negacje¢ do obu tych zdas, to nie tylko otrzy-
mamy dwa rézne zdania —p i ~+p; takze asercje | -p i | —+p beda rézne.
| —+p oznacza, ze przypuszczenie takiej konstrukcji, jakiej wymaga +p, jest
sprzeczne. Proste oczekiwanie p nie musi jednak prowadzi¢ do sprzecznosci.
Odnoszac to do przytoczonego wyzej przyktadu: zalézmy, ze udowodnili§my
sprzeczno$¢ zalozenia, iz istnieje konstrukcja dowodzaca, ze A lezy wewnatrz
kazdego przedzialu zawierajacego C ( |- —+p). Jednakze przypuszczenie, iz w
faktycznym obliczaniu C zawsze znajdziemy A wewnatrz naszego przedziatu,
nie musi prowadzi¢ do sprzecznosci. Mozna sobie wyobrazi¢, ze mozemy
dowie$¢ o tym ostatnim zalozeniu, iz jego sprzeczno$é jest niedowodliwa,
a zatem mozemy uznawaé jednoczes$nie | —+p oraz F—-p. W takim wypadku
problem, czy C = A, bylby z istoty nierozwiazalny.

Rozréznienie migdzy p i +p znika, gdy konstrukcja jest zamierzona w sa-
mym p, mozliwo$¢ bowiem konstrukcji da si¢ dowies¢ tylko przez faktyczne
jej dokonanie. Jesli ograniczymy si¢ do tych zdan, ktére wymagaja konstruk-
cji, funkcja logiczna dowodliwosci, ogdlnie rzecz biorac, nie pojawia sig.
Mozna natozy¢ te restrykcje, rozwazajac jedynie zdania postaci: ,p jest do-
wodliwe” lub, mdéwigc inaczej, traktujac wszelka intencje jako wyposazong
w dodang do niej intencje konstrukcji dla jej wypelnienia. W takim sensie —
stwierdza Heyting — nalezy rozumieé logike intuicjonistyczng rozwijang bez
uzycia funkcji +. Jego zdaniem wprowadzenie funkcji dowodliwosci do ra-
chunku logicznego rodzi powazne komplikacje, a jej warto$¢ praktyczna jest
minimalna?’.

Y Por.tenze, Surla logique intuitioniste, ,Bulletin de la Classe de Science”, 14(1930)
961 n.
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W prawie wylaczonego Srodka obok negacji wystepuje jeszcze druga stata
logiczna — alternatywa (lub). ,,p v q” oznacza intencj¢ wypelniang wtedy
i tylko wtedy, gdy wypelniana jest przynajmniej jedna z intencji p i ¢. Inny-
mi stowy, mozna uznaé¢ p v q wtedy i tylko wtedy, gdy mozna uznaé przy-
najmniej jedno ze zdafi p i gq. Przypomnijmy, ze — wedlug intuicjonistéw —
zdanie mozna uznaé tylko na podstawie (faktycznego) dowodu. W zwiazku
z tym mozna przyja¢ TND dla pewnego p wtedy i tylko wtedy, gdy p zostalo
dowiedzione lub zredukowane do sprzecznos$ci. Zatem dowdd, ze TND jest
og6lnie waznym prawem, musi polega¢ na podaniu metody, za pomoca ktorej
mozna dla dowolnego zdania dowie$¢ samo to zdanie lub jego negacje. W ten
sposéb formula TND oznacza oczekiwanie na matematyczng konstrukcje
(metod¢ dowodu) spelniajaca powyzszy warunek. Formula ta jest wigc zda-
niem matematycznym — kwestia jego stusznosci jest problemem matematycz-
nym. Majac powyzsze na uwadze, mozna powiedzie¢, ze zwolennik logiki
intuicjonistycznej jest uprawniony do postawienia pytania: czy istnieje meto-
da, za pomocg ktérej mozna dla dowolnego zdania dowie$¢ samo to zdanie
lub jego negacje?

Oto przyklady, jakimi postuguja si¢ intuicjonisci, aby rozwiazaé powyzszy
problem: Niech E oznacza zdanie ,Liczb pierwszych jest nieskoriczenie
wiele”. Wtedy +E znaczyloby ,,Konstrukcja bedaca dowodem zdania «Liczb
pierwszych jest nieskoriczenie wiele» zostala wykonana”. Tak wiec alter-
natywa

(a) +E v =E
jest — dzigki Euklidesowi, ktéry udowodnil (wykonal konstrukcje dowodzaca)
zdanie ,,Liczb pierwszych jest nieskoriczenie wiele” — prawdziwa, choé praw-
dziwa w spos6b przygodny. Natomiast je§li G znaczy ,,Kazda liczba parzysta
wieksza niz 2 ma wlasnoéé Goldbacha®®”, to

(b) 7+G v -G
jest falszywe. Jak dotychczas bowiem, ani nie udowodniono, ze kazda liczba
parzysta wigksza niz 2 ma wlasno§¢ Goldbacha, ani nie udowodniono, Zze
istnieje liczba parzysta wigksza niz 2, ktéra nie ma wlasnoSci Goldbacha. Nie
jest jednak wykluczone, ze ktéry§ z tych dowoddw zostanie w przysztosci
wykonany.

28 1 iczba parzysta wicksza niz 2 ma wlasno$é Goldbacha wiedy i tylko wtedy, gdy moze
byé przynajmniej w jeden sposéb przedstawiona jako suma dwnu liczb pierwszych.
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Wréémy jeszcze do definicji liczby naturalnej, podanej przez Heytinga.
Dlaczego definicja druga jest, wedlug niego, argumentem przeciwko ogélnej
waznosci TND? Ot6z gdyby byla ona poprawna, to albo istnialoby nieskoii-
czenie wiele liczb pierwszych bliZniaczych, albo ich liczba bylaby skoiiczona.
Tymczasem zaden z czlondéw tej alternatywy nie zachodzi. Dzieje sig tak
dlatego, ze ,,istnie¢” w terminologii intuicjonistycznej znaczy ,,byé skonstruo-
wanym” (esse = construere)”. Konstrukcja za§ — jak to juz bylo powie-
dziane - jest dowodem danego twierdzenia. Jak dotad, nie udowodniono ani
twierdzenia gloszacego, ze istnieje nieskorficzenie wiele liczb pierwszych
bliZniaczych, ani twierdzenia méwiacego, ze ich liczba jest skorniczona. Ten
fakt jest dla Heytinga oraz innych intuicjonistéw powodem do odrzucenia
TND. Tylko wtedy bowiem mamy prawo uznaé pewien wzoér za ogdlnie obo-
wiazujacy, jeSli kazde zdanie powstale z tego wzoru w wyniku prawidtowego
podstawienia jest prawdziwe.

Jak si¢ wydaje, formalnym zapisem odrzuconego prawa byloby raczej

(c) +p v —p

anizeli (d) p v ~p.

(c) — zgodnie z interpretacja intuicjonistyczng — wyraza, Ze dla danego
zdania mamy racje przyjaé to zdanie lub mamy racje przyjaé jego negacje.
Tak zinterpretowana formula jest oczywiscie falszywa, czego dowodem jest
(b) oraz wyzej przytoczony nie rozstrzygnigty problem ilosci liczb pierwszych
bliZniaczych. Mozna wigc podaé przyklady zdafi matematycznych, dla ktérych
nie mamy zadnego dowodu ani tych zdan, ani ich negacji, co oznacza, ze nie
mamy racji ani do ich przyjecia, ani odrzucenia. Uzywajac nieco odmiennej
terminologii, intuicjonistyczne ,prawo wylaczonego $§rodka” mozna sformu-
lowad nastgpujaco: ,istnieje efektywna procedura wykazania, ze p, lub istnieje
efektywna procedura wykazania, ze nie-p”>C.

Tymczasem klasyczne prawo wylaczonego §rodka (KTND), ktérego zapi-
sem formalnym jest (d), nie wydaje si¢ zwigzane z zadna efektywna proce-
dura dowodowa. Glosi ono tylko, ze kazde zdanie p jest prawdziwe lub praw-
dziwe jest jego zaprzeczenie. Nie moZemy natomiast wywnioskowaé z KTND,
ze kazde zdanie jest dowodliwe lub dowodliwa jest jego negacja. Alternatywa
dowolnego zdania i jego negacji jest zawsze prawdziwa, mimo ze nie zawsze

Ppor.He y tin g, Intuitionism [...], s. 2; M. D um m e t t, The Philosophical Basis
of Intuitionistic Logic, [w:] t e n z e, Truth and Other Enigmas, Duckworth 1978, s. 228.

VE J Lemmon, G. P. Henderson, Is There Only One Correct System
of Modal Logic?, ,Aristotelian Society Supplement”, 33(1959) 27.
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potrafimy wskazaé, ktéry jej skladnik jest prawdziwy, a tym bardziej podaé
jego dowéd.

Ogdlny wniosek, jaki mozna wyprowadzi¢ z powyzszych analiz, jest naste-
pujacy: intuicjonista kiedy odrzuca ,,prawo wylaczonego §rodka”, nie odrzuca
KTND /(d)/, ale alternatywe wyrazong w intuicjonistycznym jezyku, tylko
zewngetrznie analogiczng do KTND. Odrzucane prawo +p v —-p N. Cooper®!
nazywa ,udawanym prawem wylaczonego $rodka”. Natomiast KTND wycho-
dzi nietknigte z calej tej krytyki, a co ciekawsze — intuicjoniSci zdaja si¢ nie
byé nim w ogdle zainteresowani. Tak np. intuicjoniSci nie zaprzeczaja ogdlne;j
wazno§ci podstawienia p vV ~p

(e) +p v ~+p,
ktére mozemy odczytaé jako ,konstrukcja dowodzaca p zostala wykonana lub
nie zostala wykonana”. Nie jest ono jednak zdaniem matematycznym, lecz
wypowiedzia na temat stanu rzeczy i w tym sensie nie interesuje intuicjo-
nisty.

W swojej krytyce logiki klasycznej Brouwer i jego nastepcy interpretuja
prawo wylaczonego Srodka — jak starano si¢ to wykazaé — jako stwierdzajace
konstruktywistyczna dowodliwosé p lub jego negacji. Tak zinterpretowane jest
ono twierdzeniem, ktérego réwnie trudno dowiesé, jak je obali¢. Heyting
moéwi, Ze kwestia jego stusznos$ci jest problemem nierozwiazalnym Srodkami
matematycznymi®?. W tej sytuacji wykluczenie prawa wylaczonego $rodka
z logiki, jako uprzedniego wobec matematyki, wydaje si¢ stanowiskiem natu-
ralnym®’. Innymi slowy, prawda jest, ze intuicjoni§ci stusznie odrzucaja
prawo wylaczonego §rodka, lecz jest to ich wlasne prawo — ,intuicjonistyczne
TND” (ITND), natomiast z pewno$cia nie odrzucaja oni klasycznego prawa
wylaczonego Srodka (KTND).

Ponadto krytyke logiki klasycznej w jej powiazaniu z konstruktywistyczna
matematyka mozna tez traktowaé jako specjalnego rodzaju dyskusj¢ ogdlng
dotyczaca tego, co prawdziwe i poznawalne. Prawo wylaczonego $rodka w
logice klasycznej mowi tylko tyle, ze kazde zdanie p jest prawdziwe lub jest
falszywe. Nie mozna z niego wywnioskowaé, ze kazde zdanie lub jego nega-
cja sa poznawalne, chyba Ze zalozylibySmy poznawalno§¢ wszystkiego, co

31 Art. ceyt., s. 170.

2 Por. He y tin g Inuicjonistyczne podsiawy matemasyki, s. 34,

33 Niektére inne prawa pozostaja przy intuicjonistycznej interpretacji nieproblematyczne.
Na przyklad prawo niesprzecznosci jest ogélnie wazne, gdyz zawsze mozna dowie$¢, ze dane
zdanie nie jest réwnocze$nie dowodliwe i obalalne.
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prawdziwe. ,,Prawo wylaczonego srodka” w logice intuicjonistycznej (ITND),
w odréznieniu od KTND, glosi, ze albo wiadomo, iz p, albo wiadomo, ze
negacja p (skoro mozna dowie$¢ p lub jego negacji). Innymi slowy, intuicjo-
ni§ci utrzymuja, ze dowdd i prawda sg bardzo Sci§le powigzane, a nawet
utozsamiaja si¢: zdanie jest prawdziwe tylko wtedy, gdy jest udowodnione.
Moéwiac jezykiem K. Ajdukiewicza, intuicjonisci postuguja si¢ pojeciem praw-
dy w taki sposéb, iz przez zdanie prawdziwe rozumieja zdanie czyniace za-
do§é kryterium prawdy**, ktérym to kryterium bylaby (intuicjonistyczna)
dowodliwos$é.

Z uwagi na fakt, ze w logice intuicjonistycznej za zmienne zdaniowe
mozna podstawiaé tylko zdania matematyczne, ITND wydaje si¢ réwnoznacz-
ne z ,zasada rozwigzalnosci kazdego matematycznego problemu” . Heyting
wyjasnia, ze problem w matematyce jest stawiany przez intencje, ktorej wy-
pelnienia si¢ poszukuje. Bedzie rozwiazany, gdy intencja zostanie wypelniona
przez konstrukcje albo gdy udowodni si¢, ze owa intencja prowadzi do
sprzecznos$ci. Kwesti¢ rozwiazalno$ci mozna wiec zredukowé do kwestii
dowodliwosci®®. Jak wyzej wykazano, ITND glosi, ze kazde zdanie matema-
tyczne jest dowodliwe albo dowodliwa jest jego negacja. Wobec faktu istnie-
nia nierozwiazalnych problemdw we wspodlczesnej matematyce jasne jest, ze
ITND nie moze by¢ zaakceptowane.

Dotychczasowe analizy doprowadzily do wniosku, ze state logiczne w lo-
gice klasycznej i odpowiednie stale w logice intuicjonistycznej majg r6zne
znaczenie. Biorac pod uwage ten wynik, dla uniknigcia nieporozumiefi naleza-
loby na oznaczenie funktorow negacji i alternatywy w obu systemach uzywaé
réznych symboli. Odnosnie do negacji ten postulat zostal spelniony, miano-
wicie dwa symbole: ,,~”
negacji klasycznej oraz intuicjonistycznej. Czy odrzucenie prawa wylaczonego
Srodka przez intuicjonistdéw jest zatem odrzuceniem klasycznej negaciji, nato-
miast alternatywa pozostaje poza krytyka? Analizy powyzsze wydaja sie

i ,~” funkcjonowaly na oznaczenie odpowiednio

¥K.Ajdukiewic z Epistemologia i semiotyka, [W:]ten z e, Jezyk i poznanie,
t. II, Warszawa 1985, s. 114.

35 Cooper (art. cyt., s. 171) uwaza, ze nurt intuicjonistyczny w matematyce mogltby byé
kontynuowany tylko wéwczas, gdyby kazde zdanie wyrazalne w jezyku logiki i matematyki
byto konieczne albo niemozliwe. Ze wzglgdu na trudno$ci zwigzane z uzyciem przez niego
niejednoznacznych poj¢¢ modalnych i braku wyjasniei co do sposobu ich rozumienia nie
podejmuje tutaj tego zagadnienia.

3 por. Heytin g, Intuicjonistyczne podstawy matematyki, s. 34.
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przemawiaé za tezag W. V. O. Quine’a®’, ze takie rozréznienie jest nietrafne:

»L...] kiedy si¢ raz zakléci wzajemne zwiazki operatoréw logicznych, mozna
powiedzieé, ze zmienilo si¢ wszystko [...] nazwy i symbole negacji i alterna-
tywy przenoszg sie na logike nieklasyczna, takg jak intuicjonizm, tylko przez
luzng i arbitralng analogig”.

Poniewaz, wedlug intuicjonistéw, zdanie mozna uzna¢ tylko wtedy, gdy
ma si¢ jego dowdd, interpretacja statych logicznych intuicjonistycznego ra-
chunku zdan jest podawana w terminach dowodu. Mozna uznaé alternatywe
p v q wtedy i tylko wtedy, gdy mozna uznaé (tzn. udowodni¢) przynajmniej
jedno ze zdan p, g. Mozna uznaé koniunkcje p A q wtedy i tylko wtedy, gdy
mozna uzna¢ (udowodnié) zaréwno p, jak i g. Implikacje p = q mozna uznaé
wtedy i tylko wtedy, gdy dysponujemy konstrukcja A, ktdra dolaczona do
konstrukcji dowodzacej p (zalozywszy, ze ta ostatnia daje si¢ zrealizowac) da
automatycznie konstrukcje dowodzaca ¢. (Innymi slowy — dowdd zdania p
oraz A tworza dowdd dla ¢)*®. Przy takiej interpretacji zaden z powyzszych
funktoréw nie jest funktorem klasycznego rachunku zdar, lecz sa one do
pewnego stopnia analogiczne.

Kierujac si¢ sugestia Heytinga, aby utozsami¢ ,jest intuicjonistycznie
prawdziwy” z ,jest (intuicjonistycznie) dowodliwy”, Godel® proponuje taka
interpretacj¢ intuicjonistycznego rachunku zdain, przy ktérej implicite przyj-
mowaloby si¢ w nim jeszcze jeden funktor zdaniotwoérczy od jednego argu-
mentu zdaniowego — oznaczmy go przez D. W logice intuicjonistycznej, jesli
w ktorymkolwiek miejscu wystepuje dowolna zmienna p lub jej negacja —p,
to faktycznie wystepowaloby tam odpowiednio wyrazenie Dp, ~Dp (D~Dp).
Wyrazenie Dp nalezaloby odczytywaé, zgodnie z sugestia Lemmona, jako
»istnieje efektywna procedura wykazania, ze p” lub krocej: ,istnieje dowodd
dla p”. Funktor D jest oczywiécie funktorem nieckstensjonalnym (przy praw-
dziwos$ci p, Dp moze by¢ prawdziwe badz falszywe w zaleznosci od tego, czy
mamy jego dowdd czy nie).

Jak wynika z dotychczasowych rozwazan, kluczowym elementem intuicjo-
nistycznej filozofii jest jej konstruktywizm. Ogélnie rzecz bioragc — zdaniem
Quine’a® — konstruktywizm w matematyce nie toleruje metod, ktére pozwa-

37 Filozofia logiki, tt. [z jez. ang.] H. Mortimer, Warszawa 1977, s. 129.

B por.He y tin g, Intuitionism [...], s. 98 n.

% An Interpretation of the Intuitionistic Sentential Logic, [w:] The Philosophy of Mathe-
matics, ed. J. Hintikka, Oxford 1969, s. 128 n.

4 Dz, cyt., s. 130.
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laja na stwierdzenie istnienia pewnego rodzaju przedmiotéw bez okazania,
w jaki sposéb mozna taki przedmiot znaleZé. ,Znalei¢” znaczy ,obliczyé”
w przypadku liczby i ,skonstruowaé” w przypadku figury geometrycznej czy
zbioru. Nie mozna wigc tylko postulowaé istnienia obiektéw, jak to si¢ na
przyklad czyni w nie akceptowanej przez niektérych intuicjonistéw metodzie
aksjomatycznej, lecz nalezy je uprzednio skonstruowaé. Podobnie ma sig
rzecz z wlasno$ciami przedmiotéw. Obiekty matematyczne oraz ich wlasnos$ci
to konstrukcje mys$lowe (idealnego) matematyka.

W matematyce (logice) istnieje tylko to, co konstruowalne przez mysl.
Jednakze w pogladach samych intuicjonistdw dotyczacych rozumienia pojecia
konstruowalno$ci (konstrukcji), przede wszystkim jego zakresu, wystepuja
znaczne rozbiezno$ci. Nie moga oni uzgodnié migdzy soba stanowisk, jesh
chodzi o okres$lenie tego, co jest konstruktywne, a tym samym ustalenie, jakie
metody konstrukcji powinny by¢ jeszcze dopuszczalne w matematyce, a jakie
nalezy z niej wyeliminowa¢. Niektérzy, jak np. Heyting, postuluja niedefinio-
walno$§é pojecia konstrukcji, akcentujac jego czysto intuicyjny charakter.
Faktycznie w pismach Brouwera i Heytinga pojecie to jest notorycznie wielo-
znaczne. Wielu intuicjonistOw ogranicza si¢ do podania przykladéw obiektéw
uwazanych za konstruktywne oraz takich, ktérych nie mozna zaliczyé do kon-
struktywnych. Przyjrzyjmy si¢ réznym propozycjom rozwiazan w tej sprawie.

Wedlug najbardziej skrajnych ujeé liczba istnieje tylko wtedy, gdy jest
aktualnie skonstruowana przez twérczy podmiot. Funkcjonuje tez nieco zmo-
dyfikowana wersja tego stanowiska poprzez wprowadzenie odniesienia tem-
poralnego: liczba istnieje, o ile zostala skonstruowana przez jakiego$§ czlonka
matematycznej wspélnoty. Stanowisko Heytinga w tej kwestii jest niejasne.
Raz zdaje si¢ on dopuszczaé tylko aktualnie dokonane konstrukcje, kiedy
udziela negatywnej odpowiedzi na pytanie Mengera czy ,,(3x)Fx” bylo praw-
dziwe, zanim liczba majaca wlasno$¢ F zostala skonstruowana. Innym razem
proponuje on, aby intuicjonista nie ograniczal si¢ do aktualnie wykonanych
konstrukeji, gdyz wtedy musialby zredukowaé akceptowalna czg$¢é matematyki
do twierdzen dotyczacych wzglgdnie matych liczb naturalnych. Faktem jest
jednak, iz wigkszo$¢ intuicjonistow nie akceptuje tak znacznego ograniczenia
matematyki. Zatem obok (1) aktualnie dokonanych konstrukcji Heyting pro-
ponuje przyjac takze (2) ogdlne metody konstrukcji oraz (3) hipotetyczne



128 BOZENA CZERNECKA

konstrukcje. Te ostatnie sa wymagane dla dowodu ogélnych lub negatywnych
twierdzef. Heyting*! podaje przyklad dowodu twierdzenia
F-@2+2) =5,
ktéry przebiegalby nastepujaco:
1. konstrukcja liczby 2,
konstrukcja liczby 2 + 2,
konstrukcja liczby 5,
hipotetyczna konstrukcja 1 — 1 (jedno-jednoznacznej) korespondencji mig-
dzy rezultatami 2. i 3.
5. ogb6lna metoda dedukowania sprzecznosci z 4.

Podobnie (2) i (3) bylyby wymagane do dowodu ogdlnego twierdzenia,
takiego jak np.  a + b =b + a. W zwigzku z tym w kregu intuicjonistéw
zrodzito si¢ pytanie, jaki jest wlasciwy sens ,mozliwej do wykonania, lecz
aktualnie nie wykonanej konstrukcji”.

Zadna z préb sprecyzowania pojecia konstruowalnosci, jak dotad, nie
zakoficzyla sie sukcesem®. Dlatego Heyting proponuje, aby traktowaé je
jako pojecie pierwotne implicite zdefiniowane przez prawa intuicjonistycznej
logiki. Ale to rozwiazanie wydaje si¢ co najmniej niesatysfakcjonujace, jesli
nie bledne, gdyz intuicjonisci akceptuja w swoim rachunku tylko takie prawa,
ktére stosuja si¢ do wymagan konstruktywistycznych. A wigc zasada kon-
struowalnoéci zdaje si¢ uprzednia wobec logicznych praw. Tak np. zasada
wylaczonego Srodka (intuicjonistyczne rozumienie) odpadla, gdyz w niekté-
rych wypadkach nie mozna podaé ani konstruktywistycznego dowodu dla
(3x)Fx, ani dla «(3x)Fx. Na te trudno$é moze juz naprowadzi¢ sam komen-
tarz Heytinga dotyczacy podanych przez niego aksjomatéw intuicjonistycznej
logiki zdani. Holenderski logik podaje tu usprawiedliwienie aksjomatu X.
F-p — (p = q), ktéry — wedlug niego — moze nie by¢ intuicyjnie jasny.
Chociaz Heyting przedstawia ten aksjomat jako doprecyzowanie sensu impli-
kacji, faktycznie propozycja ta oznacza rozszerzenie sensu konstruowalnosci.
,Zalézmy, ze - —p, tzn. iz z zalozenia o udowodnieniu p wyprowadziliSmy
sprzecznos$é. Mozna to uwazac za swego rodzaju konstrukcje, ktéra, dota-
czona do dowodu p (ktéry nie moze istnieé), daje dowdd ¢”*. Tak rozsze-

Eal i

41 Remarques sur le constructivisme, ,Logique et Analyse”, 3(1960) 179. Zob. takze jego
artykut Blick von der intuitionistischen Warte (,Dialectica”, 12(1958) 332-345).

42 W literaturze najbardziej znane sa préby S. C. Kleene’a oraz A. Churcha.
B Heytin g Initionism [..], s. 102.
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rzony sens konstruowalno$ci okazal si¢ nie do przyjecia przez niektérych
intuicjonistéw. Pomijajac w aksjomatyce Heytinga kontrowersyjny aksjomat
X, otrzymuje si¢ tzw. minimalny rachunek zdan, bedacy formalizacja intuicjo-
nistycznie ogdlnie waznych formul, w ktérym inaczej jest rozumiane pojecie
konstruowalnos$ci (weziej niz u Heytinga). Ta propozycja pochodzi od Johans-
sona (1936), natomiast wczedniej rosyjski uczony A. N. Kolmogorow (1925)
skonstruowal system réwnowazny z minimalnym rachunkiem. Wedlug Kolmo-
gorowa system ten przedstawia wilaSciwa formalizacje postulatow intuicjo-
nizmu zawartych w pismach Brouwera*’.

Podsumowujac ostatni wywdd, mozna powiedzieé, ze pojecie konstruowal-
nosci jest podatne na szerokie bogactwo interpretacji. Jesli jest interpretowane
wasko jako ,aktualnie wykonana konstrukcja”, woéwczas znacznie ogranicza
si¢ zakres klasycznej matematyki, ktéry bylby faktycznie do przyjecia. To
ograniczenie jest jednak zbyt duze, aby moglto by¢ powszechnie zaakcepto-
wane przez intuicjonistow. Je§li natomiast jest interpretowane szeroko, to
intuicjonista staje si¢ podatny na krytyke ze strony $cistego finitysty analo-
giczng do jego wlasnej krytyki matematyki klasycznej. Pozostaje zatem nadal
problem, jak sprecyzowal szersza interpretacje ,konstruowalnosci”, czyli
jakiego sensu nadaé ,,mozliwej do wykonania konstrukcji”.

Warto zaznaczy(, ze zasadniczym powodem odrzucenia logiki klasycznej
przez intuicjonistow jest stosowanie w niej niekonstruktywnych dowodow
twierdzeni egzystencjalnych. W klasycznym rachunku logicznym istnieja tezy
pozwalajace na takie dowody; naleza do nich np. analizowane tu prawo wyla-
czonego Srodka oraz prawo podwdjnej negacji ~~p — p. Z TND otrzymujemy
teze: (IX)Fx v ~ (Ix)Fx, a stad oraz z ~~ (Ix)Fx za pomoca reguly opu-
szczania alternatywy otrzymujemy wyrazenie (3x)Fx. Udowodniwszy zatem
wyrazenie ~~ (Ix)Fx, np. przez wykazanie, ze wyrazenie ~ (3x)Fx prowadzi
do sprzeczno$ci, dowodzimy tym samym na podstawie TND wyrazenie
(Ix)Fx, choé nie potrafimy podaé przyktadu takiego a, ze Fa.

44 Zdaniem Kotmogorowa Heyting niewlasciwie interpretuje mozliwo$¢ wykonania kon-
strukcji, kiedy przyjmuje, ze konstrukcje B stanowi wyprowadzenie sprzecznosci z zalozenia,
iz konstrukcja A zostata doprowadzona do korica. Aksjomat X, odpowiedzialny za t¢ interpre-
tacje, ,,nie ma i nie moze mie¢ zadnych intuicyjnych podstaw, odkad twierdzi on cos o kon-
sekwencji czego§ niemozliwego: musimy przyjaé B, jesli prawdziwy sad A jest traktowany
jako falszywy”. Zob. A.N. K olm o g orov, On the Principle of Excluded Middle, [w:]
From Frege to Gédel, ed. J. v. Heijenoort, Harvard University Press 1967, s. 414-437
(cytat — s. 421).
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Podobnie z prawa podwdjnego przeczenia ~~p — p otrzymujemy wyraze-
nie: ~~ (Ix)Fx — (Ix)Fx, pozwalajace na udowodnienie wyrazenia (3Ix)Fx
na podstawie wyrazenia ~~(3x)Fx. Slynny przyklad Heytinga z rozwinigciem
dziesigtnym liczby 1 pokazuje, ze niemozno$¢ niemozno$ci pewnej wlasnosci
nie jest jeszcze dowodem tej wlasnosci. Rozwazmy rozwinigcie dziesigtne
liczby m i podpisujmy pod nim ulamek dziesietny ¢ = 0,333 ... tak dlugo, az
w rozwinigciu T pojawi si¢ po raz pierwszy uklad cyfr 0123456789. Jezeli
9 z pierwszego takiego ciggu wystapi na k-tym miejscu po przecinku, to

_105-1
5= 3% 10F
Matematyka klasyczna twierdzi, ze liczbakg jest wymierna. Zalézmy, ze
¢ nie jest wymiermne. Wtedy réwnosé ¢ = %O‘x_—l(l)k jest niemozliwa, a za-

tem zaden ciag cyfr 0123456789 nie wystgpuje w rozwinigciu dziesigtnym
liczby ®. Wtedy jednak ¢ = 1/3, czyli ¢ jest liczba wymierna. To jest jednak
niemozliwe, bo sprzeczne z zalozeniem. A wigc ostatecznie liczba ¢ jest
wymierna.

Rozumowanie powyzsze jest nie do zaakceptowania dla Heytinga (intuicjo-
nistéw). Na podstawie faktu, iz zalozenie, ze liczba ¢ nie jest wymierna,
doprowadzitlo do sprzecznosci, nie mamy prawa twierdzi¢, ze liczba ¢ jest
wymierna. Oznaczaloby to bowiem, ze potrafimy wyliczy¢ liczby catkowite
p 1 q takie, Ze ¢ = p/q, a to wymaga wskazania ciagu 0123456789 w roz-
winigciu dziesigtnym m lub udowodnienia, iz taki ciag nie wystgpuje. Nie
potrafimy jednak ani jednego, ani drugiego; a zatem nie mozemy twierdzic,
ze liczba ¢ jest wymierna®.

Powyzszy przyklad przemawia za tym, ze intuicjoni§ci przyjmuja inna
koncepcj¢ praw logiki. O ile w logice klasycznej prawa logiczne o postaci
implikacyjnej sa podstawa regul prowadzacych od zdad prawdziwych do
zdania prawdziwego, o tyle w intuicjonizmie reguly inferencji maja prowadzi¢
od zdaii udowodnionych do zdania udowodnionego. Konsekwentnie wigc
prawa logiczne, na podstawie ktérych takie reguly inferencji sa tworzone,
muszg by¢ mocniejsze w logice intuicjonistycznej anizeli w logice klasyczne;j.

Z. Zawirski zauwaza takze, ze intuicjonisci, chcac by¢ konsekwentni, mu-
szg odrzuci¢ jednostronna zasad¢ podwdjnego przeczenia, gdyz w przeciwnym
wypadku musieliby uzna¢ réwniez prawo wylaczonego Srodka. Jest tak dla-

Y Por. He y tin g, Elementy intuicjonizmu, s. 73.
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tego, Ze to ostatnie prawo mozna wyprowadzi¢ z prawa podwdjnej negacji
(o postaci implikacyjnej). Podstawiajac w prawie ~~p — p za zmienng p wy-
razenie p v ~p, otrzymujemy ~~ (p V ~p) — p V ~p; intuicjonisci przyjmuja
zasadg¢ absurdalnosci absurdalno$ci wylgczonego Srodka /~~ (p v ~p)/, dzigki
ktérej za pomoca reguly odrywania mozna otrzymaé prawo wylaczonego
srodka*®

Sumujac rezultaty powyzszych dociekan, mozna powiedzieé, ze w intuicjo-
nistycznym rachunku zdai nie obowiazuje prawo wylaczonego §rodka, lecz
W jego intuicjonistycznym rozumieniu. Natomiast intuicjoniéci nie sg w ogdle
zainteresowani klasycznym prawem. Intuicjonistyczna interpretacja prawa
wylaczonego $rodka moze przybral postal nastgpujaca: ,,mozna wykazaé
(udowodnié), ze p, lub mozna wykazaé (udowodnic), ze nie-p” czy tez ,,ist-
nieje efektywna procedura wykazania, ze p, lub istnieje efektywna procedura
wykazania, ze nie-p”. Dlaczego intuicjoni§ci przechodza obojetnie obok inter-
pretacji klasycznej? Nigdzie wprost nie poruszaja oni zagadnienia obowiazy-
walnosci lub nieobowiagzywalno$ci kiasycznego prawa wylaczonego §rodka.
Wydaje sig¢, ze odpowiedzi na powyzsze pytanie nalezy szukaé na drodze
analizy sposobu rozumienia samej logiki i jej przedmiotu. Logika w ujeciu
intuicjonistycznym wyrosla w innym nastawieniu badawczym anizeli logika
klasyczna. Logicy klasyczni, formulujac swoje prawa, w zasadzie odpowiadaja
na podstawowe pytanie ukazane w tym artykule, stawiane przez przedstawi-
cieli wszystkich typéw wiedzy teoretycznej, ktérzy maja ontologiczne nasta-
wienie w stosunku do badanej przez nich zastanej rzeczywistosci. Logicy
intuicjonistyczni nie stawiaja ogélnego ontologicznego pytania. Ewentualne
pytania naukotwoércze intuicjonistéw, ktérych wyraznego sformutowania m.in.
poszukiwano w tym artykule, sa zwigzane z osobliwie pojeta matematyka
i logikg — ktdéra w ich ujeciu — jest tylko najogélniejsza czg§ciag matematyki.
Twierdzenia matematyki i logiki intuicjonistdw nie przekazuja prawd o Swie-
cie zewnetrznym. Mozna o tych twierdzeniach powiedzieé, ze komunikuja,
iz zostala wykonana pewna my$lowa konstrukcja matematyczna. Dotyczg wigc
zdolnej do konstruowania myS§li matematyczne;j.

% Por. Z.Z awirski, Geneza i rozwdj logiki intuicjonistycznej, ,,Kwartalmk Filozo-
ficzny”, 16(1939/46), z. 2 4, s. 188 n.



132 BOZENA CZERNECKA

THE QUESTION OF THE NON-VALIDITY
OF THE LAW OF EXCLUDED MIDDLE
IN THE INTUITIONISTIC PROPOSITIONAL CALCULUS

Summary

The paper discusses the problem of whether the law of excluded middle is valid or not,
a question that has been posed in the intuitionistic propositional calculus. Accordingly, the
author investigates how the intuitionists understood the law of excluded middle and the reasons
for its refutation. The relationship between the intuitionistic law of excluded middle and its
classical equivalent has been established. Moreover, the author sought to answer the main
questions which the representatives of intuitionistic logic pose (and answer). The final part of
the paper addresses the issue of constructivism as the key element of intuitionistic philosophy.
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