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HEURYSTYKA TEORII MNOGOSCI G. CANTORA

Mozna przypuszczaé, ze Cantor — podobnie jak wielu naukowcéw — dys-
ponowal pewnym zbiorem zasad heurystycznych, do ktérych odwotywat sig
w trakcie rozwigzywania konkretnych probleméw badawczych. Gdyby udato
si¢ ujawni¢ owe zasady, ukazaé ich zalezno§¢ od przekonan filozoficznych
i uzasadnié, iz wspomniane normy Cantor faktycznie stosowat w badaniach
teoriomnogo$ciowych, to mozna by twierdzié, ze jego przekonania filozoficz-
ne spetnity istotnag — cho¢ posrednia — funkcj¢ heurystyczna w procesie po-
wstawania teorii mnogosci. Tak najogdélniej mozna scharakteryzowac zadania
niniejszego artykutu.

Stwierdzenie przez Cantora w roku 1873, ze dwa zbiory nieskoniczone,
zbior liczb rzeczywistych oraz zbiér liczb naturalnych, nie sg réwnoliczne,
mialo powazne implikacje w zakresie ontologii nieskoficzonosci. Podwazato
bowiem klasyczng tezg, wypracowana przede wszystkim w ramach tradycji
scholastycznej, o absolutnym charakterze nieskonczonosci. Nieskoficzono$¢
miala by¢ absolutna w tym znaczeniu, ze jezeli co$ jest nieskoriczone, to
moze to by¢ tylko jedno. Innymi stowy: nie moze by¢ dwu bytéw nieskon-
czonych'.

"Por. M.Lubatski, O pojeciu nieskoriczonosci, ,,Roczniki Filozoficzne” 10(1962),
z. 3, s. 105.

M. Lubafiski rozréznia w swojej pracy, nie podajac kryterium podziatu, nieskoriczonos¢
pozytywna, negatywng oraz prywatywna. Te¢ ostatnig rozwaza si¢ odnosnie do iloSci (nieskon-
czono$¢ ekstensywna) oraz jakosci (nieskoriczono$¢ intensywna) jakiego$ bytu. Nieskoriczonosé
ekstensywna ujmuje si¢ w dwu aspektach: wielkosci (dla iloSci ciaglej) oraz wielosci (dla iloSci
nieciaglej).

Cantor zajmowal si¢ zbiorami, zatem w jego wypowiedziach filozoficznych — jak mozna
sadzi¢ — chodzilo z reguty o nieskoriczono$¢ prywatywna, ekstensjonalna, rozpatrywana w a-
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Stwierdzenie, ze istnieja co najmniej dwa rézne obiekty nieskoniczone,
zmienialo ,,podtoze” ontologiczne, na ktérym opartych zostato wiele dyscyplin
naukowych. Dotyczyto to nie tylko matematyki, ale rowniez filozofii i teolo-
gii. Z perspektywy wymienionych nauk donioste byto pytanie: czy mozliwa
jest ,.eksploracja” tego nowego ,,obszaru” rzeczywisto$ci?

Odpowiedzi pozytywnej winien byt udzieli¢ przede wszystkim filozof lub
matematyk o pogladach platoniskich, gtoszacy optymizm poznawczy i przeko-
nany, ze jego dzialalno$¢ polega na poznawaniu ,,gotowej’, juz istniejacej
rzeczywistosci.

Gdyby zalozy¢, ze poznanie ,,nowej”, ,,bogatszej”, niz si¢ spodziewano,
rzeczywistos$ci, jest przynajmniej w jakiej$ czesSci mozliwe, to rodzit si¢ prob-
lem, jak to uczynié, czyli problem metody oraz norm heurystycznych
towarzyszacych prowadzeniu badan. Stowem: stwierdzenie nieréwnoliczno$ci
zbioru liczb naturalnych i rzeczywistych spowodowato konieczno$¢ zrewido-
wania istotnych przekonann ontologicznych dotyczacych nieskoriczonosci,
co z kolei implikowato potrzebe nowego okreslenia zasad heurystyki ma-
tematyczne;j.

Realizujac zadania niniejszej pracy, trzeba bedzie najpierw pokazaé, na ile
,»odkrycie” dokonane przez Cantora wplynelo na zrewidowanie zastanej onto-
logii nieskoficzono$ci. Zwrdécona zostanie uwaga na potrzeb¢ wprowadzenia
przez matematykéw drugiej polowy dziewigtnastego wieku nowej definicji
nieskoiczonoS$ci, nazywanej tu ,,technicznq”z.

Dla Cantora, gloszacego programowo optymizm poznawczy>, nie mogto
stanowi¢ problemu zagadnienie, ¢ z y ,,nowa”, ,,odkryta” dziedzina rzeczy-
wisto$ci jest poznawalna. Wazna kwesti¢ stanowilo pytanie: w jaki sposéb

spekcie wielo$ci. Dlatego w niniejszej pracy, jesli wyraZnie nie zaznaczono czego§ innego,
rozpatrywany jest ten wiasnie rodzaj nieskoriczono$ci, rozumiany jako cecha zbioréw lub
szerzej, wieloSci Zob. przypis 11 niniejszej pracy.

2 Jak zaznaczono wcze$niej, wiasno$é posiadania podzbioru réwnolicznego zostata explicite
wykorzystana w definicji zbioréw nieskoriczonych przez R. Dedekinda. Cantor nie definiowat
zbior6w nieskoniczonych, ale wspomniana wtasno$¢ stosowat jako kryterium, pozwalajace w
klasie zbioréw wyrézni¢ zbiory nieskoriczone. W dalszych rozwazaniach definicja Dedekinda
bedzie nazywana ,definicja techniczna zbioréw nieskoriczonych” albo krécej ,techniczna
definicjg nieskoficzono$ci”. Zob. przypis 36 niniejszej pracy.

3 . Was sich erkennen 14ft, ist, was sich nicht erkennen 14Bt, ist nicht, und in demselben
MaBe, in dem etwas ist, ist es auch erkennbar” G. C antor, Uber unendliche lineare
Punktmannigfaltigkeiten. Nr 5. Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre, 1883,
w: G.Cantor, Gesammelte Abhandlungen mathematischen und philosophischen Inhalts,
hrsg. E. Zermelo, Berlin 1932; reprint: Berlin—-Heidelberg—New York 1980 [= GA], s. 207
(przypis do s. 181).
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jest ona poznawalna? Dlatego w nastgpnej kolejnosci zostanie zaprezentowane
to,j a k i e zasady Cantorowskiej heurystyki wynikaty z nowej perspektywy
ontologii nieskorczonosci®.

Istotne dla realizacji podanych wyzej zadan jest ukazanie, na ile formuto-
wane przez Cantora zasady heurystyczne okazaly si¢ rzeczywiscie inspirujace
i przydatne w prowadzeniu badarn zbioréw nieskoriczonych oraz w rozwiazy-
waniu szczegétowych probleméw rodzacych sig¢ w teorii mnogosci.

Ich inspirujaca rola bgdzie zaprezentowana na przykladzie dziatan Cantora,
zmierzajacych do istotnego celu, jakim bylo podanie absolutnej skali, stuzace;j
do ,,pomiaru” mocy zbioréw pozaskoriczonych. Wskazanie takiej skali stano-
wito warunek konieczny dla sformutowania hipotezy continuum’.

Inny przykiad unaoczni, ze podane przez Cantora normy heurystyczne
chronity stworzona przez niego teori¢ mnogos$ci przed antynomiami. Na ich
podstawie, jak si¢ okaze, udato mu si¢ po raz pierwszy w dziejach matematy-
ki okresli¢ ten spos6b eliminacji antynomii teoriomnogosciowych, ktéry p6z-
niej nazwany zostal ,ograniczaniem rozmiaru” (limitation of size)®.

W podsumowaniu, znajac zasady heurystyczne, bgdzie mozna postawié
pytanie: na ile nowy okazatl si¢ program badawczy Cantora? Po to, by lepiej
naswietli¢ oryginalno$¢ tego programu, konieczne bedzie ponowne odwotanie
si¢ do Cantorowskich zalozen ontologicznych dotyczacych nieskonczonosci
i przeanalizowanie, na ile rzeczywidcie zmieniaja, a na ile mimo wszystko
zachowuja one tradycje filozoficzna w tym wzgledzie’.

4 Chodzi o wskazanie zasad heurystycznych, jakimi kierowat si¢ Cantor w swej praktyce
matematycznej, oraz przekonan filozoficznych, na ktérych zostaty one oparte.

> Wydaje sig, Ze cata dziatalno§é naukowa Cantora moze byé — z punktu widzenia proble-
méw badawczych, ktdére starat si¢ on rozwiazaé — podzielona na dwa okresy. Pierwszy okres
zwiazany byl z poszukiwaniem odpowiedzi na pytanie, jak dalece mozna uogdlni¢ twierdzenie
o jednoznacznej reprezentowalno$ci funkcji przez szeregi Fouriera. Drugi moze by¢ widziany
jako ciagte doskonalenie aparatury pojeciowej oraz formulowanie i dowodzenie wiasnosci
teoriomnogos$ciowych w tym celu, by ostatecznie uporaé si¢ z problemem continuum. Pierwszy
okres zaowocowal ubocznie powstaniem teorii mnogosci i topologii mnogosciowej, drugi
dojrzata, bo zawierajaca wiele istotnych twierdzefi, choé przedaksjomatyczna forma teorii
mnogosci.

Z takiej perspektywy obydwa problemy badawcze mozna traktowac jako rodzaj ,,sity napg-
dowej” rozwoju matematyki, determinujacej powstanie nowej dyscypliny matematycznej i
zmiang rozumienia tego, czym jest matematyka. Zreszta hipoteza continuum petnita t¢ funkcje
nie tylko w wypadku prac Cantora. D. Hilbert postawil problem continuum na czele listy
probleméw matematycznych, ktére spodziewat si¢ rozwiaza¢ w ramach programu badawczego
formalizmu.

6 Zob. przypis 104.
" Odpowiedzi moga stanowié istotng przestanke dla ewentualnych przysztych badari zmian
(paradygmatu?), jakie dzigki pracom Cantora zaszty w matematyce i filozofii matematyki.
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1. KONCEPCJA NIESKONCZONOSCI

Zgodnie z okre§lona we wstgpie problematyka nalezy obecnie przedstawic,
jakie konsekwencje w zakresie ontologii nieskoriczono$ci miato udowodnienie
przez Cantora nieréwnoliczno$ci dwu zbioréw nieskoriczonych. Ich uchwyce-
nie domaga si¢ wczesniejszego naszkicowania przedcantorowskiej tradycji w
tym wzgledzie.

1. 1. TRADYCJA PRZEDCANTOROWSKA
Wypada zatem podac klasyczne, przedcantorowskie okreslenie nieskoficzo-
no$ci. Nieskoficzono$¢ zwykto si¢ definiowaé przez opozycj¢ do tego, co
skoriczone®. Za skoriczone uwazano to, co posiadato granice, kres. Inaczej:
nieskoiiczone jest to, co nie posiada granicy’.

1. 1. 1. OKRESLENIE NIESKONCZONOSCI

Precyzujac okreslenie nieskoriczono$ci, nalezy pytaé, co znaczyto w trady-
cji przedcantorowskiej, ze dana wielo§¢'® posiadata kres lub granice!’.

8 Obwohl es, als Cantor seine Untersuchungen begann, schon lidngst eine mit reellen
und komplexen Zahlen arbeitende Analysis und eine mit Punktmannigfaltigkeiten arbeiten-
de Geometrie gab, war das Unendliche eigentlich nur die Negation des Endlichen”
(H.H. Schaefer, Georg Cantor und das Unendliche in der Mathematik. Sitzungsberichte
der Heidelberger Akademie der Wissenschaften Mathematisch-naturwissenschaftliche Klasse,
Heidelberg 1982, s. 7).

“Por. Lubaidiski, dz cyt,s. 103. Jest interesujace, ze Cantor, postugujacy sie
koncepcja nieskoriczono$ci okreslang tu jako ,techniczna” (kryterium Dedekinda), nigdy nie
przytaczal (chociazby dla poréwnania) klasycznej definicji nieskoriczonoSci. Slad klasycznej
koncepcji mozna dostrzec jedynie w Cantorowskich charakterystykach nieskorficzono$ci po-
tencjalnej (czgsto nazywanej przez tworce teorii mnogosci ,,nieskorficzono$cia niewlasciwa” —
Uneigentlich-unendliche): ,,Was das mathematische Unendliche anbetrifft, soweit es eine
berechtigte Verwendung in der Wissenschaft bisher gefunden und zum Nutzen derselben beige-
tragen hat, so scheint mir dasselbe in erster Linie in der Bedeutung einer verédnderlichen,
entweder iiber alle Grenzen hinaus wachsenden oder bis zu beliebiger Kleinheit abnehmenden,
aber stets endlich bleibenden Grofe aufzutreten. Ich nenne dieses Unendliche das Uneigentlich-
-unendliche” (C ant or, Uber unendliche lineare Punktmannigfaltigkeiten, s. 165).

10 Zob. przypis 1 niniejszej pracy.

' Nalezy wspomnie¢, ze w zwiazku z klasycznymi paradoksami nieskoriczonosci G. W.
Leibniz, bronigcy istnienia nieskoriczonej liczby przedmiotéw, zaproponowal nastgpujace
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Klasyczne kryterium posiadania przez wielo$¢ granicy mozna sformutowaé
— ze wzgledéw praktycznych — inaczej. Latwiejsze bedzie wéwczas ukazanie
jego nieuzytecznosci dla Cantorowskiej matematyki i filozofii w definiowaniu
nieskonczono$ci po stwierdzeniu nieréwnolicznoSci dwu zbioréw nieskorniczo-
nych!'2.

Dana wielo§¢ A posiada granice (jest ograniczona) wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje zbidr B taki, ze A nie jest rownoliczna z B i rOwnocze$nie A jest
rownoliczna z przynajmniej jednym podzbiorem B’ zbioru B. Zbiér B nazywa
si¢ ,,granica wieloSci A”. WieloSci, ktére nie posiadaja granicy, nazywa si¢
,hieograniczonymi”.

Mozna pokazaé, ze tak skonstruowana definicja granicy, stosowana jako
kryterium skoniczonoS$ci (resp. nieskonczonos$ci), dobrze odpowiada przed-
cantorowskim koncepcjom dotyczacym tego, co skoriczone i nieskoficzone.
Podziat wielo$ci dokonany za pomoca tego narzedzia doktadnie pokrywa sig¢

z klasycznym podziatem wielo$ci na skoriczone i nieskoriczone'®.

rozwiazanie: wiréd wielosci trzeba wyr6znié te, ktére konstytuuja jednoscé, catos¢ oraz te, ktére
nie stanowia jednosci. Pierwsze to zbiory. Tylko one mogly by¢ traktowane jako byty. Kryte-
rium podzialu wielosci stanowito to, czy generuja one paradoksy, czy tez nie. W tym ujeciu
wszystkie wielo$ci réwnoliczne z wieloScia liczb naturalnych oraz mocniejsze (w Cantorow-
skim znaczeniu) nie byly zbiorami. Leibniz pisal: ,I concede the infinite plurality of terms,
but this plurality itself does not constitute a number or a single whole. Just so there is a
plurality or a complex of all numbers, but this plurality is not a number or a single whole”
(Philosophical papers and letters, trans. L.E. Loemker, Dordrecht 1969% s. 514 — cyt. za:
R. B u n n, Quantitative relations between infinite sets, ,,Annals of Science” 34(1977), vol. 2,
s. 186). Zob. tez przypis 104 niniejszej pracy.

W pracy przyjeto, ze w przedcantorowskiej tradycji filozoficznej — zgodnie z sugestia
Leibniza — nie traktowano wymienionych wielo$ci jako zbioréw, ale — jak Leibniz — przyj-
mowano aktualne istnienie nieskoriczenie wielu przedmiotéw. Jest to pewne uproszczenie,
wystarczy tu przypomniec stanowisko Arystotelesa. Poniewaz jednak nie jest celem niniejszej
pracy prezentacja i analiza wszystkich przedcantorowskich koncepcji nieskoiczonos$ci, dlatego
wydaje sig, ze takie uproszczenie jest dopuszczalne.

Natomiast niektérzy dziewigtnastowieczni matematycy, jeszcze przed Cantorem, wbrew
tradycji filozoficznej, do§¢ swobodnie postugiwali si¢ pojeciem zbioréw (aktualnie) nieskoriczo-
nych. Zob. przypis 32 niniejszej pracy.

12 Gdyby po stwierdzeniu, ze zbiér liczb naturalnych nie jest réwnoliczny ze zbiorem liczb
rzeczywistych (a réwnoczednie jest jego podzbiorem wilasciwym), dalej stosowaé kryterium
posiadania granicy jako wyréznik wielosci skorficzonych, wéwczas nalezatoby konsekwentnie
powiedzieé, ze zbidr liczb naturalnych jest skoiczony (jego granicg jest zbidr liczb rzeczywis-
tych. Zob. s. 113 niniejszej pracy).

13 Przy uwzglednieniu stanu przedcantorowskiej wiedzy matematycznej, to znaczy przede
wszystkim nieznajomoS$ci tego, ze wielo$¢ liczb naturalnych nie jest rownoliczna z wieloScia
liczb rzeczywistych.
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1. Kazda wielo§¢ posiadajaca doktadnie n (n naturalne) elementéw po-
siadata granice, bowiem istniat zbiér (na przykitad {1, 2, ..., n, n+1}) beg-
dacy zgodnie z definicja granica owej wieloSci. Zatem wielo$¢ ta byla
skoficzona.

2. Dla innych znanych wieloSci, typu: ,,0g61” liczb naturalnych, wymier-
nych, rzeczywistych nie potrafiono wskazac zbioru, ktéry zgodnie z podana
definicja bylby granica tych wielosci'*. Co wiecej, powszechnie sadzono,
ze nieumiejetno$¢ podania granicy takich wielo$ci nie byta przejawem aktual-
nej niedoskonato$ci stojacych do dyspozycji 6wczesnej nauki metod po-
znawczych. Uwazano, iz zbiory bedace granicami wymienionych wieloSci
po prostu nie istnieja. Zatem wielosci te jako nieograniczone byty nieskoi-
czone. Warto tez zauwazy¢, ze zadna nieskoiczona wielo$§¢ nie byla zbiorem
(w klasycznej koncepcji nieskoriczonosci)!>. Tym samym nie istniat zbidr
nieskoniczony.

1. 1. 2. DEIZACJA 1 ABSOLUTYZACJA NIESKONCZONOSCI

W filozofii przedcantorowskiej dostrzegalne sa dwa procesy, zalezne naw-
zajem od siebie. Doprowadzily one do ukonstytuowania pewnego wzorca
mySlenia o tym, co nieskoriczone. Poniewaz zadna z wielo$ci nieskoriczonych
nie byta zbiorem, zatem nie bylo wsréd nich zadnego bytu nieskonczone-
g0'®. Z drugiej strony teologia chrzescijaiska i inspirowana przez nig
filozofia stwierdzatly istnienie bytu nieskoficzonego, jakim byt B6g. Poniewaz
zaden inny znany byt nie byt nieskoriczony, zatem dokonata sig:

a) absolutyzacja nieskoficzonosci, to znaczy zaakceptowanie tezy, ze istnie-
je doktadnie jeden byt nieskoriczony!”.

To za$ automatycznie pociagato za soba:

b) deizacj¢ nieskoiiczonoSci, to znaczy przyjecie twierdzenia, ze tylko i

wylacznie Bog jest bytem nieskoriczonym.

4 Wielo$¢ liczb rzeczywistych, zgodnie ze stanem przedcantorowskiej wiedzy, nie byta
granica wielo$ci liczb naturalnych, bowiem:
1. nie udowodniono nieréwnolicznosci tych wieloSci,
2. liczby rzeczywiste nie stanowily jednosci — zbioru, traktowane jako jednos¢ generowaty
wedlug tradycji przedcantorowskiej paradoksy.

15 Zob. przypis 11 niniejszej pracy.

16 Zob. tamze.

17 Zob. s. 101 niniejszej pracy.
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Zatem Bog zastugiwal na miano ,,Absolutu”. W takim uje¢ciu nieskon-
czone wieloSci — aczkolwiek nie ujmowane jako byty — byly czasem po-
strzegane jako symbol czy analogat Absolutu. Dlatego wszystkie wieloSci
nieskoiczone mozna w tej koncepcji nazwaé ,,wieloSciami absolutnie nie-
skoficzonymi”'8.

O wielosciach nieskoiczonych — w ich tradycyjnym ujeciu — mozna
twierdzi¢, iz byly niepowigkszalne!®. Jesli juz dopuszczano istnienie nie-
skoficzenie wielu przedmiotéw, jak w wypadku Leibniza, to wielosci takie
uwazano za niepoznawalne za pomoca metod stosowanych w naukach Scis-
tych, przyrodniczych lub metod filozofii nie odwotujacej si¢ do danych
teologicznych. O niepoznawalno$ci tego typu wieloSci miaty Swiadczyé
pojawiajace si¢ paradoksy®’.

18 Nie jest celem niniejszej pracy doktadne analizowanie, jak w dziejach mysli europej-
skiej dokonywaty si¢ owe procesy, na ile warunkowaty si¢ one wzajemnie i jak przeplataly si¢
w nich inspiracje teologiczne, filozoficzne (teodycealne czy kosmologiczne) i matematyczne.
Istotne jest, ze Cantor zastal w tradycji filozoficznej dobrze zadomowione tezy o absolutnym
i Boskim charakterze nieskorniczonosci. Swiadczy o tym jego krytyka tez J. Locka, Kartezjusza,
Spinozy i G.W. Leibniza: ,,So verschieden auch die Lehren dieser Schriftsteller sind, in der
Beurteilung des Endlichen und Undendlichen stimmen sie an jenen Stellen im wesentlichen
darin iiberein, dal zu dem Begriffe einer Zahl die Endlichkeit derselben gehore, und daf
anderseits das wahre Unendliche oder Absolute, welches in Gott ist, keinerlei Determination
gestattet. Was den letzteren Punkt anbetrifft, so stimme ich, wie es nicht anders sein kann,
demselben vollig bei, denn der Satz: «omnis determinatio est negatio» steht fiir mich ganz
aufler Frage” (dz. cyt., s. 175-176).

Warto jeszcze zauwazy¢, ze szczeg6lnie w teologii zwyklo si¢ akcentowaé nieskoriczono$é
jakosci (a wigc nieskoniczono$¢ intensywna) Boga. Jednakze w procesie absolutyzacji i deizacji
nieskorficzono$ci — na plaszczyznie filozoficznej — zaczeto réwniez rozpatrywaé i akceptowaé
nieskoriczono$¢ Boga w aspekcie ilosci (nieskoriczono$¢ ekstensywna). Tylko dzigki temu
mozna byto zasadnie konstruowaé opozycje: skoniczone (liczba, zbiér)—nieskoficzone (Absolut,
Bég).

% Warto to kryterium wprowadzi¢ juz w tym miejscu, aczkolwiek, jak si¢ okaze, jego
przydatno$¢ ujawnita si¢ w petni dopiero w ontologii nieskoniczono$ci Cantora. W klasycznej
koncepcji nieskoficzono$ci odgrywato ono istotng role przy odréznianiu nieskoficzono$ci aktual-
nej i potencjalnej. Dana wielos$¢ jest powigkszalna wtedy i tylko wtedy, gdy przez dotaczenie
do niej pewnej liczby elementéw mozna otrzymaé zbiér o mocy wigkszej niz ,,wielo$¢ wyjscio-
wa”. Przed ,,odkryciami” teoriomnogo$ciowymi Cantora nie mozna bylo stwierdzi¢ powigkszal-
nosci wieloSci liczb wymiernych przez ,,zapetnienie luk” liczbami niewymiernymi, poniewaz
nie potrafiono stwierdzié¢ nieréwnolicznos$ci obydwu wielosci. Dlatego wielo$¢ liczb niewymier-
nych musiata zgodnie z podana definicja uchodzi¢ za niepowigkszalng.

20 paradoksy nieskoriczonosci byty przyczyng bardzo czesto reprezentowanego pogladu —
wsréd zwolennikéw istnienia wielosci nieskoficzonych — ze rozum ludzki jest ,,zbyt ograniczo-
ny”, aby poznaé tak ,,duze” wielosci. Przy czym akcentowano mocniej: albo ontyczne (zbyt

2 29

~duze” wielosci), albo poznawcze (,,ograniczono$¢” rozumu) uwarunkowania takiego stanu
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W zwiazku z absolutyzacja i deizacja nieskoriczono$ci uwazano, ze
jedynie za pomoca metod specyficznie teologicznych i przy odwotaniu
do jakiego$ rodzaju objawienia mozna wypowiada¢ sensowne zdania na
temat tego, co absolutnie nieskoficzone. Zatem to, co nieskoficzone abso-
lutnie, zostato wytaczone z zakresu poznania wszelkich nauk nieteolo-
gicznych.

Natomiast wszystkie wielosci skoficzone byty powiekszalne?!. Wszyst-
kie tez stanowily zbiory i byly poznawalne za pomoca metod matema-
tycznych.

1. 1. 3. NIESKONCZONOSC W MATEMATYCE

Z przedstawionej charakterystyki wielosci skoficzonych i nieskoniczo-
nych mogtoby wynikaé, ze przedmiot poznania matematyki do drugiej
potowy dziewigtnastego wieku stanowity jedynie obiekty skoficzone. Taki
poglad nie jest do kofica prawdziwy. Do tego czasu rozwinigto rachunek
nieskoinczonosciowy, ktéry swa ontologiczna podstawe znalazt w klasycz-
nym rozréznieniu nieskoriczono$ci aktualnej i potencjalnej. Nieskoiczono§¢é
potencjalna to mozliwo$S¢ posuwania si¢ dowolnie daleko w dolaczaniu
nowych elementéw do juz istniejacej wieloSci skoriczonej (czyli zbioru).
Natomiast w wielo$ci aktualnie nieskoiiczonej wszystkie elementy bytyby
dane od razu*.

rzeczy. Jak bardzo rozpowszechniony byt to poglad, Swiadczy fakt, ze zostal on podtrzymany
przez Cantora w jego apologii istnienia i poznawalnoSci liczb (zbioréw) nieskoiczonych: ,,Man
fiihrt so oft die Endlichkeit des menschlichen Verstandes als Grund an, warum nur endliche
Zahlen denkbar sind; ... . Stillschweigend wird ndmlich bei der «Endlichkeit des Verstandes»
gemeint, da} sein Vermogen riicksichtlich der Zahlenbildung auf endliche Zahlen beschrankt
sei. ... . Die Worte «endlicher Verstand», welche man so vielfach zu horen bekommt, treffen,
wie ich glaube, in keiner Weise zu: ...” (dz. cyt., s. 176).

2l Zob. przypis 19 niniejszej pracy.

22 Istnienia zbioréw aktualnie nieskoficzonych nie przyjmowano. Arystoteles w Fizyce
zaprzeczyt istnieniu zbioru aktualnie nieskoriczonego, a takze nieskorniczonej wielo$ci przedmio-
téw. Leibniz, jak juz podkreslano, dopuszczal nieskoniczong wielos¢ przedmiotéw, cho¢ odrzu-
cal istnienie zbioru (aktualnie) nieskonczonego.
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Tabela 1
. . » poznawalnos¢
granica powigkszalnos¢é
matematyczna
skonczonosé + + +
nieskonczono$é
. - - + +

potencjalna
nieskonczono$é
aktualna - = - - - -
= absolutna

Jest oczywiste, ze scharakteryzowana wyzej klasyczna nieskorficzono$é
absolutna spetniata kryteria nieskoriczono$ci aktualnej. Natomiast okreSlenie
nieskonczono$ci potencjalnej odwotywato si¢ jedynie do pewnych niejasnych
intuicji®® i dlatego nie bylo zbyt precyzyjne. Co wiecej, do drugiej potowy
dziewigtnastego wieku nie dopracowano si¢ w zasadzie lepszego okreslenia.
Dlatego matematycy wspoéicze$ni Cantorowi postugiwali si¢ rodzajem definicji
ostensywnej, wskazujac na jakiS$ typ konstrukcji matematycznych i stwierdza-
jac: to wilasnie jest nieskoniczono$¢ potencjalna. W ten sposdb stawaly si¢ one
wzorcem nieskoficzonosci potencjalnej. Takim paradygmatem nieskoiczonosci
potencjalnej byta ,sskoficzona, zmienna wielko$é, rosnaca i nieograniczo-
na”?*. Mys§l te mozna przetransponowaé na jezyk teoriomnogosciowy i po-
kazaé, ze wielosci odpowiadajace takiej wielko$ci zmiennej byty w klasycz-
nym ujeciu — pod pewnym istotnym warunkiem, uwzgledniajacym ich ,,wielo-

23 Posuwanie si¢ dowolnie daleko”, ,.dotaczanie elementéw”.

2 Warto zauwazy¢, ze Cantor, charakteryzujac nieskoriczonos¢ potencjalna, nie uzywa
wyrazenia definicyjnego ,jest to”, ale zwrotéw takich jak ,,0 nieskoniczonosci potencjalnej
méwi si¢ szczegdlnie tam, gdzie ...”: ,,Das potentiale unendliche wird vorzugsweise dort
ausgesagt, wo eine unbestimmte, verdnderliche endliche GroBe vorkommt, die ... iiber alle
endlichen Grenzen hinaus wéchst (unter diesem Bilde denken wir uns z. B. die sogenannte
Zeit, von einem bestimmten Anfangsmomente an gezihlt)...” (List do A. Eulenburga z 28. 02.
1886, w: Mitteilungen zur Lehre vom Transfiniten, 1887-1888, GA, s. 401).

Tak wigc ,,nieokres§lona, skoficzona, zmienna wielko$¢” nie jest definicja nieskoficzonosci
potencjalnej, ale jedynie wskazaniem pewnej klasy jej matematycznych reprezentantéw lub
wskazaniem pewnego wzorca. To, iz Cantor odwotuje si¢ do intuicji czasu, réwniez ujawnia
trudnos$ci $cistego okreslenia nieskoriczonosci potencjalnej.
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postaciowos$¢”, czyli, intuicyjnie, mozliwo$¢ dotaczania nowych elementéw
— nieograniczone, a przy tym powiekszalne®,

Nieograniczono$¢ — klasyczne kryterium nieskonczonosci — stanowita
podstawe okreslania takich wielo$ci (potencjalnie nieskoriczonych) jako nie-
skoriczonych. Poniewaz jednak byty one tylko warunkowo nieograniczone®,
dlatego tez wytacznie przez analogi¢ mozna byto méwi¢ o nich jako o wie-
losciach nieskoniczonych. Stad wzigly si¢ okreslenia typu: ,,nieskoinczonosé
niewtasciwa”?’. Wydaje sie, ze najlepiej mozna by scharakteryzowaé status
nieskoiczonosci potencjalnej w tradycji przedcantorowskiej jako rodzaj ,,dia-
lektycznego pomostu” migdzy tym, co absolutnie (czyli aktualnie) nieskoficzo-
ne, a tym, co skoriczone. Wielosci potencjalnie nieskoriczone réznity si¢ od
absolutnie (aktualnie) nieskoriczonych tym, ze byly powigkszalne®® oraz
poznawalne za pomoca metod matematycznych. Nie generowaly one bowiem
paradokséw (zob. tab. 1).

1. 2. MODYFIKACJE CANTORA

Taki stan ontologii nieskoriczono$ci zastal Cantor, rozpoczynajac swoje
prace w zakresie szeregdw Fouriera. Badania te mialy w efekcie doprowadzié
do powstania teorii liczb pozaskonczonych. Juz jedno z pierwszych istotnych
,,0dkry¢”, dokonanych w procesie kreowania teorii mnogos$ci, dawato podsta-
wy do zrewidowania tradycyjnej ontologii nieskoiczono$ci. Chodzi o relacjo-
nowane po raz pierwszy w liScie do R. Dedekinda z roku 1873 twierdzenie

o nieréwnolicznosci zbioru liczb naturalnych i zbioru liczb rzeczywistych?.

% Intuicje zawarte w podanym paradygmacie nieskoriczono$ci potencjalnej mozna prze-
transponowacé na jezyk teoriomnogos$ciowy, przyporzadkowujac zmiennej wielkoSci naturalnej
k zbiér A, = {1,2,...,k}. Dla kazdego zbioru skoniczonego B mozna poda¢ taka posta¢ zbioru
A,, dla ktérej zbiér B nie byt granica. Zob. definicje na s. 105 niniejszej pracy. Poniewaz za$
w ujeciu tradycyjnym wielo$ci nieskoriczone (aktualnie) nie byly zbiorami, czyli nie mogty
stanowi¢ granicy zbioru, zatem zbiér A, uznawano za nieskoriczony (potencjalnie).

Natomiast dla kazdej postaci zbioru A, mozna tez skonstruowaé zbiér mocniejszy:
{1,2,....k+1}. Zatem zbiér A, byt powigkszalny. Zob. przypis 19 niniejszej pracy. Innymi
stowy: zbiory nieskoriczone potencjalnie byly powigkszalne.

26 Zob. przypis 25 niniejszej pracy.

27 Uneigentlich — unendliche”. Zob. przypis 9 niniejszej pracy.

28 Zob. przypis 25 niniejszej pracy.

» Por. G. Cantor, Listy doR. Dedekinda z 7. 12. 1873, 9. 12. 1873, w: Briefwechsel
Cantor-Dedekind, ed. J. Cavailles, E. Noether, Paris 1937, s. 14-16.
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1. 2. 1. NIEROWNOLICZNOSC ZBIOROW NIESKONCZONYCH

Bardzo istotnym czynnikiem, ktéry pozwolit Cantorowi podwazyé — jak
sie poczatkowo wydawato’® — teze o absolutnym charakterze nieskoriczo-
nosci w jej klasycznym ujeciu®!, bylo zalozenie, ze obydwie wielosci, za-
rowno liczb naturalnych, jak i rzeczywistych stanowia zbiory aktualnie
nieskoriczone®’. Wéwczas okazywato sie, ze dwa byry>’, ktére — gdyby

30 Zob. s. 116 n. niniejszej pracy.

31 Zob. s. 101 niniejszej pracy.

32 Czasami formutuje si¢ teze, ze wlasnie potaczenie przez Cantora dwu pojeé: zbioru i
nieskoiczonos$ci stanowilo doniosty krok w procesie tworzenia przez niego teorii mnogosci.
Krok ten zostat jednak zrobiony juz wczes$niej przez B. Bolzano. Zazwyczaj matematycy w
dziewigtnastym wieku, aby nie narazi¢ si¢ na zarzut pogwalcenia ,,tabu nieskoniczonosci aktual-
nej”, stosowali rozumowania ,treSciowe”. I tak E. Galois nie méwit o ciatach czy zbiorach
liczbowych, lecz o wtasnoSciach wspdlnych wszystkim elementom takiego ciala. Natomiast
B. Bolzano w Paradoxien des Unendlichen broni istnienia nieskoficzonos$ci aktualnej i zbioréw
aktualnie nieskoriczonych. Stad pojecie to przeszto do szkoly weierstrassowskiej i tym samym
do prac Cantora. Por. N. B o ur b a ki, Elementy historii matematyki, ttum. z francuskiego
S. Dobrzycki, Warszawa 1980, s. 39-40.

Wedtug H. Wanga Cantor, nie majacy nigdy watpliwosci co do istnienia zbioréw aktualnie
nieskorficzonych, przyjmowat implicite aksjomat nieskoficzonos$ci. Zdaniem Wanga aksjomat ten
zostat przez Cantora tylko jeden raz wyrazony explicite w nastgpujacej wypowiedzi: ,,Die
Gesamtheit aller endlichen Kardinalzahlen v bietet uns das nichstliegende Beispiel einer
transfiniten Menge”. H. W a n g, From philosophy to mathematics, London 1974, s. 212;
G.Cantor, Beitrdge zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre, 1895-1897, GA,
s. 293.

Zatem podejscie Cantora do kwestii istnienia zbioréw (aktualnie) nieskoriczonych bytoby
zupetnie odmienne od stanowiska R. Dedekinda. Dedekind uwazal, ze aksjomat nieskoficzonos-
ci da si¢ udowodnié, wprowadzajac do rozwazan ,$wiat myS$li” (,,Gedankenwelt”) jako zbidr.
Por. Bourbaki, dz cyt,s.43.

Nie oceniajagc w tym miejscu rozwiazania Dedekinda, trzeba stwierdzié, ze réwniez w
pracach Cantora mozna odnaleZ¢ préby uzasadnienia istnienia zbioréw nieskoniczonych. Cantor
ujmuje je jako dwa dowody istnienia infinitum creatum (czyli nieskoniczono$ci w §wiecie
stworzonym):

1. (a priori) Pojecie Boga wskazuje na mozliwo$¢ i konieczno$¢ stworzenia przez niego
transfinitum (,,Ein Beweis geht vom Gottesbegriff aus und schlieft zundchst aus der hochsten
Vollkommenheit Gottes Wesens auf die Moglichkeit der Schopfung eines Transfinitum ordina-
tum, sodann aus seiner Allgiite und Herrlichkeit auf die Notwendigkeit der tatséchtlich erfolg-
ten Schopfung eines Transfinitum”. C a n t o r, Mitteilungen zur Lehre vom Transfiniten, s.
400).

2. (a posteriori) Przyjecie istnienia transfinitum w $§wiecie stworzonym pozwoli na dosko-
nalsze ttumaczenie zjawisk przyrodniczych i psychicznych (,,Ein anderer Beweis zeigt a poste-
riori, dal die Annahme eines Transfinitum in natura naturata eine besondere, weil vollkom-
menere Erkldrung der Phédnomene, im besondern der Organismen und der psychischen Er-
scheinungen ermoglicht als die entgegengesetzte Hypothese ...” tamze).
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przyjmowano, ze s3 bytami — okre§lono by w klasycznym ujeciu jako ,,abso-
lutnie nieskonczone”, byty nieréwnoliczne, a wigc ,,rézne co do istoty”34.
Tego Cantor si¢ nie spodziewal. Jego komentarz mozna traktowaé jako
stwierdzenie, ze sfalsyfikowana zostata klasyczna teza o absolutnym charak-

terze nieskoficzono$ci>>.

1. 2. 2. TECHNICZNA DEFINICJA NIESKONCZONOSCI.
ZBIORY SKONCZONE, POZASKONCZONE
I NIESKONCZONOSC ABSOLUTNA

Stwierdzenie Cantora opierato si¢ na dwoéch, przyjetych implicite zato-
zeniach:

Tego typu argumenty, aczkolwiek nie do przyjecia, wskazuja, ze Cantor, uzasadniajac
istnienie zbioréw nieskoriczonych, postuzyt si¢ w zasadzie ta sama metoda co Dedekind, odwo-
tujac si¢ do danych pozamatematycznych. Nadto Cantor podal jeszcze inny argument za istnie-
niem zbioréw nieskoriczonych, odwotujacy si¢ do praktyki matematycznej. Argument ten
mozna ujaé nastgpujaco:

3. Dla skonstruowania modelu liczb rzeczywistych w dziedzinie liczb wymiernych koniecz-
ne jest przyjecie istnienia zbioréw aktualnie nieskoriczonych (ciagéw podstawowych). Poniewaz
liczby rzeczywiste sa juz ,,zadomowione” w matematyce, zatem nalezy przyjac istnienie zbio-
row aktualnie nieskonczonych (,....selbst die endlichen Irrationalzahlen ohne entscheidende
Heranziehung aktual-unendlicher Mengen wissenschaftlich streng nicht zu begriinden sind, ...”
tamze, s. 383).

Na ten spos6b uzasadniania przez Cantora istnienia zbioréw aktualnie nieskoriczonych
zwraca uwage J.W. Dauben: ,, Thus the reasons favoring the mathematical acceptance of the
irrationals were the same as those urging the mathematical acceptance of the transfinites. The
irrationals, as Cantor stressed, were impossible to formulate rigorously without adopting the
absolute infinite in some form” (Georg Cantor’s philosophy of mathematics, ,,Actes Xllle
Cong. Int. Hist. Sci.” 1971, No 5, s. 90).

Poczynione uwagi maja unaoczni¢ to, ze Cantor staral si¢ uzasadni¢ istnienie zbioréw
aktualnie nieskoriczonych. Ocena tych zamierzei musi by¢ jednak negatywna. W pierwszym
argumencie postuzyt si¢ metoda podobna jak Dedekind, odwotujac si¢ do przestanek pozamate-
matycznych. Nastgpne argumenty Cantora maja charakter wnioskowania redukcyjnego i dlatego
nie moga stanowi¢ dowodu. Sg to raczej pewne przestanki, wskazujace na potrzebg przyjecia
aksjomatu nieskoniczonosci.

3 Zbiory, a wiec pewne jednosci, gotowe catosci, czyli wiasnie byty — tak intuicyjnie
ujmowany byl zbidr zaréwno przez Leibniza, jak i Cantora.

3 Zob. przypis 35 niniejszej pracy.

35 .. und ich schliesse daraus, dass es unter den Inbegriffen und Werthmengen Wesenver-
schiedenheiten gibt, die ich bis vor kurzem nicht ergriinden konnte” (C an tor, List do
R. Dedekinda z 9. 12. 1873, w: Briefwechsel Cantor-Dedekind, s. 16).
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1. Dalszym, konsekwentnym podtrzymywaniu tezy, ze obie wieloSci, za-
réwno liczb naturalnych, jak i rzeczywistych, sa bytami (zbiorami), co zreszta
Cantor czynit explicite w wielu swoich pdZniejszych pracach.

2. Przyjeciu — w roku 1873 — konieczno$ci sformutowania nowego kryte-
rium nieskonczono$ci. Bowiem przy zachowaniu klasycznego kryterium zbiér
liczb naturalnych, ograniczony przez zbiér liczb rzeczywistych, musialby
zosta¢ uznany za skoriczony. Posiadanie czy tez nieposiadanie granicy prze-
stato by¢ dobrym kryterium nieskoficzonosci. Dlatego Cantor postugiwat sig¢
p6Zniej tzw. kryterium Dedekinda dla odrézniania zbioréw skoficzonych i
nieskoriczonych®®. Oparta na tym kryterium definicja zbioréw nieskoriczo-
nych — jako tych i tylko tych, ktére posiadaja wtasciwy podzbiér réwnoliczny
ze soba — bedzie nazywana ,.techniczna definicja nieskoficzonos$ci”. Przyjecie
takiego kryterium ,,gwarantowato” nieskoniczonos$¢ tych wszystkich zbiorow,
ktoére jako wielosci byly w tradycyjnym ujgciu uwazane za nieskorficzone.

Techniczna definicja nieskoriczono$ci pozwolita Cantorowi na nastgpujacy
podziat wieloSci:

1. Zbiory skoriczone, czyli takie, ktére nie posiadaja podzbioru réwnolicz-
nego ze soba. Sa one zawsze ograniczone’’ i powigkszalne, poniewaz dla
kazdego takiego zbioru mozna skonstruowaé zbiér mocniejszy. Oczywista
byta ich poznawalnos$¢, czego dowodzita chociazby wieloletnia tradycja mate-
matyczna.

2. WieloSci aktualnie nieskoficzone — posiadajace przynajmniej jedng ,,pod-
wielo$¢” wilasciwa, rownoliczna ze soba — wsrdéd ktérych mozna wyrdéznié
dwie postaci:

2.a. Te wielodci, ktére Cantor okre§lal mianem transfinitum. Wszystkie
one sa zbhiorami. Wbrew zakorzenionej tradycji zbiory te byly ograniczone i
jednoczesnie powigkszalne®®, poniewaz — jak Cantor udowodnit — dla kazde-

36 Cantor nie podat definicji zbioréw nieskoriczonych. Whasnos¢, bedaca podstawa podziatu
zbior6éw na skonczone i nieskoriczone w definicji Dedekinda, zostala przez Cantora sformuto-
wana wczesniej — w roku 1878 — ale jedynie w formie twierdzenia. Por. G. Cantor, Ein
Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehre, 1878, GA, s. 119.

37 Por. s. 105 niniejszej pracy.

38 »Sehen wir uns ferner die Definition II an, so folgt zunéchst, dal daraus mit nichten
geschlossen werden kann, dafl das A.-U. [Aktual unendliche — J.D.] seiner Groe nach unver-
mehrbar sein miisse; eine irrige Annahme, die nicht nur in der alten und in der sich an sie
anschlieBenden scholastischen, sondern auch in der neueren und neuesten Philosophie, man
kann fast sagen, allgemein verbreitet ist. Vielmehr sind wir hier genétigt, eine fundamentale
Distinktion zu machen, indem wir unterscheiden:

Ila Vermehrbares A.-U. oder Transfinitum.
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go takiego zbioru mozna bylo wskazac¢ zbiér o wigkszej mocy, mianowicie
zbidr wszystkich jego podzbioréw. Twierdzit on, ze takie zbiory sa poznawal-
ne zaréwno za pomoca metod matematycznych, jak i za pomocg metod stoso-
wanych w filozofii (metafizyce)®.

2.b. Nieskoriczono$¢ absolutna, okreSlona tak przez Cantora dlatego, ze —
jego zdaniem — byta realizowana tylko w jednym bycie, mianowicie w Bogu,
i stad nazywana przez niego ,,Absolutem”*’.

W analizowanych tekstach mozna zauwazyé, ze Cantor poslugiwal sig
jezykiem i intuicjami teoriomnogo$ciowymi, by przez analogi¢ scharakteryzo-
waé nieskoficzono$§¢ absolutna. W tym celu wyszukiwal on nawet pewne
teoriomnogos$ciowe odpowiedniki lub tez symbole tego rodzaju nieskoriczo-
no$ci. Takim symbolem byl na przykilad ,nieskoriczony ciag liczb”. Cantor
miat tu na mys$li wielo§¢ wszystkich skoriczonych i pozaskoficzonych liczb
porzadkowych*!.

Kryterium podzialu nieskoriczonos$ci aktualnej na transfinitum i nieskon-
czono§¢ absolutna stanowila powiekszalno$é*?. Nieskoriczono§é absolutna
— w odréznieniu od transfinitum — byta niepowigkszalna, bowiem mogta by¢
traktowana jako ,.kwantytatywne maximum”, ,,do ktérego nic nie mozna doto-
zy¢”®. Innymi stowy, rozwijajac dalej analogi¢ Cantora: nie istnial zbidr
o wigkszej mocy nizZ owo maximum, a zatem bylo ono nieograniczone. Tak

IIb Unvermehrbares A.-U. oder Absolutum” (C antor, Mitteilungen zur Lehre vom
Transfiniten, s. 404-405).

3 [...] so fallen andrerseits die auf das Transfinite hingerichteten Fragen hauptsichlich
in die Gebiete der Metaphysik und der Mathematik; sie sind es vorzugsweise, mit denen ich
mich seit Jahren beschiftige” (tamze, s. 378).

40 Es wurde das A.-U. [aktual unendliche — J.D.] nach drei Beziehungen unterschieden:
erstens sofern es in der hochsten Vollkommenheit, im vollig unabhéngigen, auBlerweltlichen
Sein, in Deo realisiert ist, wo ich es Absolutunendliches oder kurzweg Absolutes nenne;...”
(tamze).

4l Die absolut unendliche Zahlenfolge erscheint mir daher in gewissem Sinne als ein
geeignetes Symbol des Absoluten: ...” (G. C a n t o r, Uber unendliche lineare Punktmannig-
faltigkeiten, s. 205 (przypis do s. 174).

42 Zob. przypis 38 niniejszej pracy.

43 Das Transfinite mit seiner Fiille von Gestaltungen und Gestalten weist mit Notwendig-
keit auf ein Absolutes hin, auf das «wahrhaft Unendliche», an dessen Grofe keinerlei Hin-
zufiigung oder Abnahme statthaben kann und welches daher quantitativ als absolutes Maximum
anzusehen ist. Letzteres iibersteigt gewissermallen die menschliche Fassungskraft und entzieht
sich namentlich mathematischer Determination;...” (C a n t o r, Mitteilungen zur Lehre vom
Transfiniten, s. 405).
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scharakteryzowana nieskoficzono$¢ absolutna stanowila przedmiot poznania
teologii spekulatywnej**.

Tabela 2
Dedekind L
. . . .. | poznawalno$¢
kryterium granica | powigkszalno$¢é
. . L. matematyczna
nieskonczonosci
skonczonosé - - + + +
nieskonczonos$é
) - - + + +
potencjalna
nieskonczonosé
aktualna + + + +
transfinitum
nieskonczonosé
aktualna + - - - = - -
absolutna

3. Cantor zachowal w swej koncepcji nieskoiiczono$ci pojecie nieskon-
czonoS$ci potencjalnej. Jednakze bylo ono, wedtug niego, jedynie ,,pojeciem
relacyjnym” (,,Beziehungsbegriff”), ,,przedstawieniem pomocniczym” (,,Hilfs-
vorstellung”), ktérym postuguje si¢ podmiot w procesie poznania. Okreslenie
tego typu nieskoniczonosci jako ,,synkategorematycznej” wskazywalo wedlug
Cantora, iz termin ,,nieskoficzono$¢ potencjalna” nie mégt samodzielnie petnic¢
funkcji semantycznej*’. Podobna my§l zostata wyrazana w tezie, ze temu,

4 Legt es besonders der spekulativen Theologie ob, dem Absolutunendlichen nachzufor-
schen und dasjenige zu bestimmen, was menschlicherseits von ihm gesagt werden kann,...”
(tamze, s. 378).

45 DaB das sogenannte potentiale oder synkategorematische Unendliche (Indefinitum) zu
keiner derartigen Einteilung Veranlassung gibt, hat darin seinen Grund, daf} es ausschlieBlich
als Beziehungsbegriff, als Hilfsvorstellung unseres Denkens Bedeutung hat, fiir sich aber keine
Idee bezeichnet; in jener Rolle hat es allerdings durch die von Leibniz und Newton erfundene
Differential- und Integralrechnung seinen groflen Wert als Erkenntnismittel und Instrument
unseres Geistes bewiesen; eine weitergehende Bedeutung kann dasselbe fiir sich in Anspruch
nehmen” (Uber die verschiedenen Standpunkte in Bezug auf das aktuale Unendliche, 1886, GA,
s. 373).
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co zmienne, a wigc nieskoficzono$ci potencjalnej, nie przystuguje zaden
byt*®. Jednakze — zdaniem twércy teorii mnogosci — pojecie to, jako rodzaj
uzytecznej fikcji, odegralo istotng rolg w powstaniu rachunku rézniczkowego
i calkowego. Jest oczywiste, ze dla Cantora zmienna ,,przebiegajaca” zbiér
liczb naturalnych byta zawsze skoriczona, ograniczona, powigkszalna. Nie tyle
byta przedmiotem poznania, ile spetniata funkcj¢ heurystyczng w matematyce.

1. 3. ORYGINALNOSC KONCEPCJI CANTORA?

Zestawienie dwu koncepcji ontologii nieskoiiczonosci: klasycznej i Canto-
rowskiej prowadzi do zaskakujacych wnioskéw. Wydawato si¢ poczatkowo,
ze przyjecie istnienia zbioréw spelniajacych kryterium Dedekinda oraz zdefi-
niowanie relacji kwantytatywnych pomigdzy zbiorami w sposéb, w jaki uczy-
nit to Cantor, ostatecznie falsyfikuja klasyczne przekonanie o istnieniu nie-
skoiczonosci absolutnej. Mimo to réwniez on wprowadzit do swojej koncep-
cji nieskoficzonoSci pojecie nieskoficzono$ci absolutnej. I nie chodzito przy
tym jedynie o przypadkowa zbiezno$¢ terminologiczng. Wystarczy poréwnac
klasyczna i Cantorowska charakterystyke nieskoniczonosci absolutnej. W oby-
dwu wypadkach byta ona czyms§ nieograniczonym, niepowigkszalnym i nie-
poznawalnym za pomocg metod matematycznych. Zaréwno wedtug przedsta-
wicieli koncepcji klasycznej, jak i wedtug Cantora istniat doktadnie jeden byt
spetniajacy te warunki’, byt nim Bég.

W nowej ontologii nieskoficzono§ci — poza spetnianiem lub niespelnianiem
kryterium Dedekinda — charakterystyki zbioréw skoriczonych i pozaskonczo-
nych (transfinitum) byty identyczne. Byty one ograniczone, powigkszalne i
determinowalne (poznawalne) za pomoca metod matematycznych.

Whioski sformutowane powyzej pozwalaja na pewne ogdlniejsze spostrze-
zenie. Gdyby, przy dopuszczeniu istnienia zbioréw spetniajacych kryterium
Dedekinda, przyjac¢ tradycyjna definicj¢ nieskoriczono$ci jako tego, co jest
nieograniczone, wowczas Cantorowska koncepcja nieskoficzonosci nie réznita-
by si¢ wiele od klasycznej. Jedyna Cantorowska innowacja bytoby woéwczas

4 Dem Unbestimmten, Verédnderlichen, Uneigentlichunendlichen, in welcher Form sie
auch erscheinen, kann ich kein Sein zuschreiben, denn sie sind nichts als entweder Beziehungs-
begriffe oder rein subjektive Vorstellungen resp. Anschauungen (imaginationes), in keinem
Falle adiquate Ideen” (C a n t o r, Uber unendliche lineare Punktmannigfaltigkeiten, s. 205,
przypis do s. 176).

47 Dlatego wtasnie Cantor mégt zasadnie méwié o ,,absolutnej nieskoriczonosci”.
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,»wzbogacenie” klasy zbioréw skoniiczonych (w znaczeniu klasycznym) o te,
ktére spetniatyby kryterium Dedekinda. Spostrzezenie takie poczynil w zasa-
dzie sam Cantor, ktéry w dyskusji z neotomistami okreslit nieskonczono$é
absolutng jako ,,nieskoficzono$¢ witasciwa”, natomiast transfinitum jako ,nie-
skorficzono$é niewtasciwa”*.

2. EGALITARYZM TEORIOMNOGOSCIOWY
— ZASADY HEURYSTYCZNE

Mysl te mozna wyrazié jeszcze inaczej. Juz w najwczes$niejszych pracach
Cantora, dotyczacych szeregéw Fouriera i teorii liczb rzeczywistych, mozna
si¢ dopatrze¢ przyjmowanego implicite zatozenia, ktére okredla si¢ jako ,.ega-
litaryzm teoriomnogosciowy”*. Zaréwno wielosci skoniczone, jak i nieskori-
czone’® byly w przekonaniu Cantora zbiorami. Do jednych i do drugich
mozna bylo stosowal pewne podstawowe operacje algebry zbioréw, na
przyktad: wyréznianie podzbioréw, sumowanie zbioréw (wéwczas jedynie
roztacznych) i ich mnozenie®'. Znaczy to, ze w pojeciu Cantora niektére

48 ..., so sind die beiden Begriffe des Absolut- Unendlichen und des Aktual-Unendlichen

im Geschaffenen oder Transfinitum wesentlich verschieden, so dal man im Vergleiche beider
nur das Eine als eigentlich Unendliches, das andere als uneigentlich und aquivoce Unendliches
bezeichnen muB3” (C a n t o r, Mitteilungen zur Lehre vom Transfiniten, s. 384-385).

4 Zar6wno sam pomyst, jak i nazwa pochodza od J. Mayberry. Charakteryzowat on
nastgpujaco Cantorowski egalitaryzm teoriomnogosciowy, ktéry — jego zdaniem — stal si¢
trwatym 1 istotnym zalozeniem nowoczesnej (,modern”) matematyki: ,In fact, if we look
beyond the mere technical terminology into the fundamental presuppositions and attitudes
underlying modern mathematics, we shall find that it is based on the idea that all sets are
finite, in the proper sense [to jest w klasycznym znaczeniu, jako ograniczone — J.D.]. In
practical terms this means that all of the basic set- theoretical operations apply indifferently
to all sets, whether they are finite in the merely technical sense or not [czyli spelniaja albo
nie spetniaja kryterium Dedekinda — J. D.]. Set theory is thus an egalitarian theory. No
foundamental theoretical distinction is made betweem sets which are technical infinite and
those which are not. This not to say that the technical distinction betweem finite and infinite
is unimportent: only that each of the basic operations of the set theory — and in particular, the
key operation of power set formation — is logically prior to this distinction” (The consistency
problem for set theory: An essay on the Cantorian foundations of mathematics, ,,The British
Journal for the Philosophy of Science” 28(1977), s. 138).

30 Wedtug wprowadzonego kilka lat péZniej kryterium Dedekinda.

5! Do tych podstawowych operacji teoriomnogosciowych dodaje sie tez mozliwosé tworze-
nia dla dowolnego zbioru (skoniczonego lub nieskoniczonego w znaczeniu Dedekinda) zbioru
potegowego. Tyle, ze Cantor zaprezentowal koncepcj¢ zbioru potggowego dopiero w latach
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operacje algebry zbioréw byly logicznie pierwotne w stosunku do podziatu
zbioréw wedlug kryterium Dedekinda na skoficzone i nieskoiczone. W tym
znaczeniu zbiory skonczone i nieskoficzone traktowane byty tak samo.
Inaczej: zbiory nieskoriczone nalezato traktowaé podobnie, jak dobrze
zadomowione w tradycji matematycznej zbiory skoficzone. I w takim,
przyjmowanym od poczatku, aczkolwiek nie formutowanym wprost zatozeniu
Cantora, trzeba si¢ dopatrywac istotnego principium jego heurystyki: nalezy
traktowaé, na ile to tylko mozliwe, wieloSci nieskonczone (transfinitum)
podobnie jak zbiory skoniczone.

Przedstawiona powyzej koncepcja nieskoiczonosci stanowita podstawe dla
przyjmowanego przez Cantora zbioru zasad heurystycznych®?, ktérymi kiero-
wal sig on w badaniach teoriomnogosciowych, a przede wszystkim w bada-
niach wielo$ci nieskoiiczonych (w znaczeniu technicznym). Do wspomnianego
zbioru zasad heurystycznych wypada zaliczy¢ nastgpujace tezy:

1. Kazda nieskonczonos$¢ potencjalna zaktada istnienie zwiazanej z nig
nieskoriczonosci aktualnej™.

2. Nalezy traktowaé wieloSci nieskoniczone tak dalece, jak to tylko mozli-
we, jak zbiory skoficzone.

3. Nieskoniczono$¢ absolutna nie jest determinowalna za pomoca metod
matematycznych®.

osiemdziesiatych. Jednakze, w Beitrdge zur Begriindung der Transfiniten Mengenlehre z lat
1895-1897, bedacych préba w miarg systematycznego przedstawienia teorii mnogosci, tworze-
nie zbioru potegowego jest operacja niezalezna (logicznie pierwotng) w stosunku do podziatu
zbior6w wedlug kryterium Dedekinda.

52 Ten zbiér zasad to pewien program badawczy (w znaczeniu I. Lakatosa). Nie jest w
tym miejscu istotne, czy prezentowana lista jest zbiorem wszystkich zasad heurystycznych,
ktérymi kierowal si¢ w swoich badaniach Cantor. Na podstawie wybranych przyktadéw zasto-
sowann wymienionych zasad bgdzie mozna pokazaé, ze odgrywaty one wazna rolg w prébach
rozwiazywania istotnych probleméw, ktére pojawiaty si¢ w pracach teoriomnogosciowych
Cantora. Te same zasady zostaly wymienione w pracy M. Halletta Towards a theory of mathe-
matical research programmes (,,The British Journal for the Philosophy of Science” 30(1979),
s. 147).

33 Zasada ta zostala po raz pierwszy sformutowana przez K. Gutberleta, niemieckiego
neotomiste. Por. K. Gutberlet, Das Unendliche metaphysisch und mathematisch be-
trachtet, Mainz 1878. Na tekst Gutberleta powotuje si¢ Cantor: ,,Um so mehr muf3 rithmend
hervorgehoben werden, da3 Herr Prof. Gutberlet mit Nachdruck und Erfolg (1. Abt., 1. Abschn.
§§ 3, 5 und 6 seines Werkes) auf die Abhingigkeit des potentialen Unendlichen von einem
zugrunde liegenden Aktualunendlichen hinweist”. C an t o r, Mitteilungen zur Lehre vom
Transfiniten, s. 394.

54 DaB wir auf diesem Wege immer weiter, niemals an eine uniibersteigbare Grenze, aber
auch zu keinem auch nur angeniherten Erfassen des Absoluten gelangen werden, unterliegt fiir
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Pierwsze dwie zasady mozna nazwac ,,pozytywnymi”, natomiast trzecia
,hegatywna zasade heurystyczng” Cantorowskiego programu badawczego.

3. ZASTOSOWANIA ZASAD HEURYSTYCZNYCH

Nalezy obecnie przeanalizowaé, na ile Cantor rzeczywiscie kierowat si¢ w
rozwiazywaniu probleméw badawczych zasadami heurystycznymi, ktore sfor-
mutowal w tekstach natury filozoficznej lub ujawnit na poczatku praktyki
matematycznej. W tym celu zostang zaprezentowane dwa przyktady, obrazuja-
ce, jak w istotnych dla Cantorowskiej teorii mnogos$ci sytuacjach problemo-
wych funkcjonowaty wymienione zasady.

3. 1. ,ROZWIAZANIE” PROBLEMU
ABSOLUTNEJ SKALI MOCY ZBIOROW

Pierwszy przyklad zwiazany jest z problematyka mocy zbioréw. Cantor,
od momentu stwierdzenia nieréwnoliczno$ci dwu zbioréw nieskoniczonych w
roku 1873, dysponowal relaty wna miara mocy zbioréw. Miara ta
oparta zostala na wprowadzonych relacjach kwantytatywnych. Cantor przyj-
mowal implicite juz w roku 1878, ze musi istnie¢ jaki§ rodzaj skali, za pomo-
ca ktorej bedzie mozna ,,mierzy¢” bezwzglgdna moc zbioréw nieskoriczonych.
Znalezienie takiej skali stanowito istotny problemem badawczy’>.

mich keinem Zweifel. Das Absolute kann nur anerkannt, aber nie erkannt, auch nicht
annihernd erkannt werden” (C an tor, Uber unendliche lineare Punktmannigfaltigkeiten,
s. 205 — przypis do s. 174).

,»Omnia seu finita seu infinita definita sunt et excepto Deo ab intellectu determinari po-
ssunt” (tamze, s. 176).

35 Cantorowski problem skali mocy zbioréw mozna sformutowaé nastgpujaco: czy zbiory
nieskoniczone tworza zbiér dobrze uporzadkowany ze wzgledu na wprowadzone relacje kwanty-
tatywne?

Rozwigzanie, do ktérego Cantor dazyl — wyrazone we wspélczesnych kategoriach — byto
w istocie nastgpujace: w klasie wszystkich zbioréw nieskoiczonych zbudowacé klasy abstrakcji
ze wzgledu na relacje réwnolicznosci (takie wtasnie klasy konstruowal Cantor, formutujac po
raz pierwszy hipotezg continuum. Zob. przypis 56 niniejszej pracy). Nastgpnie uzasadnié, ze
zbiér klas abstrakcji jest dobrze uporzadkowany ze wzgledu na relacje mniejszosci. Tak
uporzadkowany zbidr stanowilby poszukiwana skalg. Juz na etapie wprowadzenia podzialu na
klasy abstrakcji moc stataby si¢ nie relacyjna cecha danego zbioru, opisujaca pewna jego
wlasnos¢ w stosunku do innego zbioru, ale absolutng cecha kazdego zbioru (wspdtczesnie
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Rozwiazanie wspomnianego problemu stanowito warunek konieczny dla
rozstrzygnigcia innego, szczegétowego, ale istotnego problemu: ktére miejsce
na tej skali zajmuje moc continuum? Potrzeba byto stosownej skali, aby po-
stawi¢ hipotezeg, Ze jest to miejsce drugie. Tak wtasnie mozna sformutowacd
stynng hipoteze continuum. Zreszta cala t¢ sytuacje problemowa nalezaloby
w zasadzie odwrdci¢. To wilasnie hipoteza continuum, ktérej uzasadnienie
stalo si¢ po roku 1879 istotnym czynnikiem determinujacym badania teorio-
mnogoS$ciowe Cantora, stymulowata ciagte stawianie ogélnego problemu mocy

i préby jego rozwiazania®.

definiowano by t¢ cech¢ postugujac si¢ pojeciem klasy wszystkich zbioréw réwnolicznych z
danym zbiorem).

Warto doda¢, ze na poczatku lat osiemdziesiatych Cantor wyraznie opowiadal si¢ za tym,
ze moc jest absolutna cecha kazdego zbioru: ,,Auch der Mdchtigkeitsbegriff, welcher den
Begriff der ganzen Zahl, dieses Fundament der GroBenlehre als Spezialfall in sich fafit und als
allgemeinste genuine Moment bei Mannigfaltigkeiten angesehen werden diirfte, ist so wenig
auf die linearen Punktmengen beschrinkt, da3 er vielmehr als Attribut einer jeglichen wohldefi-
nierten Mannigfaltigkeit betrachten werden muB,...” (Uber unendliche lineare Punktmannigfal-
tigkeiten, Nr 3, 1882, GA, s. 150).

Nalezy przypomnieé, ze Cantor uzyt pierwotnie terminu ,,moc” w znaczeniu relacyjnym,
okreslajac, kiedy dwa zbiory maja t¢ sama moc i kiedy jeden zbiér ma wigksza moc od drugie-
go zbioru (resp. mniejsza). Nastgpnie za$ stwierdzil, ze ciag liczb naturalnych ma najmniejsza
moc spos§réd mocy wszystkich zbioréw nieskoniczonych: ,,Die Reihe der positiven ganzen
Zahlen v bietet, wie sich leicht zeigen 146t, die kleinste von allen Michtigkeiten dar, welche
bei unendlichen Mannigfaltigkeiten vorkommen” (Ein Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehre,
s. 119-120). Wypowiedz ta implikuje, ze juz wéwczas, to znaczy w roku 1878, Cantor przyj-
mowal mozliwos$¢ podania jakiej$ skali, za pomoca ktérej mozna by okresli¢ absolutng moc
kazdego zbioru nieskoficzonego. Por. tamze.

56 Problem i hipoteza continuum zostaty po raz pierwszy sformutowane przez Cantora w
trakcie badaii wlasnosci nieskoiiczonych zbioréw punktowych zawartych w jednowymiarowej
przestrzeni euklidesowej: ,,..., so entsteht die Frage, wie sich die verschiedenen Teile einer
stetigen geraden Linie, d.h. die verschiedenen in ihr denkbaren unendlichen Mannigfaltigkeiten
von Punkten hinsichtlich ihrer Michtigkeit verhalten. Entkleiden wir dieses Problem seines
geometrischen Gewandes und verstehen, wie dies bereits in § 3 auseinandergesetzt ist, unter
einer linearen Mannigfaltigkeit reeler Zahlen jeden denkbaren Inbegriff unendlich vieler,
voneinander verschiedener reeller Zahlen, so fragt es sich, in wie viel und in welche Klassen
die linearen Mannigfaltigkeiten zerfallen, wenn Mannigfaltigkeiten von gleicher Michtigkeit
in eine und dieselbe Klasse, Mannigfaltigkeiten von verschiedener Méchtigkeit in verschiedene
Klassen gebracht werden. Durch ein Induktionsverfahren, auf dessen Darstellung wir hier nicht
niher eingehen, wird der Satz nahe gebracht, dal die Anzahl der nach diesem Einteilungsprin-
zip sich ergebenen Klassen linearer Mannigfaltigkeiten eine endliche und zwar, daB sie gleich
Zwei ist” (Ein Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehre, s. 132).

Tekst ten optrzony jest w GA komentarzem wydawcy E. Zermelo: ,,Hier duBlert Cantor zum
ersten Male seine Vermutung, da3 dem Linearkontinuum die «zweite Michtigkeit» zukomme:
die Cantorsche Kontinuum-Hypothese” (tamze, s. 133).
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3. 1. 1. PORZADEK DETERMINUJE MOC

W znalezieniu arytmetycznej skali dla bezwzglednego ,,pomiaru” mocy
zbioréw Cantor postuzyt si¢ pomystem, ktéry jest dobra ilustracja zastosowa-
nia drugiej zasady heurystycznej. Baze dla jego idei stanowil sposéb okresle-
nia mocy zbioréw skonczonych. Moc taka mozna podaé, ,,numerujac” lub
»przeliczajac” elementy zbioru skonczonego za pomoca kolejnych liczb po-
rzadkowych, rozpoczynajac od 1. W ten sposéb moc (czyli liczba kardynalna)
zbioru skonczonego byta okreslona przez liczbg porzadkowa. Zatem ciag liczb
porzadkowych stanowil bezwzgledna skale, za pomoca ktérej mozna byto
okresli¢ moc zbioru skoriczonego®’.

Istota pomystu Cantora polegata na zalozeniu, iz liczby porzadkowe moga
rowniez stanowi¢ podstawe dla konstrukcji skali stuzacej do ,,pomiaru” mocy
zbioréw pozaskorniczonych. Wida¢ tu wyraznie wplyw normy heurystycznej:
traktowaé wielo$ci nieskoficzone tak dtugo, jak to tylko mozliwe, jak zbiory
skoficzone.

Do realizacji wspomnianego celu nie nadawat si¢, rzecz jasna, ciag skon-
czonych liczb porzadkowych I, 2, ..., n, ... . Konieczne bylo skonstruowanie
pozaskorniczonych liczb porzadkowych. Cantor zdawal sobie z tego sprawe.
Jego zdaniem dalsze prowadzenie badan w zakresie teorii mnogoS$ci byto
catkowicie uzaleznione od ,;rozszerzenia pojecia liczby”, to znaczy od wpro-
wadzenia pozaskoriczonych liczb porzadkowych®®. Nie byto to trudne, bo-
wiem Cantor dysponowal, wypracowang w trakcie badai nad zbiorami pun-
ktowymi, koncepcja symboli nieskoriczonosciowych.

57 Inna sprawa, ze dla zbioru skoriczonego liczba porzadkowa zawsze réwna sie liczbie
kardynalnej. Przed Cantorem rozrézniano jedynie intuicyjnie te dwie kategorie liczb. Dopiero
jego prace pozwolity na §cista definicje obydwu pojeé, a zatem na ich wyraZne rozréznienie.
Istotne byto przede wszystkim pokazanie, ze w przypadku zbioréw nieskoriczonych dwa zbiory
o réznej liczbie porzadkowej moga posiadaé t¢ sama moc.

8 Die bisherige Darstellung meiner Untersuchungen in der Mannigfaltigkeitslehre ist an
einem Punkt gelangt, wo ihre Fortfithrung von einer Erweiterung des realen ganzen Zahlens-
begriff iiber die bisherigen Grenzen hinaus abhingig wird, und zwar fillt diese Erweiterung
in eine Richtung, in welcher sie meines Wissens bisher von niemanden gesucht worden ist. Die
Ahingigkeit, in welche ich mich von dieser Ausdehnung des Zahlenbegriffs versetzt sehe, ist
eine so groBe, daB es mir ohne letztere kaum moglich sein wiirde, zwanglos den kleinsten
Schritt weiter vorwirts in der Mengenlehre auszufithren” (C a n t o r, Uber unendliche lineare
Punktmannigfaltigkeiten, s. 165).
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3. 1. 2. KLASY LICZB PORZADKOWYCH

W roku 1883 Cantor wprowadzil intuicyjnie pozaskorniczony ciag liczb
porzadkowych, niezaleznie od pojecia zbioréw punktowych®. W tym celu
podat trzy zasady tworzenia takiego ciagu, z ktérych dwie pierwsze mozna
by okresli¢ jako ,zasady generowania”®, natomiast trzecia jako ,zasade

% Jeszcze przed wprowadzeniem pozaskoriczonego ciagu liczb porzadkowych Cantor podat
— w tej samej pracy z roku 1883 — opisowe okreslenie zbioru dobrze uporzadkowanego (por.
Cantor, Uber unendliche lineare Punktmanningfaltigkeiten, s. 168). Scista definicje
wprowadzit dopiero w roku 1895 (por. G. C an t o r, Beitrdge zur Begriindung der trans-
finiten Mengenlehre, s. 312-313).

Intuicje Cantora dotyczace dobrego uporzadkowania zbioru, przedstawione w roku 1883,
dobrze odpowiadaja wspodtczesnej definicji zbioru dobrze uporzadkowanego [M, R] (dla
wygody opuszczono kwantyfikatory ogélne, wigzace wszystkie zmienne wolne w warunkach
(D, ), 3)):

(1) ~(xRx)

(2) (xRy) A (yRz) — (xRz)

(3) ~(x=y) = (xRy) A (YRX)

(4) W kazdym niepustym podzbiorze zbioru M, uporzadkowanym wedlug relacji R istnieje
element najmniejszy.

Definicja z roku 1895 jest réwnowazna przedstawionej definicji wspdtczesnej, tyle ze w
koncepcji Cantora warunek (4) jest twierdzeniem.

Poniewaz Cantor juz przed wprowadzeniem pozaskoniczonego ciagu liczb porzadkowych
(ktéry w jego pojeciu — co przyjmowal implicite — byt dobrze uporzadkowany czy raczej
stanowit wzorzec wielosci dobrze uporzadkowanej) posiadat ide¢ zbioru dobrze uporzadkowa-
nego, dlatego zasadnie mdégt mowié o ,,pierwszej liczbie” jakiego$ jego podciagu czy o ,.ele-
mencie nastgpnym”. Dlatego tez w niniejszej pracy, w trakcie relacjonowania poczynaii Canto-
ra, termindéw tych uzywa si¢ bez dodatkowych wyjasnien.

Wraz z pojeciem zbioru dobrze uporzadkowanego Cantor (Uber unendliche lineare Punkt-
mannigfaltigkeiten, s. 168) wprowadzit w roku 1883 pojecie ,,Anzahl”. ,,Anzahl” zostala
okres$lona relacyjnie jako cecha dwu podobnych (izomorficznych) zbioréw dobrze uporzadkowa-
nych. Relacja podobieristwa (jeszcze bez podania nazwy) zbioréw na tym etapie zostala wpro-
wadzona intuicyjnie. W tekscie Cantora zawarte sa dwie bardzo istotne, cho¢ nie udowodnione
wowczas tezy:

a) ,,Anzahl” jest absolutng cecha kazdego zbioru dobrze uporzadkowanego,

b) kazda ,,Anzahl” jest réwna jakiej$ liczbie a nalezacej do pozaskoriczonego szeregu liczb
porzadkowych.

Nastapito tu po raz pierwszy powiazanie poje¢ zbioru dobrze uporzadkowanego, podobien-
stwa zbioréw i liczby porzadkowej. W roku 1883 liczby porzadkowe byly wprowadzane przez
Cantora za pomocg dwu zasad: generowania i ograniczania (zob. s. 122 n. niniejszej pracy).
Dopiero pézniej definiowal on liczbe porzadkowa jako typ porzadkowy zbioréw dobrze
uporzadkowanych.

60 Erzeugungsprinzip” (por. C a n t o r, Uber unendliche lineare Punktmanningfaltigkei-
ten, s. 166).
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ograniczania (powstrzymywania)”%!. Cantor nie zdefiniowat doktadnie

owych zasad, a raczej opisowo podal sposéb ich funkcjonowania.

a) Funkcja pierwszej zasady polegata na generowaniu kolejnych skoriczo-
nych liczb porzadkowych przez dodawanie 1. Innymi stowy: istota jej dziata-
nia sprowadzata si¢ do indukcyjnego tworzenia dla liczby a jej nastgpnika o
postaci a+1. Utworzony w ten sposob ciag nazywat Cantor ,,pierwsza klasa
liczbowa %2

b) Dzigki drugiej zasadzie mozna byto wprowadzi¢ liczbe ® jako pierwsza
liczbg porzadkowa, ktéra nastgpowala po wszystkich skoriczonych liczbach
porzadkowych®?.

¢) Wprowadzanie kolejnych liczb porzadkowych do pozaskoniczonego ciagu
odbywato si¢ przez kombinowane stosowanie obydwu zasad generowania.
Natomiast celem wprowadzenia zasady ograniczania byl podziat pozaskorczo-
nego ciagu liczb porzadkowych na klasy liczbowe. Cantor definiowal druga
klasg liczbowa jako zbidér wszystkich liczb porzadkowych a — poczawszy od
w — takich, ze ciag ich wszystkich poprzednikéw, rozpoczynajacy si¢ od 1,
jest réwnoliczny z pierwsza klasa liczbowa®. Zasada ta zezwalata w ogdl-
nym wypadku na wprowadzenie nowej liczby a wtedy i tylko wtedy, gdy
zbidér wszystkich poprzednio wprowadzonych liczb mial moc réwna poprzed-
nio zdefiniowanej n-I/-ej klasy liczbowej. W przeciwnym wypadku - jak
nalezy si¢ domysla¢ — nalezato wprowadzi¢ liczbe b, ktéra bylta pierwsza
liczba n+1-ej klasy liczbowej 1 konstruowac nadal nastgpne liczby porzadko-
we, za pomoca obydwu zasad generowania. Zbioér wszystkich liczb a, nastg-
pujacych po poprzednio zdefiniowanej n-1-¢j klasie liczbowej i poprzedzaja-

cych liczbe b, nazywany byt ,n-ta klasa liczbowg”®.

61 Hemmungs- oder Beschrinkungsprinzip”, tamze.

62 por. tamze, s. 195.

8 Por. tamze.

64 Zatem ciag poprzednikéw danej liczby posiadat moc zbioru liczb naturalnych.

85 Cantor, podajac sposéb tworzenia kolejnych klas liczbowych, opierat si¢ — jak widaé
— na zasadzie indukcji zupeilnej (skoriczonej). Dlatego w konsekwencji mdgtby zbudowad
jedynie takie klasy Kl(n), ktérych indeksy n przebiegaly zbidr liczb naturalnych. Inaczej:
podane przez niego zasady budowania pozaskoniczonego ciagu liczb porzadkowych nie wystar-
czaly do skonstruowania klasy KI(®) ani mocy X (jest to spostrzezenie E. Zermelo: ,,Indessen
wiirden die drei Cantorschen Prinzipe schon bei der Bildung der wten Zahlenklasse nicht
ausreichen”., E. Zermelo, w: C a n t o r, Uber unendliche lineare Punktmanningfaltigkeiten,
s. 199.) Dlatego w niniejszej pracy przyjeto zasade, ze indeksy przy klasach liczbowych
przebiegaja jedynie zbidr liczb naturalnych. Cantor natomiast byl przekonany, ze za pomoca
wprowadzonych zasad mdgt konstruowaé niepoliczalnie wiele klas liczbowych (por. tamze).
Aby ten cel osiagnaé, nalezato jednak wczesniej sformutowaé zasade indukcji pozaskoniczonej.
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3. 1. 3. POZASKONCZONY CIAG KLAS LICZB PORZADKOWYCH
JAKO ABSOLUTNA SKALA MOCY

Dalsze rozumowanie Cantora z roku 1883, majace na celu rozwiazanie
ogbélnego problemu mocy, zawiera caly szereg twierdzen, z ktérych tylko
nieliczne byty wowczas dowodzone, niektére tylko wypowiedziane, czg$¢ zas
przyjeta implicite.

Po wprowadzeniu pojecia klas liczbowych Cantor udowodnil, iz:
M(KI(1)) < M(KI1(2))%.

Nastgpnie przeprowadzit dowdd twierdzenia, ze nie istnieje zbidr Z, taki, ze:
M(KI(1)) < M(Z) < M(KI1(2))*".

Teksty Cantora z roku 1883 nie zawieraty natomiast dowodu tych twierdzen
dla przypadku ogdlnego n:

M(Kl(n)) < M(Kl(n+1))

oraz 7e nie istnieje zbidr Z taki, ze:

M(KI(n)) < M(Z) < M(Kl(n+1))%,

Tak wigc Cantor dysponowat juz dobrze uporzadkowanym zbiorem mocy
zbioréw [M(KI(1)), M(KI(2)), ..., M(Kl(n)), ..., <C]69. Tym samym miat w

W latach dziewigédziesiatych Cantor rozszerzyt stosowanie zasady indukcji na pozaskon-
czony ciag liczb porzadkowych (Beitrige zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre, s. 336
wraz z uwagami E. Zermelo na s. 355). Stanowi to dobry przyktad kierowania si¢ przez niego
druga zasada heurystyczna (tyle, ze ciag liczb pozaskoniczonych okazal si¢ ostatecznie wielos-
cig absolutnie nieskoriczona). Zasade indukcji pozaskoriczonej dla wszystkich zbioréw dobrze
uporzadkowanych sformutowal po raz pierwszy G. Gentzen (Die Widerspruchsfreiheit der
reinen Zahlentheorie, ,Mathematische Annalen” 69(1936), Bd. 112, s. 493-565). Wykorzystat
ja w dowodzie niesprzeczno$ci arytmetyki liczb naturalnych z aksjomatem indukcji.

8 Uber unendliche lineare Mannigfaltigkeiten, s. 197-199.

»M(N)” to moc zbioru N), ,,Kl(n)” oznacza n-ta klas¢ liczbowa, przy czym n jest liczba
naturalng (zob. przypis 65 niniejszej pracy).

7 Por. tamze, s. 199-200.

%8 Wszystkie cztery twierdzenia zawarte sa w nastepujacym tekscie: ,,Ich zeige aufs bes-
timmteste, dafl die Méchtigkeit der zweiten Zahlenklasse (II) nicht nur verschieden ist von der
Michtigkeit der ersten Klasse, sondern daf3 sie auch tatsdchtlich die néchst hohere Michtigkeit
ist; wir konnen sie daher die zweite Michtigkeit oder die Michtigkeit zweiter Klasse nennen.
Ebenso ergibt die dritte Zahlenklasse die Definition der dritten Michtigkeit oder der Michtig-
keit dritter Klasse usw.” (tamze, s. 167).

% Zatozono tutaj, ze Cantor na tym etapie prowadzenia badari teoriomnogosciowych
przyjmowal, iz moc jest absolutna cecha kazdego zbioru, ktéra mozna zdefiniowaé jako zbiér
wszystkich zbioréw réwnolicznych z danym zbiorem Z lub jako ,,pojecie ogdlne”, pod ktdre
te i tylko te zbiory podpadaja (zob. przypis 55 niniejszej pracy).

Po podstawieniu (a) M(Kl(n)) = X otrzymuje si¢ dobrze uporzadkowany zbidr alefow:

n-1>
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499

zasadzie skonstruowang skalg, za pomoca ktérej mégt ,,mierzy¢” bezwzgledna
moc zbioréw.

Powstatl jednak problem, czy moc kazdego zbioru Z (pozaskoriczonego)
mozna wskaza¢ na podanej skali. Innymi stowy: czy dla kazdego pozaskori-
czonego zbioru istnieje takie n, ze M(Kl(n)) =¢ M(2z)?"°

W rozwiazaniu tego problemu ponownie pomocny okazat si¢ pozaskonczo-
ny ciag liczb porzadkowych. Jednoczes$nie ten wilasnie problem, do ktérego
sprowadzito si¢ ogdlne zagadnienie mocy, zmusit Cantora do sformulowania
tezy o mozliwoSci dobrego uporzadkowania kazdego zbioru.

Rozwiazanie postawionego zagadnienia mozna rekonstruowaé na podstawie
przedstawionych przez Cantora tez nastgpujaco:

1. Dla kazdego zbioru Z istnieje dobrze uporzadkowany zbiér [X, R],
skladajacy si¢ z tych i tylko tych elementéw, ktére naleza do zbioru Z. Can-
tor w roku 1883 uwazatl, ze jest to teza niedowodliwa, ,,podstawowe, ogélnie
wazne, godne uwagi prawo my§lenia”’!.

2. Zbiorowi dobrze uporzadkowanemu [X, R] przystuguje ,,Anzahl”, ktéra
réwna jest pewnej pozaskoriczonej liczbie porzadkowej a’>.

KXo X, Xy, o, X,

Réwnanie (a) byto w swej istocie definicja alefow. W ten sam sposéb Cantor definiowat
bowiem pézniej (w roku 1895 i 1897) dwie najmniejsze pozaskoriczone liczby kardynalne:
,Die Gesamtheit aller endlichen Kardinalzahlen v bietet uns das nichstliegende Beispiel einer
transfiniten Menge; wir nennen die ihr zukommende Kardinalzahl «Alef-null», in Zeichen
K,...” (Beitrige zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre, s. 293). ,,Die Mdchtigkeit der
zweiten Zahlenklasse {a} ist die zweitkleinste transfinite Kardinalzahl Alef-eins” (tamze,

s. 333).

70 Wspomniany problem mozna sformutowaé jeszcze inaczej: czy moc kazdego pozaskori-
czonego zbioru jest alefem (zob. przypis 69 niniejszej pracy).

"l Der Begriff der wohlgeordneten Menge weist sich als fundamental fiir die ganze
Mannigfaltigkeitslehre aus. Dafl es immer moglich ist, jede wohldefinierte Menge in die Form
einer wohlgeordneten Menge zu bringen, auf dieses, wie mir scheint, grundlegende und folgen-
reiche, durch seine Allgemeingiiltigkeit besonders merkwiirdige Denkgesetz werde ich in einer
spiteren Abhandlung zuriickkommen” (Uber unendliche lineare Mannigfaltigkeiten, s. 169).

WypowiedZ Cantora sugeruje, ze teza o mozliwosci dobrego uporzadkowania zbioru jest
niekonstruktywna. Jest to typowe twierdzenie o istnieniu, nie podajace sposobu konstrukcji
zbioru, ktéry bylby dobrze uporzadkowany i sktadat si¢ z doktadnie tych samych elementéw,
co zbiér wyjsciowy. Cantor, podajac najpierw t¢ teze jako pewnik, zmienil pdzniej zdanie
i uwazal, ze jest to twierdzenie, ktére mozna i nalezy udowodni¢ (zob. przypis 91 niniejszej
pracy). Teza ta zostala ostatecznie udowodniona przez E. Zermelo, za pomoca aksjomatu
wyboru, ktéry réwniez jest teza niekonstruktywng (por. E. Z e r m e 1 o, Beweis, dafs jede
Menge wohlgeordnet werden kann, ,Mathematische Annalen” 37(1904), Bd. 59, s. 514-516;
t e n z e, Neuer Beweis fiir die Wohlordnung, tamze 41(1908), Bd. 65, s. 107-128).

2 Zob. przypis 59 niniejszej pracy, tezy (a) i (b).
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3. Latwo uzasadnié, ze M({1,2,...a}) = M(X) = M(Z)
4. Istnieje takie n’, ze a € Kl(n’+1).
5. Wéwczas:

M({1,2,...,a}) = M(Kl(n"))".

Zatem istnieje takie n’, ze M(Z) = M(Kl(n’)); wedlug pdzniejszej notacji
M(Z) = Nn,74. Innymi stowy: skala wyznaczona przez moce klas pozaskon-
czonych liczb porzadkowych ,mierzyta” moc kazdego zbioru pozaskor-
czonego.

W ten sposdb zostat zrealizowany pomyst Cantora — oparty na zasadzie
heurystycznej ,,traktowaé wieloSci pozaskoficzone tak, jak zbiory skonczone”
— by okresli¢, podobnie jak w wypadku zbioréw skoriczonych, moc zbioréw
pozaskoniczonych za pomoca liczb porzadkowych. Przestanka (5) wraz z
koficowym wnioskiem zrekonstruowanego rozumowania Cantora wskazuje, ze
liczba porzadkowa a, przyporzadkowana dowolnemu zbiorowi pozaskonczone-
mu Z, determinuje, okre§la w sposéb jednoznaczny jego moc.

Inna sprawa, ze byla to procedura niekonstruktywna, bowiem oparta na
niekonstruktywnej tezie o mozliwosci dobrego uporzadkowania kazdego zbio-
ru’>. W konkretnym wypadku nie wiadomo, ja k uporzadkowaé dany
zbiér pozaskoriczony, a zatem i j a k a przypisa¢ mu liczbg porzadkowa.
Jednakze, a to jest istota niniejszych analiz, okazalo si¢, ze Cantorowskie
normy heurystyczne pozwolity, jesli nie rozwigza¢ ogélny problem mocy, to
ustawi¢ go w zupelnie innym Swietle.

73 Nehmen wir zuerst eine Menge, welche die Michtigkeit der ersten Klasse hat, ..., so
ist ihre Anzahl immer eine bestimmte Zahl der zweiten Zahlenklasse ... . Wir konnen diese
Sitze auch folgendermallen ausdriicken: jede Menge von der Michtigkeit erster Klasse ist
abzidhlbar durch Zahlen der zweiten Zahlenklasse und nur durch solche ... . Die analogen
Gesetze gelten fiir die Mengen hoherer Michtigkeiten”, C a n t o r, Uber unendliche lineare
Punktmanningfaltigkeiten, s. 169.

" Zob. przypis 69 niniejszej pracy.

5 Nalezy jeszcze raz podkresli¢, ze w roku 1883 Cantor przyjmowat te teze jako pewnik,
rodzaj tautologii logicznej (zob. przypis 71 niniejszej pracy). P6Zniej za$ zmienit zdanie i sta-
ral si¢ ja udowodni¢ (zob. przypis 91 niniejszej pracy). Jest to powdd, dla ktérego w tytule
paragrafu mowa jest o ,rozwiqzaniu” a nie o rozwiqzaniu problemu absolutnej skali mocy
zbioréw.
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3. 1. 4. DALSZE IMPLIKACJE ZASTOSOWANIA ZASAD HEURYSTYCZNYCH

Warto zebraé w pewng calos¢ to, co dzigki stosowaniu przez Cantora jego
norm heurystycznych, niejako ,,przy okazji’ zostato ,,odkryte” lub sformuto-
wane w formie nie udowodnionych jeszcze tez czy podane jako rodzaj aksjo-
matu logiki.

1.a. Moc zbioru liczb rzeczywistych (zbioru typu continuum) jest rOwna
mocy ktérej$ ze skonstruowanych przez Cantora klas liczbowych’®.

1.b. Mozna bylo po raz pierwszy w formie algebraicznej sformutowac
hipotezg continuum:

¢ = M(K1(2)),
lub postugujac si¢ péZniej wprowadzonymi alefami:
c= X,

za$ po udowodnieniu, ze ¢ = 2%° , hipoteze continuum, juz w jej uogélnione;j
wersji mozna bylto zapisaé nastgpujaco:

Nn+1 = 2Nn

Wypada zauwazy¢, ze tak formulowana hipoteza continuum, jako istotny
problem odziedziczony przez formalistéw po Cantorze, stala si¢ waznym
stymulatorem rozwoju programu badafi metamatematycznych’’.

2. Wprowadzone zostato — jeszcze intuicyjnie — fundamentalne dla teorii
mnogosci pojecie zbioru dobrze uporzadkowanego’s.

3. W trakcie rozwigzywania problemu mocy Cantor — zobligowany do
stworzenia fundamentéw teorii liczb porzadkowych — byt juz bliski koncepcji,
ze liczba porzadkowa moze by¢ traktowana jako typ porzadkowy zbioru
dobrze uporzadkowanego’®.

4. Sam pomyst definiowania kolejnych liczb kardynalnych za pomoca
pozaskorniczonego ciagu liczb porzadkowych znalazt swoje zastosowanie we
wspolczesnej teorii mnogosci. Dzisiaj zwykto si¢ jednak definiowaé kolejne
pozaskoficzone liczby kardynalne jako najmniejsze liczby porzadkowe po-

6 Tak mozna bylo twierdzi¢, dopdki przyjmowato si¢ jako pewnik teze o mozliwosci
dobrego uporzadkowania kazdego zbioru (zob. przypis 71 niniejszej pracy).

"7 Na liscie D. Hilberta, zawierajacej 23 problemy, ktérych rozwiazanie uwazat on za
istotne dla matematyki na poczatku dwudziestego wieku, problem continuum znalazt si¢ na
pierwszym miejscu (por. Die Hilbertschen Probleme. Vortrag ,,Mathematische Probleme” von
D. Hilbert gehalten auf dem 2. Internationalen Mathematikerkongress Paris 1900, erldutert von
einem Autorenkollektiv unter der Redaktion von P. S. Aleksandrov, Leipzig 1971, s. 58).

8 Zob. przypis 59 niniejszej pracy.

" Zob. tamze.
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szczegOlnych klas liczbowych. Zreszta taki sposob definiowania liczb kardy-
nalnych nie byt najprawdopodobniej obcy Cantorowi®’.

5. Postawienie tezy o mozliwosci dobrego uporzadkowania kazdego zbioru.
Teza ta miala wéwczas dla Cantora charakter nie tyle nawet teoriomnogo$cio-
wego aksjomatu, ile wrgcz ,,prawa mySlenia”, a wigc byta czym$§ w rodzaju
niedowodliwej tezy logiki®!. PézZniejsze spory wokét tego twierdzenia —
i aksjomatu wyboru, za pomoca ktérego mozna je bylo udowodni¢ — toczone
pomigdzy formalistami i intuicjonistami okazaly si¢ niezwykle ptodne dla
nowoczesnego ujecia zagadnien podstaw matematyki.

To zestawienie hipotez, doniostych, aczkolwiek nie zawsze udowodnionych
tez oraz wprowadzonych pojeé, ktére pojawily si¢ w pracach Cantora w Scis-
lym zwiazku z préba rozwiazania problematyki mocy zbioréw, wystarcza, aby
skonstatowa¢ doniosto$§¢ zasady heurystycznej: nalezy traktowaé wieloSci
pozaskorniczone tak, jak zbiory skoriczone. Jak bowiem pokazano, sposéb
rozwigzania zagadnienia — w wersji z roku 1883 — okazat si¢ zdeterminowany
Cantorowska heurystyka®.

3. 2. KONSTRUKCJA POZASKONCZONYCH LICZB PORZADKOWYCH

Warto tez wskazac, jak heurystyka determinowata rozwigzania w szczego-
towych sytuacjach problemowych, ktére wytanialy si¢ przy okazji rozwiazy-
wania og6lnego problemu mocy zbior6w. Chodzi o pokazanie, na ile pierwsza
i druga norma heurystyczna okazaly si¢ pomocne przy okreSleniu drugiej
zasady generowania®® pozaskoriczonego szeregu liczb porzadkowych.

Skoriczone ciagi kolejnych liczb naturalnych — a wigc zbiory — mozna po-
wigza¢ z liczbami naturalnymi za pomoca nastgpujacej reguly:

{0} = 1,
{0,1} — 2,

80 Ubrigens kann man diese Michtigkeit, wie es auch Cantors Gewohnheit war, durch
die niedrigste oder die Anfangszahl jener Zahlenklasse reprisentieren und iiberhaupt die Alephs
mit diesen Anfangszahlen identifizieren” (G. Ko w ale w s ki, Bestand und Wandel,
Miinchen 1950, s. 202).

81 Zob. przypis 71 niniejszej pracy.

82 Taki spos6b rozwiazania problemu mocy zbioréw zachowat w pojeciu Cantora swoja
wazno$¢ do momentu, gdy uS§wiadomit on sobie, ze teza o mozliwosci dobrego uporzadkowania
kazdego zbioru wymaga dowodu.

83 Zob. s. 123 niniejszej pracy.
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gdzie n jest zmienna, przebiegajaca wszystkie wartosci liczb naturalnych.
Ostatnie wyrazenie wskazuje na wzorzec nieskoficzono$ci potencjalne;j.
Zatem zgodnie z pierwsza zasada heurystyczna Cantora, stwierdzajaca, ze
kazda nieskoniczono$¢ potencjalna zaktada nieskoriczono$¢ aktualna, mozna
orzec, ze istnieje zbior liczb naturalnych. Za§ na mocy drugiej zasady —
nakazujacej traktowa¢ wieloSci nieskoiiczone tak, jak zbiory skoriczone —
zbidr liczb pozaskoniczonych jest dobrze uporzadkowany wedlug relacji mniej-
szodci. Skoro tak, to stosujac ponownie druga zasade heurystyczna, mozna
przyporzadkowac ciagowi wszystkich liczb naturalnych pierwsza, najmniejsza
pozaskoriczong liczbe porzadkowa m:
{0,1,..n,...} = o**.

3. 3. ELIMINACJA ANTYNOMII

Dotychczasowa prezentacja istotnego wplywu, jaki na rozwigzywanie kon-
kretnych sytuacji problemowych w ramach budowania teorii mnogosci miaty
Cantorowskie normy heurystyczne, ograniczala si¢ do pokazania zastosowan
dwu pierwszych zasad, nazwanych ,,pozytywnymi”. Celem dalszych rozwazan
bedzie ukazanie funkcji trzeciej zasady — negatywnej®>. Okaze sie, ze norma
ta, ktéra mozna dostrzec w tekstach Cantora pochodzacych z poczatku lat

osiemdziesiatych, zabezpieczata jego teorie mnogosci przed antynomiami®®.

8 0 tym, ze Cantor rzeczywiscie, przynajmniej implicite, kierowat sie obydwoma zasada-
mi heurystycznymi, opisujac funkcje drugiej zasady generowania liczb porzadkowych, §wiadczy
jego komentarz: ,,So widerspruchsvoll es daher wire, von einer grofiten Zahl der Klasse (I) zu
reden, hat es doch andrerseits nichts AnstoBiges, sich eine neue Zahl, wir wollen sie omega
nennen, zu denken, welche der Ausdruck dafiir sein soll, dal der ganze Inbegriff (I) in seiner
natiirlichen Sukzession dem Gesetze nach gegeben sei” (Uber unendliche lineare Punktmannig-
faltigkeiten, s. 195).

85 Zob. s. 118 niniejszej pracy.

8 W literaturze przedmiotu, w ramach dyskusji nad historia antynomii Burali-Fortiego,
pojawity si¢ twierdzenia, iz Cantor:

1. Nigdy nie dostrzegal antynomii, a koncepcja zbioru, ktéra posiadal, zabezpieczala teorig
mnogosci przed antynomiami. Ch. M e n z e I, Cantor and the Burali-Forti paradox, ,Mo-
nist” 67(1984), s. 92 (,,Against this account, I will argue here that in fact Cantor never saw
any paradox at all, but that his conception of set at the time, and already as far back as 1883,
was one in which the paradoxes cannot arise”).
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Inng kwestia pozostaje to, czy Cantor sformutowal samg zasade, majac juz
Swiadomos¢ mozliwosci pojawienia si¢ antynomii, czy tez raczej przejmujac
z klasycznej koncepcji nieskoriczonoS$ci pojegcie nieskoriczono$ci absolutnej,
nie przejal automatycznie zwigzanej z tym pojeciem negatywnej zasady heu-
rystycznej. W drugim wypadku Cantorowska obrona przed antynomiami po-
siadataby pewne cechy rozwigzania ad hoc.

2. Nie sformulowal antynomii Burali-Fortiego, poniewaz, posiadajac ku temu wszelkie
przestanki, nie traktowat jej jako antynomii. G. H- M oore, A.Garcadiego, Burali-
Forti Paradox: A reappraisal of its origins, ,,Historia Mathematica” 8(1981), s. 333 (,,Thus he
did not state Burali-Forti’s paradox here — although he possessed all the ingredients needed
to do so — because he did regard it as a paradox. In Cantor eyes, there was simply the fact
that some collections were too large to be sets”).

Na jakiej podstawie formutuje si¢ takie twierdzenia? Mozliwe wydaja si¢ nastepujace roz-
wigzania:

1. Wymienieni autorzy wyrazenia typu: ,,nie dostrzegal antynomii”, ,nie skonstatowat
antynomii” rozumieja w ten sposob, ze w przekonaniu Cantora jego przedaksjomatyczna teoria
mnogos$ci — dzigki przyjetym zatozeniom ontologicznym i opartej na nich heurystyce — byla
,,0d swego zarania” wolna od antynomii (i to jest teza, ktora stara si¢ udowodni¢ Ch. Menzel).
Jednakze jest faktem, iz Cantor wiedzial (przynajmniej juz w roku 1895), ze gdyby przyjat, iz
wszystkie liczby porzadkowe tworza zbidr, to jego przedaksjomatyczna teoria mnogosci zawie-
rataby sprzeczno$¢ (nazwana pézniej ,.,antynomiq Burali-Fortiego”). 1 w tym wiasnie znaczeniu
mozna twierdzié, iz Cantor znal t¢ antynomig.

2. Nie jest tez wykluczone, iz zdaniem autoréw, ktérzy pisza, ze Cantor ,,nie dostrzegat
antynomii”, nie podjat on w s zy stkich dziatan, jakie ich zdaniem winien byt podjac
matematyk stwierdzajacy antynomig. Jak si¢ wydaje, autorzy wspomnianych artykutéw przyj-
muja implicite nastepujaca liste¢ koniecznych czynnosci na wypadek stwierdzenia antynomii:

a) Dziatanie ,,dorazne” winno polega¢ na usunigciu stwierdzonej sprzecznosci, nawet gdyby
to miato charakter rozwigzania ad hoc. Cantor uniknat antynomii, rozrézniajac wielosci inko-
systentne 1 konsystentne. Wedtug Ch. Menzela nie bylo to dzialanie ad hoc. Innego zdania jest
na przyktad I. Grattan-Guiness (Georg Cantor’s influence on Bertrand Russell, ,History and
Philosophy of Logic” 1(1980), s. 75).

b) Matematyk stwierdzajacy sprzeczno$¢ miat obowiazek poinformowania o tym spoteczno-
$ci naukowcow. Zdaniem G. H. Moore’a Cantor nie podjat tej czynnosci: ,,It is important to
realize that Cantor did not view his argument, which established W [ciag wszystkich liczb
porzadkowych — J. D.] to be absolutely infinite, as paradoxical. Upon discovering this argu-
ment, Cantor exhibitet no alarm over the health of set theory in decisive contrast to Frege’s
dismay in 1902 when he learned of Russell’s paradox” (G. H. M o o r e, Beyond first-order
logic: The historical interplay betweem mathematical logic and axiomatic set theory, ,History
and Philosophy of Logic” 1(1980), s. 104). Nie jest to do konica prawda, bowiem Cantor
poinformowat o stwierdzeniu sprzecznosci, do jakiej prowadziloby przyjecie istnienia najwigk-
szej liczby porzadkowej D. Hilberta, R. Dedekinda i Ph. Jourdaina (por. Ph. Jourdain,
On the transfinite cardinal numbers of well-ordered aggregates, ,,Philosophical Magazine”
1904, V, VII, 6 ser., s. 70. Czes$¢ korespondencji Cantora z Ph. Jourdainem opublikowana zo-
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3. 3. 1. ANTYNOMIA BURALI-FORTIEGO

Listy do Dedekinda, opublikowane przez E. Zermelo dopiero w roku 1932,

wskazuja, iz Cantor juz w roku 1899 wiedzial, ze przyjecie istnienia najwigk-
szej liczby porzadkowej prowadzi do sprzecznosci®’. Natomiast niektére
opracowania pozwalaja przyjac, iz juz w roku 1895 twdrca teorii mnogosci
znat antynomie nazywana pézniej ,.antynomiq Burali-Fortiego™®.

W listach do Dedekinda Cantor staral si¢ ponownie uzasadnié, ze moc
kazdego zbioru jest alefem®®. Poniewaz — inaczej niz w roku 1883 — uwazat
on, iz teza o mozliwoSci dobrego uporzadkowania kazdego zbioru jest do

udowodnienia, a dowodu nie przedstawit, nie mégt z niej w swym rozumowa-

590

niu korzystaé. Sytuacja ulegta odwrdceniu. Cantor, ,,udowodniwszy””" twier-

dzenie, ze moc kazdego zbioru jest alefem, wyciagnat wniosek o mozliwosci

dobrego uporzadkowania kazdego zbioru®!.

stata w artykule: . Grattan-Guiness, The correspondence between Georg Cantor
and Philip Jourdain, ,Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung” 73(1971),
s. 111-130).

c) Nalezato podja¢ dziatania ,,systemowe”. Powinny one polegaé albo na ponownej, ,,uwaz-
nej” rekonstrukcji zagrozonej teorii, tak aby wyeliminowa¢ znane i ewentualne, jeszcze nie
ujawnione antynomie, albo na skonstruowaniu jakiego§ algorytmu, ktéry pozwolitby stwierdzié,
czy dana teoria jest wolna od sprzeczno$ci (metamatematyka). Wypada zauwazy¢ w tym miej-
scu, ze Cantor po stwierdzeniu sprzecznosci (Burali-Fortiego oraz najwigkszej liczby kardynal-
nej) zastanawiat si¢ nad tym, czy jego teoria mnogosci po wyodrgbnieniu wielo$ci inkonsysten-
tnych jest niesprzeczna. Postawil przy tej okazji pytanie o mozliwo§¢ dowodu jej niesprzecz-
nosci. Ostatecznie jednak uznal on, ze dowdd taki jest niemozliwy (por. G. Cantor, Listy
do R. Dedekinda z 28. 07. 1899; 28. 08. 1899; 31. 08. 1899, GA, s. 443-450).

W Swietle powyzszych przestanek zasadne wydaje si¢ méwienie o tym, ze Cantor ,,dostrze-
gal” lub ,,znal” antynomie Burali-Fortiego. Inng sprawa jest to, na ile, od kiedy i w jaki
spos6b jego teoria mnogosci byta przed antynomiami chroniona.

8 Por.G.Canto r, Listy do R. Dedekinda z 28. 07. 1899; 28. 08. 1899; 31. 08. 1899,
GA, s. 443-450.
8 Ppor.Jourdain, dz cyt,s. 70.

Pierwsza publikacja na temat sprzecznosci, do jakiej prowadzi przyjecie istnienia najwigk-
szej liczby porzadkowej, pochodzi od C. Burali-Forti (Una questione sui numeri transfiniti,
,,Circolo Matematico di Palermo” 11(1897), s. 154-164).

8 Zob. przypis 69 niniejszej pracy.

% E. Zermelo opatrzyt to rozumowanie krytycznym komentarzem, w ktérym ujawniwszy
jego wady, stwierdzit, ze jest ono nie do przyjecia (por. GA, s. 451).

ol C. Das System T aller Alefs ist nichts anderes als das System aller transfiniten Kardi-
nalzahlen. Alle Mengen sind daher in einem erweiterten Sinne «abzdhlbar», im besonderen alle
«Kontinua»” (G. C antor, Listdo R. Dedekinda z 28. 07. 1899, GA, s. 447).
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W dowdd tezy, iz moc kazdego zbioru jest alefem, uwiktane byly migdzy
innymi twierdzenia wraz z dowodami: iz przyjecie istnienia najwigkszej licz-
by porzadkowej prowadzi do sprzecznosci i ze w konsekwencji nie istnieje
zbior wszystkich liczb porzadkowych. Te dane pozwalaja zrekonstruowaé
rozumowanie, dzigki ktéremu Cantor doszedt do stwierdzenia sprzecznoSci
nazwanej potem ,antynomiq Burali-Fortiego” oraz to, jak przyjeta przez
niego heurystyka chronita w jego pojeciu przedaksjomatyczng teori¢ mnogosci
przed ta i podobnymi antynomiami:

(1) Kazdy zbiér uporzadkowany posiada typ porzadkowy B°2.

(2) Typ porzadkowy B zbioru dobrze uporzadkowanego jest (z definicji)
liczba porzadkowa93.

(3) Niech A bedzie zbiorem wszystkich liczb porzadkowych tacznie z
liczba 0°*.

(4) Zbiér A jest zbiorem dobrze uporzadkowanym wedlug relacji ,,<
(relacja mniejszosci).

Zbiér ten wraz z wprowadzonym porzadkiem bedzie dalej oznaczany przez
Q7.

Kazda liczba porzadkowa 7y (zgodnie z (3) i (4) 7y jest elementem ) ma
nastgpujace wilasnosci:

”

To, ze jaki§ zbior byt ,,przeliczalny w szerszym znaczeniu” (,.,abzdhlbar in einem erweiter-
ten Sinne”) byto w koncepcji Cantora réwnoznaczne z tym, ze taki zbiér moze by¢ dobrze
uporzadkowany (Uber unendliche lineare Punktmannigfaltigkeiten, s. 169).

92 Uporzadkowany zbiér, wedtug Cantora (czasem zamiast ,.geordnete Menge” uzywa
terminu ,.einfach geordnete Menge”), to taki, ktérego wszystkie elementy zwiazane sa relacja
spetniajaca warunki 1, 2, 3 podane w przypisie 59. Kazdemu takiemu zbiorowi przystugiwat
pewien typ porzadkowy (por. G. C a n t o r, Beitrdge zur Begriindung der transfiniten Men-
genlehre, s. 297).

% Por. tamze s. 321.

9 Jeszcze raz nalezy podkresli¢, ze w niniejszej pracy chodzi o rekonstrukcje — na podsta-
wie tekstu z 1899 — tego jak wczesniej (czyli najp6zniej w roku 1895) — Cantor doszedt do
antynomii najwigkszej liczby porzadkowej. W liscie do Dedekinda stara si¢ on udowodni¢ nie
wprost twierdzenie przeciwne do przyjetego w tekscie pracy zatozenia (3), mianowicie, ze Q
jest wieloScia inkonsystentng, co rOwnowazne jest temu, iz Q nie jest zbiorem (nie moze nim
by¢, poniewaz prowadzi to do sprzeczno$ci). Dlatego tez od poczatku swojego rozumowania
Cantor konsekwentnie moéwi nie o zbiorze Q, lecz o wielosci Q (por. G. Cantor, List
do R. Dedekinda z 28. 07. 1899, GA, s. 444-445).

%5 Eine Vielheit heiBt wohlgeordnet, wenn sie die Bedingung erfiillt, daf jede Teilvielheit
ein erstes Element hat; eine solche Vielheit nenne ich kurz eine ,,Folge”. ... Aber aus den in
§ 13 iiber wohlgeordnete Mengen bewiesenen Sitzen folgt auch leicht, dal jede Vielheit von
Zahlen, d. h. jeder Teil von Q eine kleinste Zahl enthélt. Das System Q bildet daher in
seiner natiirlichen Griofienordnung eine , Folge” (tamze).
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(5) v jest wigksza od kazdego ze swych poprzednikow w Q (na podsta-
wie (4)).

(6) v jest typem porzadkowym uporzadkowanego wedtug relacji ,,<” zbioru
wszystkich swoich poprzednikéw z Q.

(7) Poniewaz Q jest zbiorem uporzadkowanym®’, dlatego (przestanka (1))
istnieje typ porzadkowy & zbioru Q.

(8) Poniewaz Q jest zbiorem dobrze uporzadkowanym (zgodnie z (4)),
zatem (na podstawie (2)) 0 jest liczba porzadkowa.

(9) Na podstawie przestanek (3) i (8) mozna wywnioskowad, iz & jest
elementem dobrze uporzadkowanego zbioru Q.

(10) Z zestawienia przestanek (5), (6), (7), (8) wynika, ze O jest wigksza
od kazdego elementu zbioru Q.

(11) Przestanki (9) i (10) daja sprzecznosé: & < &°%.

W momencie, kiedy Cantor doszedl do sprzecznos$ci najwigkszej liczby
porzadkowej, istotng rolg do odegrania miala negatywna zasada heurystyczna,
formulowana przez niego na poczatku lat osiemdziesiatych:

(12) Nieskoniczono$¢ absolutna nie jest determinowalna za pomoca metod
matematycznych.

Trzeba w tym miejscu przypomnieé, ze juz w roku 1883 Cantor wysunat
twierdzenie, iz bedacy ,,symbolem Absolutu”

(13) ciag liczb porzadkowych jest absolutnie nieskoficzonym ciggiem
liczbowym®°.

Skoro tak, to ciag Q nie moze by¢ determinowany za pomoca metod mate-
matycznych. Oznaczato to migdzy innymi, Ze ciagowi € nie wolno przypisy-
waé zadnego typu porzadkowego, a tym bardziej liczby porzadkowej. Innymi

% ... von welcher man sich leicht iiberzeugt, daB jede in ihr vorkommende Zahl ¥ Typus

der Folge aller ihr vorangehenden Elemente (mit Einschlufl der 0) ist” (tamze, s. 445).

97 Q) jest zbiorem uporzadkowanym, poniewaz jest zbiorem dobrze uporzadkowanym na
podstawie zatozenia (3).

% Es kann Q’ (und daher auch Q) keine konsistente Vielheit sein; wire Q’ konsistent,
so wiirde ihr als einer wohlgeordneten Menge eine Zahl & zukommen, die groBer wire als alle
Zahlen des Systems Q; im System Q kommt aber, weil es alle Zahlen umfaft, auch die Zahl
S vor; es wire also d groBer als 8, was ein Widerspruch ist”., C an t o r, List do Dedekinda
z 28. 07. 1899, s. 445.

W Cantorowskim dowodzie inkonsystentnosci ciagu wszystkich liczb porzadkowych ,,Q”
oznacza ciag tych liczb rozpoczynajacy si¢ od 1, natomiast ,,L2’” ciag rozpoczynajacy si¢ od 0.

% Die absolut unendliche Zahlenfolge erscheint mir daher in gewissem Sinne, als geeig-
netes Symbol des Absoluten;..” (Cantor, Uber unendliche lineare Punktmannigfaltig-
keiten, s. 205 (przypis do s. 174).
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stowy: skoro przyjeto by, ze jakieS d jest porzadkiem takiego ciagu, to takie
zalozenie musialo prowadzi¢ — i rzeczywiScie prowadzito — do sprzecznoSci.

3. 3. 2. ROZWIAZANIE: WIELOSCI KONSYSTENTNE
I INKONSYSTENTNE

W tym miejscu powstalo nastgpujace pytanie: skoro cate rozumowanie (1)-
-(11) byto formalnie poprawne, to skad wzigla si¢ sprzecznos$¢ (11)? Musiata
zostaé wprowadzona do dowodu przez ktére§ z zatozed (1)-(3). Wszystkie
trzy byty uwiktane w blgedne — wedlug negatywnej zasady heurystycznej
Cantora — przypisanie ciagowi Q typu porzadkowego i liczby porzadkowe;j.

Nasuwato si¢ wobec tego nastgpujace rozwiazanie: skoro zatozenia (1) i
(2) byly zdaniami teorii mnogos$ci i zanegowanie ich w tym wypadku prowa-
dzitoby do powaznych zaklécen w catej przedaksjomatycznej teorii mnogosci,
zatem najlepiej bylo zanegowaé zatozenie (3), a wigc stwierdzié, ze ciag
wszystkich liczb porzadkowych nie jest zbiorem'®. Wéwczas, co zgodne
byto z negatywna zasada heurystyczna, nie mozna bylo przyporzadkowad
ciggowi Q na podstawie przestanek (1) i (2) zadnego typu porzadkowego, a
w konsekwencji zadnej liczby porzadkowej. Tym samym z przedaksjomatycz-
nej teorii mnogosci Cantora byta eliminowana antynomia najwigkszej liczby
porzadkowej.

Zastosowanie, w tym konkretnym wypadku, trzeciej zasady heurystycznej
prowadzito do nastgpujacego stwierdzenia: istnieje przynajmniej jedna taka
wielos¢ Q wszystkich liczb porzadkowych, ktéra jest ,,zbyt liczna”, aby by¢
zbiorem. Zatozenie, ze wielos¢ stanowi zbior, prowadzi do sprzecznosci. Za-
tem — to byto istotnym twierdzeniem, do ktérego doszedt Cantor w wyniku
zastosowania negatywnej zasady heurystycznej — nie kazda wielos¢
jest zbiorem.

Z cala pewnoScia po stwierdzeniu antynomii Burali-Fortiego Cantor musiat
postawié pytanie, czy nie istnieja inne wielosci ,,zbyt liczne”, aby byty zbio-
rami. Laczyla sig z tym kwestia wskazania kryterium pozwalajacego rozréznié
wielosci ,,zbyt liczne”, by byty zbiorami, od tych, ktére zbiorami byty. Kryte-

100 7 takie wtasnie rozwiazanie byto zgodne z przyjmowana przez Cantora ontologia
nieskorficzonos$ci. Gdyby ciag Q byl zbiorem, wowczas stanowitby wedtug niego jednosé, rzecz.
Zatem konstytuowalby byr. Czyli istnialyby co najmniej dwa byty absolutnie nieskoficzone:
zbidér Q oraz Absolut, co byloby sprzeczne z Cantorowska (i nie tylko, bo réwniez klasyczna)
koncepcja Absolutu.
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rium wydawalo si¢ oczywiste: te i tylko te wielosci nie sa zbiorami, w wy-
padku ktérych zatozenie, ze zbiorami sa, prowadzi do sprzecznosci. Wymie-
nione kryterium daje kolejng odpowiedZ na pytanie: czym byt zbiér w kon-
cepcji Cantora?'%!

Realizujac swéj pomyst, Cantor przyjat jako pierwotne pojecie wielosci,
a nastgpnie zdefiniowat:

1. Wielos¢ absolutnie nieskonczona (= inkonsystentnq).

,Jedna wielo§¢ moze by¢ mianowicie tego rodzaju, ze przyjecie, iz wszyst-
kie jej elementy «tworzg pewna calo$¢», prowadzi do sprzecznoSci, tak ze nie
jest mozliwe ujmowanie tej wieloSci jako jednoSci, jako «pewnej gotowej
rzeczy». Takie wielo$ci nazywam absolutnie nieskoriczonymi albo inkonsysten-
tnymi”'%2,

2. Wielo$¢ konsystentng (= zbidr).

,Jezeli przeciwnie, ogét elementéw pewnej wieloSci moze by¢ pomysSlany
bez sprzecznosSci jako «bgdacy razem», tak ze mozliwe jest ujecie go jako
«jednej rzeczy», to nazywam t¢ wielo$¢ wielosciq konsystentnq albo «zbio-
rem»”103,

101 pytanie: na ile ,,nowe” bylo to okre§lenie zbioru? Préba odpowiedzi podjeta zostata
w toku dalszych analiz (zob. przypis 103 niniejszej pracy).

192 Eine Vielheit kann namlich so beschaffen sein, daB die Annahme eines «Zusammen-
seins» aller ihrer Elemente auf einen Widerspruch fiihrt, so daB3 es unmdglich ist, die Vielheit
als eine Einheit, als «ein fertiges Ding» aufzufassen. Solche Vielheiten nenne ich absolut
unendliche oder inkonsistente Vielheiten” (G. Cantor, List do R. Dedekinda z 28. 07.
1899, GA, s. 443; ttum. z niemieckiego R. Murawski, w: Filozofia matematyki. Antologia
tekstow klasycznych, wybdr i oprac. R. Murawski, Poznaid 1986, s. 172).

103 Wenn hingegen die Gesamtheit der Elemente einer Vielheit ohne Widerspruch als
«zusammenseiend» gedacht werden kann, so dal} ihr Zusammengefalltwerden zu «einem Ding»
moglich ist, nenne ich sie eine konsistente Vielheit oder eine «Menge»” (tamze).

Trzeba postawié pytanie: na ile ta ,,definicja” zbioru rézni si¢ od ,.definicji” z roku 1883?
Woéwczas Cantor, wérdd innych okreslen zbioru, podat i takie, wedtug ktérego zbior to kazda
wielosé, o ktérej mozna mysle¢ jako o jednosci (por. C antor, Uber unendliche lineare
Punktmannigfaltigkeiten, s. 204 — przypis do s. 165). Istotna modyfikacja, wprowadzona w
roku 1899, to dodanie, ze ujecie wielosci jako jednosci nie moze prowadzi¢ do sprzecznosci.
Jednakze mozna zaktadaé, ze warunek ten implicite byt zawarty réwniez w ,,definicji” z roku
1883. Cantor z pewnoS$cia juz wéwczas nie tolerowalby w teorii mnogosci antynomii. Mozna
zatem stawial hipoteze, ze Cantor juz w roku 1883 posiadat taka koncepcje zbioru, ktéra
chronita teori¢ mnogosci przed antynomiami. Tez¢ t¢ stara si¢ udowodni¢ Menzel (dz. cyt.,
s. 92 n.).

Koncepcja zbioru z roku 1899 posiadata charakter ,,ontologiczny”. Dlatego uzasadniona
wydaje si¢ teza, ze ostatecznie przyjeta ontologia chronita przedaksjomatyczna teori¢ mnogosci
przed antynomiami.
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Wypada w tym miejscu podsumowaé wyniki przeprowadzonej analizy.
Zastosowanie negatywnej zasady heurystycznej, prowadzace do zanegowania
tego, ze wielos¢ Q jest zbiorem, pozwolilo ustrzec teori¢ mnogosci Cantora
przed antynomiq Burali-Fortiego. Cala ta procedura stanowita pewien wzorzec
dla ogdlniejszej koncepcji przezwycigzania antynomii. Sposdb ten oparty byt
na przekonaniu, ze niektére wielosci sa ,,zbyt duze”, aby konstytuowal
zhiory'4,

Inng kwestig stanowi to, ze metoda eliminacji antynomii, podana przez
Cantora i zastosowana do jego teorii mnogosci, okazywata si¢ w pewnym
sensie nieefektywna. Owszem, w przypadku stwierdzenia antynomii procedura
postgpowania byta jasna. W zaden jednak spos6b nie mozna bylo rozstrzyg-

104 Sposéb ten zostal w pézniejszej literaturze nazwany ,.ograniczaniem rozmiaru” —
Llimitation of size” (por. B. Russell, On some difficulties in the theory of transfinite
numbers and other types, ,,Proceedings of the London Mathematical Society” 42(1906), vol. 4,
s. 29-53).

Podobna metoda zostata po raz pierwszy zastosowana przez Leibniza jako spos6b elimino-
wania przedcantorowskich paradokséw nieskoficzono$ci. Aby ich uniknaé, wprowadzil on
podziat wielosci na takie, ktére sa zbiorami, oraz takie, o ktérych zatozenie, ze sa zbiorami,
generowalo paradoksy. Leibniz przyjmowat istnienie nieskoficzenie wielu przedmiotéw, ale juz
wielosci, ktére miaty policzalnie nieskoriczenie wiele elementéw uwazat za ,,zbyt liczne”, aby
byty zbiorami.

Zdaniem J. Perzanowskiego i R. Murawskiego Cantor, wprowadzajac ograniczanie rozmiaru
jako metode unikania antynomii, wzorowat si¢ na G. W. Leibnizu: ,,Warto tu przy okazji
zwrécié uwage na to (spostrzezenie to zawdzigczam J. Perzanowskiemu), iz Cantorowskie
odréznienie zbioréw i klas [wieloSci inkonsystentnych — J. D.] jest wyraznym odwotlaniem sig
do kluczowego w metafizyce G. W. Leibniza pojecia «wspétmozliwosci» lub «wspdtistnienia»
(coexistence) czy konsystentnoSci. Wystepuje ono przy omawianiu tzw. catkowitych pojeé
indywidualnych oraz «mozliwych §wiatéw». Leibniz miat duze trudnos$ci z ustaleniem, kiedy
zespoly wlasnosci sq wspétmozliwe i uwazal, ze pojaé to moze tylko Bég. Z faktu, ze Cantor
interesowat si¢ filozofia Leibniza mozna wnosi¢, ze odwotanie to bylo §wiadome” (R. M u-
raws ki, G. Cantora filozofia teorii mnogosci, ,,Studia Filozoficzne” 28(1984), nr 11-12,
s. 80).

Z kolei Cantorowski sposob ograniczania rozmiaru, w celu uniknigcia antynomii, zostat
przejety w aksjomatycznej teorii mnogosci J. von Neumanna. Dopuscit on w swej teorii podob-
nie jak Cantor — obok zbioréw — wielosci ,,zbyt duze”, aby bylty zbiorami (,,Unmenge” nazy-
wane w péZniejszej tradycji neumannowskiej ,.klasami wtasciwymi”). Nie stosowaly si¢ do
nich niektére podstawowe operacje teoriomnogosciowe, przede wszystkim nie mogty byé one
elementami zbioréw ani klas wtasciwych. Te wilasnos¢ posiadaly w Neumannowskiej teorii
mnogosci jedynie zbiory (por.J. v. Neum ann, List do E. Zermelo z 15. 08. 1923,
w: H Meschkowski, Probleme des Unendlichen. Werk und Leben Georg Cantors,
Braunschweig 1967, s. 271-273;J. v. N e u m a n n, Eine Axiomatisierung der Mengenlehre,
,Journal fiir die reine und angewandte Mathematik” 100(1925), Bd. 154, s. 219-240).
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naé, czy wszystkie wielosci, traktowane dotychczas w Cantorowskiej teorii

mnogosci jako zbiory, byty konsystentne'®.

Zatem metoda eliminowania antynomii przez ograniczanie rozmiaru'®®
wcale nie gwarantowata niesprzecznoSci teorii mnogo$ci Cantora, w jej wersji
z roku 1899. Niemiecki matematyk zdawal sobie z tego sprawe, stawiajac
pytanie o mozliwo$¢ uzasadnienia niesprzecznosci teorii mnogosci. Jego od-
powiedZ byta negatywna, a tez¢ o niesprzecznos$ci teorii mnogosci uznat on

za ,,aksjomat poszerzonej pozaskonczonej arytmetyki”!%7,

4. ORYGINALNOSC HEURYSTYKI CANTORA?

Jak zauwazono juz wcze$niej, koncepcja nieskoiiczonoSci Cantora byla
oparta na fundamentalnym podziale pomigdzy wielo$ciami absolutnie nieskon-
czonymi (nieskoniczonoscig absolutng) a pozostatymi wielo$ciami. Podziat ten
zostat przejety z koncepcji klasycznych. Determinowat on Cantorowska heu-
rystyke, podobnie jak determinowat heurystyke oparta na klasycznej koncepcji
nieskofczono$ci. W obydwu heurystykach mozna bowiem zauwazy¢ negatyw-

195 Wielosciq inkonsystentng byt na przyklad zbiér wszystkich zbioréw réwnolicznych ze
zbiorem liczb naturalnych, ktéry Cantor wykorzystywat do definiowania pierwszej pozaskoni-
czonej liczby kardynalne;.

106 7ob. przypis 104 niniejszej pracy.

107 .Man muB die Frage aufwerfen, woher ich denn wisse, daB die wohlgeordneten
Vielheiten oder Folgen, denen ich die Kardinalzahlen X, X, ..., X, ..., X zuschreibe, auch
wirklich «Mengen» in dem erkldrten Sinne des Wortes, d.h. «konsistente Vielheiten» seien.
Wire es nicht denkbar, daB3 schon diese Vielheiten «inkonsistent» seien, und dafl der Wider-
spruch der Annahme eines «Zusammenseins aller ihrer Elemente» sich nur noch nicht bemerk-
bar gemacht hitte? Meine Antwort hierauf ist, dal diese Frage endliche Vielheiten ebenfalls
auszudehnen ist und da} eine genaue Erwédgung zu dem Resultate fiihrt: sogar fiir endliche
Vielheiten ist ein «Beweis» fiir ihre «Konsistenz» nicht zu fithren. Mit anderen Worten: Die
Tatsache der «Konsistenz» endlicher Vielheiten ist eine einfache, unbeweisbare Wahrheit, es
ist «Das Axiom der Arithmetik» (im alten Sinne des Wortes). Und ebenso ist die «Konsistenz»
der Vielheiten, denen ich die Alefs als Kardinalzahlen zuspreche «das Axiom der erweiterten
transfiniten Arithmetik»” (G. C an t or, List do R. Dedekinda z 28. 08. 1899, GA, s. 447-
448).

Cantor pyta w tym liscie o konsystencje kazdej z wielosci, ktéra zwykl dotychczas trakto-
wac jako zbior (kazdej, bowiem byt przekonany, ze kazdy zbiér da si¢ dobrze uporzadkowad,
a zatem mozna mu przyporzadkowac jaki$ alef jako liczbg kardynalna). Poniewaz za§ uwazat
— jak mozna przypuszczaé — ze wylacznie zatozenie, iz pewna wielo$¢ inkonsystentna jest
zbiorem, prowadzi do antynomii, dlatego jego pytanie jest rtOwnowazne pytaniu o niesprzecz-
no$¢ przedaksjomatycznej teorii mnogosci.
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na zasade, ktéra przestrzegata przed probami matematycznego okreSlenia tego,
co absolutnie nieskoficzone. W tym wzgledzie réznica pomigdzy ujeciami
klasycznymi a podej$ciem Cantora miata wytacznie charakter ,ilo§ciowy”, a
nie ,,jakosciowy”. Cantor, akceptujac klasyczne pojecie nieskoficzonos$ci abso-
lutnej (wraz z definicja), dokonal korekty, ktéra sprowadzata si¢ w zasadzie
do przyjecia, ze nieskoniczono$¢ absolutna ma moc wigksza, niz przypuszczali
jego poprzednicy.

Co wigcej, klasyczna, negatywna zasada heurystyczna orzekata w istocie,
ze wylacznie nieskoriczono$¢ absolutna nie jest determinowalna za pomoca
Srodkéw dostepnych matematyce. Negatywna zasada Cantora wyrazata te¢
sama mys$l. Skoro za§ zanegowal on twierdzenie, iz wszystkie wielo$ci nie-
skoiiczone w znaczeniu technicznym (kryterium Dedekinda) sa absolutnie
nieskoiiczone, to na podstawie obydwu tez konsekwentnie uznat, ze wielosci
pozaskorniczone sa poznawalne za pomoca metod matematycznych. Poniewaz
dostgpne metody byly dotychczas ,stosowane” w matematyce operujacej
jedynie zbiorami skorficzonymi, dlatego byto naturalne, ze rozwiazujac za ich
pomocg problemy z zakresu transfinitum'®®, traktowato sie, tak dalece jak
to mozliwe, wieloS§ci pozaskoriczone podobnie jak zbiory skoficzone. Jak
zatem widaé, zasady heurystyczne przyjmowane przez Cantora stanowily nie
tyle negacj¢ zasad heurystyki klasycznej, ile raczej pewna ich modyfika-
cie!®.

Podejscie Cantora do problemu nieskoiczonoSci w matematyce zwyklo sig¢
czasem nazywaé ,.Cantorowskim finityzmem”''°. Sprowadza si¢ ono do
eliminacji z zakresu matematyki wylacznie zagadnie nieskoficzonos$ci abso-
lutnej'!'! i akceptacji pozaskoriczonosci jako przedmiotu badari matematyki,
przy jednoczesnym traktowaniu transfinitum jak tego, co skonczone.

Mozna postawié teze, ze poczynania wielu matematykéw starajacych sig
na poczatku dwudziestego wieku zaksjomatyzowaé teori¢ mnogosci i tych,
ktérzy rozwijali tradycje aksjomatyki Zermelo, byly niczym innym, jak reali-

108 Problem absolutnej skali mocy zbioréw, problem continuum.

109 przedstawione zasady heurystyczne Cantora, bedace istotnym narzedziem w rozwiazy-
waniu probleméw badawczych, stanowia — jak kilkakrotnie to juz sugerowano — pewien pro-
gram badawczy. Znajomo§¢ tego programu i §wiadomosé, ze nie byl on catkowita negacja
programu klasycznego, moze stanowi¢ przestanke w poszukiwaniu adekwatnego modelu rozwo-
ju matematyki.

W por Mayberry, dz cyt,s. 140.

1 Jest to jedyna ,,wlasciwa nieskoriczono§¢” w znaczeniu leksykalnym, poniewaz jest
czym$ nieograniczonym.
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zacja Cantorowskiego programu finistycznego. Cel bowiem, ktérym kierowali
si¢ autorzy owych aksjomatyk, stanowita za kazdym razem eliminacja ,,zbyt
duzych” zbioréw (nieskonczonosci absolutnej), przy rownoczesnym zachowa-
niu w ramach teorii mnogos$ci jak najobszerniejszej czg$ci Cantorowskiego
transfinitum''?. Wspomniane przedsiewziecia oparte byty na zasadzie trakto-
wania transfinitum tak dtugo, jak to mozliwe, jak tego, co skoriczone. Pro-
gram tak rozumianego finityzmu jest programem realizowanym we wspodtczes-
nej matematyce.

Wypada jeszcze raz zwréci¢ uwage na negatywna zasade heurystyki Canto-
ra. Jak stwierdzono, jej geneza wydaje si¢ jasna. Cantor przejat ja od swych
poprzednikow, ktérzy w ten sposéb starali si¢ chroni¢ matematyke (i filozo-
fig) przed paradoksami nieskoniczono$ci. Zachowane pisma nie pozwalaja
rozstrzygnaé w sposob jednoznaczny, czy Cantor wprowadzajac tg zasade na
poczatku lat osiemdziesiatych, znat juz antynomie Burali-Fortiego, czy raczej
uczynit to tylko ,,profilaktycznie”, przewidujac, ze operowanie ,,zbyt liczny-
mi” zbiorami moze do jakiej§ antynomii doprowadzié. Niewykluczona — i by¢
moze najbardziej prawdopodobna — jest trzecia mozliwos¢, ze przejal on po
prostu t¢ zasadg, wraz z pojeciem nieskoficzonoS$ci absolutnej, z klasycznej
koncepcji nieskoniczono$ci, nie spodziewajac si¢ antynomii w swej teorii
mnogosci''®. Wéwczas Cantorowskie rozwiazanie miatoby cechy dziatania
ad hoc, co jednak nie umniejsza wartoS§ci samego rozwiazania, czg¢sto wyko-
rzystywanego w konstrukcji péZniejszych aksjomatyk teorii mnogosci.

Trzecia z przedstawionych mozliwos$ci znajduje uzasadnienie w religijnosci
Cantora oraz w jego zainteresowaniu teologia i filozofia neotomistyczna.
W korespondencji z reprezentantami tego kierunku mys$li chrzescijaiskiej
wielokrotnie podkreslat, ze jedynym b y t e m absolutnie nieskoficzonym
jest Bég, Absolut'!'*, Oczywiste byto dla niego, ze Absolut nie moze by¢
przedmiotem poznania matematyki, nauk przyrodniczych oraz filozofii. Wyja-
tek stanowita oparta na objawieniu teologia. Jest zatem prawdopodobne, iz
trzecia, negatywna zasada heurystyki Cantora byta wypadkowa dwu czynni-
kéw: filozoficznej tradycji i jego przekonar religijnych. Bytoby paradoksem,
gdyby rzeczywiscie, w dobie poddanej wyraZnym wpltywom pozytywizmu,
egzotyczne dla tego kierunku zestawienie tez o istnieniu i niepoznawalnoSci

2 por. E.Zermelo, Untersuchungen iiber die Grundlagen der Mengenlehre, ,,Ma-
thematische Annalen” 41(1908), Bd. 65, s. 261.

113 Zob. przypis 86 niniejszej pracy.

4 por. G. Cantor, Listydokard. Franzelina z 22. 01. 1886 i 29. 01. 1886, w: Mit-
teilungen zur Lehre vom Transfiniten, s. 399-400. Cantor, podkreslajac réznice miedzy transfi-
nitum i Absolutem, broni si¢ przed zarzutem panteizmu.
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Absolutu stanowito istotny czynnik, kreujacy aktualny po dzierd dzisiejszy
program badawczy tak bardzo ,pozytywistycznej” dyscypliny, jak teoria
mnogosci.

Generalnym wnioskiem z przeprowadzonych badan jest stwierdzenie, iz
doniosta przestanke, wptywajaca na proces powstawania Cantorowskiej teorii
mnogos$ci stanowita — przynajmniej od wczesnych lat osiemdziesiatych —
przyjeta ontologia nieskoriczonosci. Na bazie tej ontologii powstal zesp6t
norm heurystycznych, do ktérych Cantor niejednokrotnie si¢ odwotywat,
rozwiazujac konkretne problemy badawcze. Innymi stowy: proces powstawa-
nia teorii mnogo$ci zostal zdeterminowany zbiorem akceptowanych przez
niego zalozer filozoficznych.

HEURISTIK DER MENGENLEHRE G. CANTORS

Zusammenfassung

Als Resultat der neuen Bezeichnung der quantitativen Beziehungen zwischen den Mengen
und der Feststellung der Ungleichmichtigkeit der Menge von rationalen und realen Zahlen,
waren Cantors Verbesserungen in der Ontologie der Unendlichkeit. In klassischer (leksika-
lischer) Auffassung als Unendliches wurde das angenommen, was unbeschridnkt war. Die
Unendlichkeit sollte in dieser Bedeutung absolut sein, dal wenn etwas unendlich ist, so kann
es nur ein Einziges sein. Die Annahme des Bestehens eines anderen, als das Absolute, aktual
unendlichen Seins (einer anderen Menge) fiihrte zu Paradoxen. Das Absolute hielt man, bei der
Forschung mit Hilfe der mathematischen Methoden, fiir unerkennbar. Es ergab sich davon ein
heuristischer Hinweis in der Mathematik die Unendlichkeit zu meiden und die Forschungen auf
das Gebiet dessen zu beschrinken was endlich ist Als beschrinkt, also de facto als endlich,
hielt man die potentialunendlichen Vielheiten.

Cantor wurde zu einer neuen Formulierung der Ontologie der Unendlichkeit gezwungen.
Er hat die klassische (leksikalische) Gliederung zwischen der absoluten Unendlichkeit und den
beschriankten Vielheiten behalten. Die letzten hat er mit Hilfe des Kriteriums von Dedekind
in endliche und transfinite Vielheiten geteilt. “Zwischen” das, was endlich und das, was absolut
unendlich ist, hat er das Transfinitum “eingebaut”. Die “erweiterte” Ontologie der Unendlich-
keit bildete eine Grundlage fiir die Annahme der heuristischen Regeln.

Es wurden drei Grundsitze rekonstruiert:

1. Jede potentiale Unendlichkeit setzt das Bestehen der mit ihr verbundenen aktuellen
Unendlichkeit voraus.

2. Man soll die unendlichen Vielheiten, so weit wie es nur moglich ist, als endliche
Mengen behalten.

3. Die absolute Unendlichkeit kann nicht mit Hilfe der mathematischen Methoden bestimmt
sein.

In der Analyse der konkreten Beispiele ist die Nutzbarkeit der heuristischen Regeln
hervorgetreten. Der zweite Grundsatz “vergroferte” das Gebiet der Erforschung (der Explora-
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tion), welche mit den mathematischen Methoden gefiithrt wird. Sie gestattete in Cantors
Uberzeugung eine absolute Skala der Valenzen der Mengen zu bilden. Die dritte Regel schiitzte
Cantors Mengenlehre vor Antinomien unde fiihrte zur Aufteilung der unendlichen Vielheiten
auf konsistente und unkonsistente Mengen. Durch Anwendung dieses Grundsatzes, welcher die
klassische Regel wiederholt und vor Paradoxen schiitzt, antizipierte Cantor die Elemente der
Aufldsungen, welche die Antinomien ausschalten.

Man muf} im allgemeinen feststellen, dafl die Heuristik der Cantors Mengenlehre durch die
angenommenen ontologischen Voraussetzungen determiniert wurde.



