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KILKA UWAG O GEOMETRIACH NIEPRZEMIENNYCH

§ 1. WPROWADZENIE: DLACZEGO GEOMETRIA NIEPRZEMIENNA?

W ostatnich latach obserwuje si¢ systematyczny wzrost popularnos$ci za-
réwno wsréd matematykow, jak i fizykédw-teoretykow tzw. geometrii nieprze-
miennych. Jest to spowodowane przynajmniej dwiema racjami. Po pierwsze,
geometrie nieprzemienne sa potgznym uogdlnieniem dotychczas znanych
geometrii, a tendencja do uogdlnieni, jak wiadomo, stanowi wazny motyw dla
rozwoju badad matematycznych. Przestrzenie, ktére dotychczas uwazano za
patologiczne, tzn. takie, z ktérymi nic juz nie da si¢ zrobié, zgrabnie poddaja
si¢ traktowaniu za pomoca metod niekomutatywnych. Wynajdywanie coraz
to nowych i bardziej skutecznych metod w tej nie wyeksploatowanej jeszcze
dziedzinie stanowi pokuse, ale i wyzwanie dla wielu matematykéw. Wyzwa-
nie jest tym wigksze, ze metody geometrii nieprzemiennej wymagaja znajo-
mosci wielu, i to odlegtych od siebie, dziedzin matematyki. Po drugie, bardzo
obiecujace sa zastosowania geometrii nieprzemiennej do fizyki. W tej dziedzi-
nie juz osiggnigto wiele interesujacych wynikéw, polegajacych gtéwnie na
zgeometryzowaniu kilku teorii lub modeli z dziedziny czastek elementarnych
i pol kwantowych, ale rysuja si¢ takze coraz wyraZniejsze perspektywy zbu-
dowania kwantowej teorii grawitacji za pomoca metod geometrii nieprzemien-
nej. Jest to tak wazny problem wspodiczesnej fizyki teoretycznej, ze nalezy
wnosié, iz w najblizszej przysztoSci pojawi si¢ wiele prac z dziedziny nie-
przemiennych préb kwantowania grawitacji.

Do tych dwu racji, uzasadniajacych wzrost popularno$ci geometrii nieprze-
miennej, dodatbym jeszcze trzecig: geometria nieprzemienna jest niezwykle
interesujaca z filozoficznego punktu widzenia. Geometria ta bowiem zajmuje
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si¢ przestrzeniami, w ktérych pojecia lokalne (takie jak pojecie punktu i
otoczenia punktu) sa w zasadzie pozbawione sensu. A jednak istnieja powaz-
ne racje, by obiekty, jakimi zajmuje si¢ geometria nieprzemienna, nazywac
przestrzeniami: wiele metod znanych z teorii ,,zwyktych” przestrzeni geo-
metrycznych po odpowiednim uogdlnieniu znajduje zastosowanie w nowym
,hieprzemiennym S§rodowisku”. Zastosowanie geometrii nieprzemiennych do
fizyki (np. do kwantowej grawitacji) moze budzi¢ jeszcze wigksze filozo-
ficzne emocje. MielibySmy bowiem przestrzen lub czasoprzestrzen bez pojeé
punktu lub punktu i chwili. Co wéwczas dzieje si¢ z lokalizacja, a nawet
z tozsamosScia fizycznych obiektéw?

Wtiasnos¢ przemiennosci jest czesta wtasnoScia wielu dzialaii wystepuja-
cych w matematyce elementarnej. Na przyklad mnozenie liczb rzeczywistych
jest przemienne, tzn. wynik mnozenia nie zalezy od kolejnosci czynnikéw;
zachodzi zatem a- b = b- a dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b. Jest
rzecza zaskakujaca, ze naruszenie tej wilasnosci ma az tak daleko idace
konsekwencje (oczywiScie mnozenie liczb pozostaje przemienne; idzie o
dziatania na innych obiektach, por. nizej). Z nieprzemienno$cia matematycy
zetkneli si¢ juz bardzo wczednie; np. jest od dawna znanym faktem, ze
mnozenie macierzy jest nieprzemienne (algebra macierzy jest czgsto rozwa-
zanym przyktadem w geometrii nieprzemiennej). Jednakze spostrzezenie, ze
rodziny obiektow z nieprzemiennym dziataniem mnozenia (np. wtasnie
algebry macierzy) moga stanowié¢ podstawe¢ do uogdlniedr geometrycznych,
jest stosunkowo niedawne. Dzi$§ jesteSmy S$wiadkami niezwykle ptodne;j
tworczosci, majacej poczatek w tym spostrzezeniu.

W paragrafie 2 przedstawie krétka geneze geometrii nieprzemiennej i
wprowadze (w sposéb intuicyjny) pojecie przestrzeni nieprzemiennej. W
paragrafie 3 omdéwig krétko kilka metod stosowanych w geometrii nieprze-
miennej. Paragraf 4 bedzie poswigcony zagadnieniu ,znikania” pojecia
punktu (i innych pojeé lokalnych) w geometrii nieprzemiennej, a w para-
grafie 5 znajdzie si¢ kilka uwag poSwigconych filozoficznym aspektom tego
zagadnienia.

§ 2. GENEZA GEOMETRII NIEPRZEMIENNYCH

Pierwszy zwiastun daleko idacych konsekwencji naruszenia przemiennosci
pojawil si¢ w fizyce lat trzydziestych. P. A. M. Dirac pierwszy zauwazyt
analogi¢ pomigdzy nawiasami Poissona w mechanice klasycznej a komutatora-
mi w mechanice kwantowej. Jak wiadomo, zerowanie si¢ komutatora dwu
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wielkoSci jest rOwnowazne ich przemienno$ci (komutatywno$ci). Zerowanie
si¢ lub niezerowanie si¢ komutatoréw pewnych wielkosci jest zwiazane z
gtebokimi wlasnosciami strukturalnymi mechaniki kwantowej. Na przyktad
relacje nieoznaczonos$ci Heisenberga sa nastgpstwem niezerowania si¢ odpo-
wiednich komutatoréw. Komutator potozenia x i pedu p jest ré6zny od zera
(i proporcjonalny do statej Plancka /1), co pociaga za soba relacj¢ nieoznaczo-
nosci AxAp>h.

Jak wiadomo, podstawowa struktura matematyczna eksploatowana w me-
chanice kwantowej jest algebra (ograniczonych) operatoréw na przestrzeni
Hilberta. Algebra ta jest nieprzemienna. Stanowi dzi§ ona wazne narzedzie
W nieprzemiennej geometrii.

Nawet jesli jakie§ idee pochodza z fizyki, to musza one zostaé poddane
precyzyjnej matematycznej obrdébce, aby stac si¢ petnoprawna czeScia mate-
matyki. Jest to proces znany w historii nauki. Mial on réwniez miejsce w
dziejach powstania geometrii nieprzemiennej. Od dawna bylo wiadomo, ze
pewne przestrzenie geometryczne mozna zdefiniowaé za pomoca pewnych
rodzin funkcji okreS§lonych na tych przestrzeniach (zapominajac, w jakims§
sensie, u noS$nikach tych funkcji). Na przyktad rozmaito$S¢ rézniczkowa
(kluczowe pojecie dla wspoétczesnej geometrii rézniczkowej) mozna zdefi-
niowaé za pomoca algebry funkcji gladkich na danej rozmaito$ci i definicja
ta jest rownowazna standardowej definicji za pomocg atlasu i map. Istotng
wlasnoscia jest to, ze rodzina funkcji gtadkich na rozmaitosci jest algebra,
tzn. s3 w niej okres§lone dziatania dodawania i mnozenia funkcji oraz mno-
zenia funkcji przez skalary, przy czym dzialania te spelniaja odpowiednie
aksjomaty. Algebra gtadkich funkcji na rozmaitosci jest przemienna, ponie-
waz mnozenie funkcji (zdefiniowane w zwykly sposéb) jest dziataniem
przemiennym.

Chociaz definicja rozmaitoSci za pomoca algebry funkcji gtadkich jest
réwnowazna definicji standardowej, nadaje si¢ ona lepiej niz ta ostatnia do
uogdlnied. Rezygnujac z pewnych aksjomatéw (przy zachowaniu innych
aksjomatéw, ktére zapewniaja rodzinie funkcji wtasno$ci algebry), zdefinio-
wano przestrzenie ogélniejsze od rozmaito$ci, zwane przestrzeniami réznicz-
kowymi. Teoria przestrzeni r6zniczkowych byta rozwijana przez wielu auto-
réw i doczekata sig licznych zastosowan!. Innym znanym przyktadem zasto-
sowania analogicznej metody jest geometria algebraiczna, ktéra powstala

! Zestaw literatury dotyczacej przestrzeni rézniczkowych do roku 1992 w ,Acta
Cosmologica” 19(1993), s. 111-129.
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dzigki badaniom algebry wielomianéw. Ale zaréwno algebry funkcyjne, jak
i algebry wielomianéw sa przemienne. I tu wilasnie spotkalty si¢ inspiracje
ptynace z fizyki kwantowej z nurtem badafi matematycznych. Narodzila sig¢
mys$l zbudowania geometrii na podstawie kolejnego uogdlnienia — przejscia
od algebr przemiennych do algebr nieprzemiennych.

Fizycy juz nieco wcze$niej rozwazali bardzo abstrakcyjne przestrzenie
nieprzemienne, a mianowicie superrozmaitos$ci (w zwiazku z teorig supergra-
witacji) 1 tzw. grupy kwantowe (w zwiazku z kwantowymi teoriami pola).
Badanie tych przestrzeni wkrétce rozwingto si¢ w nowe dzialy matematyki.
Ale dopiero prace Alaina Connesa (i jego wspétpracownikéw)? stworzyly to,
co obecnie najczesciej rozumie si¢ pod nazwa geometrii nieprzemiennej. To
wlasnie Connes wprost sformutowal program zbudowania teorii przestrzeni,
opierajac si¢ na algebrach nieprzemiennych w sposéb §ciSle analogiczny do
procedur budowania teorii ,,zwyklych” przestrzeni opartych na algebrach
przemiennych. W dalszym ciagu moje uwagi beda dotyczy¢ geometrii nie-
przemiennej gtéwnie w tym rozumieniu®.

§ 3. MATEMATYKA NIEPRZEMIENNA

Przestrzenie geometryczne (przemienne, np. rozmaitosci) maja wiele struk-
tur, ktére decyduja o ich uzytecznoSci w matematyce. Do najczesciej wyko-
rzystywanych naleza struktury: topologiczna, miary i rézniczkowa. Sa one
powiagzane ze soba réznymi zaleznoSciami i sie¢ tych zalezno$ci decyduje o
bogactwie i uzytecznoSci pojecia przestrzeni. Uogdlnienie, polegajace na
przejsciu od algebry funkcji okres§lonych na danej przestrzeni do algebr
nieprzemiennych, jest tak daleko idace, ze dla wtasciwych przestrzeni nie-
przemiennych* pojecia topologii i miary w ich zwyklym znaczeniu staja sie
bezuzyteczne (np. trywializuja si¢), a pojecie struktury ré6zniczkowej w ogéle
traci sens. Potgga metod nieprzemiennych polega na tym, ze struktury te daja
si¢ tak uogolni¢ (nie zawsze jednoznacznie), ze w nowym sensie funkcjonuja

% Por. fundamentalna monografie Connesa Noncommutative Geometry (San Diego—New
York 1994, Academic Press).

3 Interesujace uwagi na temat genezy geometrii nieprzemiennych por. w ksigzce: Y. 1.
M a n i n, Topics in Noncommutative Geometry, Princeton 1991, s. 3-8, Princeton University
Press.

4 Tzn. takich, ktére nie sa ,,izomorficzne” z przestrzeniami przemiennymi (przy wtasciwym
dla przestrzeni nieprzemiennych rozumieniu izomorfizmu; idzie o tzw. réwnowazno$¢ Mority).
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one catkiem sprawnie (cho¢ zwykle wymagaja wyrafinowanych metod rachun-
kowych), a w zastosowaniu do przestrzeni przemiennych przechodza w struk-
tury znane z elementarnego kursu matematyki.

W paragrafie 2 wspomnieliSmy o algebrze ograniczonych operatoréw na
przestrzeni Hilberta. Algebra ta ma tak wazne wtaSciwosci, ze stata sig¢ proto-
typem dla klasy algebr zwanych C™-algebrami (czytaj: algebry C z gwiazdka)
— prototypem w tym sensie, ze kazda C’-algebra moze byé reprezentowana
jako podalgebra algebry ograniczonych operatoréw na przestrzeni Hilberta.
Zgodnie z twierdzeniem Gel’fanda-Neimarka-Segala (GNS) kazda algebra
funkcji ciaglych na przestrzeni lokalnie zwartej (jest to algebra przemienna)
jest izomorficzna z pewna C -algebrg. Wynik ten pozwala traktowaé teorie
C"-algebr (niekoniecznie przemiennych) jako uogélnienie zwyktych topologii
przestrzeni lokalnie zwartych®. Co wiecej, okazuje sie, ze pewna podklasa
C"-algebr, zwana podklasa algebr von Neumanna odpowiada uogélnione;
teorii miary (takze na przestrzeniach nieprzemiennych)®. Znane sa przyktady
przestrzeni (np. podziaty ptaszczyzny Penrose’a, foliacje, czasoprzestrzenie
z osobliwoS$ciami), ktére nie poddaja si¢ opisowi za pomoca standardowych
(przemiennych) metod, ale ktére potraktowane jako przestrzenie nieprzemien-
ne staja si¢ wdzigcznymi (cho¢ nietatwymi) obiektami analizy; mozna badaé
ich uogdlnione wtasnosci topologiczne lub uogdlnione witasnosci miary.
Wprowadzenie struktury rézniczkowej na przestrzeni nieprzemiennej wymaga
pewnych nowych inwestycji, ktére moga by¢ zrobione na rézne sposoby. Naj-
czgsciej wykorzystywane sa dwa sposoby wprowadzania struktury rézniczko-
wej na przestrzeniach nieprzemiennych. Pierwszy sposéb sprowadza si¢ do
okre$lenia rachunku rézniczkowego na podstawie derywacji algebry, za pomo-
ca ktérej definiuje si¢ dang przestrzen nieprzemienna (derywacja algebry A
jest to liniowe odwzorowanie algebry A w siebie, spetniajace regute Leib-
niza). Drugi sposéb polega na przej$ciu od danej algebry nieprzemiennej do
jej reprezentacji jako algebry ograniczonych operatoréw w przestrzeni Hilber-
ta 1 na zdefiniowaniu rachunku rézniczkowego za pomoca pewnego wybrane-
go operatora na przestrzeni Hilberta, na przyklad operatora Diraca. Wybér
jednego lub drugiego sposobu nalezy dopasowaé do rodzaju rozwazanych
zagadniefi.

> Inne ,,uogdlnione wiasnosci topologiczne” przestrzeni nieprzemiennych mozna badaé za
pomoca tzw. K-teorii.

6 Algebra von Neumanna nazywa si¢ algebre wszystkich operatoréw na przestrzeni Hilber-
ta, ktéore komutuja z operatorami unitarnymi na tej przestrzeni.
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Topologia, teoria miary i rachunek rézniczkowy nie sg jedynymi dziatami
matematyki, ktére da si¢ ,,przenie$¢” (uogdlni¢) na przestrzenie nieprzemien-
ne. Matematyka nieprzemienna jest dzi§ arena bardzo szybkiego rozwoju.

§ 4. PRZESTRZENIE BEZPUNKTOWE

Geometria nieprzemienna znajduje coraz wigcej zastosowan do fizyki,
m.in. do geometryzacji tzw. standardowego modelu oddzialywar elementar-
nych, pdl cechowania, do stworzenia uogdlnionej teorii Kaluzy-Kleina, do
modelowania czasoprzestrzeni z osobliwosciami; istnieja takze préby stwo-
rzenia nieprzemiennej teorii kwantowej grawitacji’. W niniejszym szkicu
poming jednak zagadnienie zastosowan geometrii nieprzemiennych do fizyki,
skoncentruj¢ si¢ natomiast na problemie, ktéry ma wyrazny wydzwigk filo-
zoficzny.

W poprzednim paragrafie spotkaliSmy si¢ z twierdzeniem GNS. Dziata ono
réwniez w przeciwna strone: Kazda przemienna C-algebre mozna potrakto-
waé jako algebre C funkcji ciaglych na pewnej przestrzeni (SciSlej: kazda
przemienna C-algebra ma reprezentacje, tzw. reprezentacje Gel’fanda, jako
algebra funkcji ciagtych na pewnej przestrzeni). Okazuje si¢, ze kazdy punkt
X takiej przestrzeni mozna utozsami¢ z podalgebra C, algebry C, takiej ze
podalgebra C,, sktada si¢ z funkcji zerujacych sie¢ w punkcie x. W terminolo-
gii algebraicznej méwimy, ze podalgebra C, jest maksymalnym ideatem al-
gebry C. Kazdy taki maksymalny ideat jednoznacznie wyznacza punkt w
przestrzeni. Informacja o punktach przestrzeni jest wigc zakodowana w mak-
symalnych ideatach algebry (przemiennej) okreslajacej dana przestrzen.

Algebry nieprzemienne w zasadzie nie posiadaja ideatéw maksymalnych.
Nastepstwem tego faktu jest to, ze w przestrzeniach nieprzemiennych pojecie
punktu traci sens. Wraz z pojeciem punktu znikaja takze inne pojgcia lo-
kalne, np. otoczenia punktu, wektora stycznego w punkcie... Mimo to prze-
strzenie nieprzemienne mozna uwazaé za autentyczne (cho¢ uogdlnione)
przestrzenie geometryczne. Jak widzieliSmy, mozna na nich uprawiac¢ uogél-
niong topologie¢, uogdélniong teori¢ miary, uogdlniony rachunek rézniczkowy.
Co wigcej, istnieje nieprzemienny odpowiednik geometrii rézniczkowej z

" Na temat niektérych zastosowan geometrii nieprzemiennych do fizyki por.: J. M a-
d ore, An Introduction to Noncommutative Differential Geometry and Its Physical Appli-
cations, Cambridge 1995, Cambridge University Press.
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wigkszodcig jej charakterystycznych pojeé, choé zawsze rozumianych nie-
lokalnie. Na przyktad, w geometrii nieprzemiennej nie istnieja wektory,
ale istnieja odpowiedniki p6l wektorowych. Ma to donioste konsekwencje,
zwlaszcza dla zastosowan w fizyce. Pojecia punktu i chwili sa pojeciami
lokalnymi, a wigc nie istnieja w geometrii nieprzemiennej. Czy znaczy to,
ze w ,fizyce nieprzemiennej” nie mozna méwi¢ o zmianie i dynamice? Po-
jecie ruchu lokalnego (ruch ,,z miejsca na miejsce”) staje sig oczywiscie
pojeciem bezsensownym, ale — jak wiadomo — zmian¢ i dynamike mozna
modelowa¢ za pomoca pdl wektorowych. Uogélnione pola wektorowe (dery-
wacje) w przestrzeniach nieprzemiennych z powodzeniem spelniajg tg funk-
cje. A zatem dynamika moze istnie¢ bez pojecia przestrzeni jako zbioru
punktéw i czasu jako zbioru chwil®.

§ 5. PRZESLANIE FILOZOFICZNE

Dlaczego geometria nieprzemienna moze by¢ interesujaca z filozoficznego
punktu widzenia?

Przede wszystkim przestrzenie nieprzemienne stanowia wyzwanie dla na-
szej wyobrazni. Jak to mozliwe, by istniata przestrzeii bezpunktowa? ,,Naocz-
no$¢” nie musi by¢ dobrym przewodnikiem po krainie abstrakcji. Filozofowie
moéwia niekiedy, ze warunkiem indywidualizacji jest istnienie w czasie i prze-
strzeni, tzn. co§ moze istnie¢ jako indywiduum tylko, jezeli zajmuje pewne
miejsce w przestrzeni i w czasie. Ale w przestrzeniach nieprzemiennych poje-
cie ,,miejsca” traci sens (bo jest przeciez synonimem lokalno$ci), a mimo to
rézne ,,obiekty” istnieja, np. derywacje, formy liniowe, koneksje... Niewatpli-
wie sytuacja ta wymaga gruntownej analizy.

Co wigcej, wszystko wskazuje na to, ze geometria nieprzemienna predzej
czy pdzniej znajdzie swojq trwata pozycje w fizyce i problem indywidualiza-
cji w przestrzeniach nieprzemiennych nabierze bardziej realistycznego zabar-
wienia, nie bedzie dotyczyt tylko matematycznych mozliwosci, lecz réwniez
fizycznego $wiata.

Niekiedy myS$liciele wyrazaja przekonanie, ze ,,uczasowienie” lub ,,przemi-

2 299

jalnos$¢” sa istotng cecha Swiata, bez ktdérej nie mozna go sobie pomys$le¢. Na

8 Obszerniej na temat problemu bezpunktowosci przestrzeni nieprzemiennych pisatem w
artykule: . Demaret, M. Heller, D.Lambert, Local and Global Properties
of the World in Physics, ,JFoundations of Science” 2(1997), s. 137-176.



o8 MICHAL HELLER

przyktad G. J. Whitrow w zakoriczeniu swojej monografii o czasie’ pisze:
»... Utrzymujemy, ze samaq istotq czasu jest jego przemijalnos¢é i ze jest to
fundamentalne pojgcie, ktére nie moze by¢ wyjasnione przez odwotanie sig¢
do czego$ jeszcze bardziej fundamentalnego. Czas jest sposobem aktywnosci
i bez aktywnosci nie moze by¢ czasu. A co za tym idzie czas nie istnieje
niezaleznie od zdarzen, lecz jest aspektem natury §wiata i wszystkiego, co on
zawiera”.

W Swietle powstania geometrii nieprzemiennych i ich zastosowan do fizyki
(obecnych i jeszcze spodziewanych) takie poglady sa nie do utrzymania. Juz
dzi§ wiadomo, w jaki sposéb mozna przejS¢ od geometrii nieprzemiennej do
geometrii przemiennej (na przyktad przez zawegzenie odpowiedniej algebry
nieprzemiennej do jej centrum, ktére jest juz — z definicji — algebra prze-
mienna), czyli w jaki sposéb geometri¢ z punktami mozna wyprowadzi¢ z
geometrii bez punktow. Jezeli ponadto jedna ze wspdirzednych punktu potrak-
towaé jako zmienna reprezentujaca czas, to w ten sposéb geometria ze zda-
rzeniami (punkto-chwilami) zostataby wyprowadzona z geometrii bez zdarzen
1 bez przemijalnosci.

Nie jest rowniez prawda, ze ,.czas jest sposobem aktywnoSci”, w kazdym
razie, jezeli stwierdzenie to rozumie¢ w tym sensie, ze bez czasu nie moze
by¢ aktywnos$ci. Jak widzieliSmy, w geometrii nieprzemiennej moze istnieé
dynamika, a wigc aktywnos$¢, chociaz w geometrii tej nie ma zadnej struktu-
ry, ktéra mozna by utozsamié¢ z czasem w jego zwyklym rozumieniu.

Owszem, ,,czas nie istnieje niezaleznie od zdarzen”, ale tylko w tym sen-
sie, ze zaréwno czas, jak i zdarzenia mozna wyprowadzi¢ z czego$ bardziej
pierwotnego, a mianowicie z geometrii nieprzemiennej, w ktdrej nie istnieja
ani odpowiedniki zdarzen, ani odpowiednik czasu.

I wreszcie, jezeli kiedy$ uda si¢ zbudowaé kwantowa teorie grawitacji,
wykorzystujac geometri¢ nieprzemienna, to réwniez zdanie ,,czas jest aspek-
tem wszystkiego, co §wiat zawiera”, okaze si¢ fatlszywe. W takiej teorii ,,po-
nizej” ery Plancka mieliby§my bezczasowa ,,fizyke nieprzemienna”, a niewat-
pliwie nalezalaby ona do Swiata. Jest prawda, ze argumenty odwotujace si¢
do jeszcze nie stworzonych teorii nie sa mocnymi argumentami, ale w tym
przypadku sam fakt realnej mozliwoSci takiej teorii ma swoja wymowe. W
kazdym razie mocno nadwyreza on pewnos$¢, z jaka wypowiada si¢ przekona-
nia o nieunikniono$ci czasu.

® The Natural Philosophy of Time, Oxford 1980, s. 372, Clarendon Press (podkr. autora
ksigzki).
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SOME REMARKS ON NONCOMMUTATIVE GEOMETRIES

Summary

Noncommutative geometries and their application to physics have recently undergone rapid
development. In the present paper the genesis of these geometries, some uf their principal
methods and their philosophical significance are brietly discussed. Nuncommutative spaces are
interesting from the philosophical point of view as an example of geometric spaces with no
concepts of point and locality. It turns out that the authentic dynamics can be mathematically
modelled even if there is no ,local change” and no time.



