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Na uzytek tej pracy wszech§wiatem bedziemy nazywaé pewien matema-
tyczny model rzeczywistego Wszech§wiata, skonstruowany w ramach Ogdlne;j
Teorii Wzglgdnosci. Skoncentrujemy si¢ na turbulentnej ewolucji Wszech-
Swiata w otoczeniu osobliwoSci poczatkowej, gdzie wptyw materii jest zanied-
bywalny w poréwnaniu z efektami krzywizny.

Réwnania pola Einsteina sa czastkowymi réwnaniami rézniczkowymi dru-
giego rzedu. Jezeli przestrzefi jest jednorodna, réwnania pola sprowadzaja
si¢ do uktadu réwnafi rézniczkowych zwyczajnych. Typowym przyktadem
sa tzw. jednorodne modele Bianchi [1] majace postaé M = R? (3-wymiarowa
przestrzen jednorodna). O takich modelach bgdziemy méwié, ze sa prostymi
dynamicznymi modelami wszechswiata, reprezentowanymi przez niskowy-
miarowy uktad réwnan rézniczkowych zwyczajnych, opisujacych dynamike
czasoprzestrzeni.

Jednorodnos$¢ przestrzeni oznacza, ze w kazdym punkcie przestrzeni me-
tryka jest taka sama. W przestrzeni euklidesowej jednorodnoS$¢ wyraza sig¢
niezmiennoScig metryki wzgledem grupy translacji kartezjaiskiego uktadu
wsp6trzednych. Kazda translacja (, >, X+ k) jest zdeterminowana
przez 3 parametry bedace sktadowymi wektora przesunigcia uktadu wspét-
rzednych. Translacje zachowuja rézniczki (dx, dy, dz), z ktérych zbudowany
jest element dtugosci przestrzennej di* = 8ij dx' d¥', (i, j = 1,2,3). W ogél-
nym przypadku nieeuklidesowej przestrzeni jednorodnej przeksztalcenia jej
grupy izometrii pozostawiaja niezmiennymi trzy formy rézniczkowe (e?‘dxi),
gdzie o jest indeksem numerujacym ich liczbe.
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W kazdym modelu czasoprzestrzeni fundamentalng wilasnoscia jest jej
metryka. Bedziemy zakladaé jej nastgpujaca postaé:

ds® = —dr* + Yop(1)(e%dx')(ePdid), oaf =123, i,j=123, (1)

gdzie 'yaﬁ(t) jest zalezng jedynie od czasu funkch skalujaca oraz ef*(x) dx' sa,
zaleznymi od wspétrzednych przestrzennych x', bazowymi formami rézniczko-
wymi, nie bedacymi jednak rézniczkami zupelnymi zadnych funkcji. Formy
te realizuja symetrie przestrzenne grupy jednorodnos$ci dziatajacej na przekro-
jach stalego czasu {r = const}, np. grupy SO(3), dla ktérej state struktury
Cir = €

Konsekwencja zatozenia jednorodnoS$ci jest réwniez mozliwo§¢ wyboru
metryki Y,g W postaci diagonalnej bez ograniczenia stopnia ogélnosci, tj.

Yop = diag (a2(1), b*(1), (1)). (2)

O funkcjach a, b, ¢ mozemy mySle¢ jak o trzech czynnikach skali w trzech
ré6znych kierunkach gtéwnych. Gdy a = b = ¢ metryka (1) jest metryka
zamknigtego, ptaskiego lub otwartego wszech§wiata Robertsona-Walkera.

Jesli zatozymy, ze materia wypelniajaca Wszechswiat jest ciecza doskonata
o réwnaniu stanu p = yp, (0 <y < 1), gdzie p jest ciSnieniem, a p gestoScia
energii, to jej wptyw na dynamik¢ czasoprzestrzeni jest zaniedbywalny w
miar¢ zblizania do osobliwosci i dynamika jest opisywana przez prézniowe
rownania Einsteina. Zatozenie prostoty, tj. jednorodnos$ci przestrzennej, kla-
sycznej prézniowej teorii grawitacji oraz naturalnego uogdlnienia modeli
Robertsona-Walkera w ramach hamiltonowskiego sformutowania dynamiki
prowadzi nas do tzw. podklasy A modeli Bianchi, ktérej hamiltonian posiada
postac:

H =7 ¢% p,pg+ V(g

3

3 3 3
2, piquiqj—;p?q,z+%(2z ninj%qj—;”?%z) 3)

i=1,i<j i=1,i<j

gdzie g; sa kwadratami czynnikéw skali w trzech réznych kierunkach gtow-
nych. Petnig one role wspétrzednych uogélnionych, podczas gdy p,; odgrywaja
role sprzezonych z nimi pedéw. Réwnania dynamiczne przyjmuja postaé
réwnafi Hamiltona
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__J0H . _JH
P = BE’QI_BE

spetnionych na powierzchni wigzéw H(p, q) = 0.

WartoSci n; sa brane sposréd {0, +1, —1}. Trzy wielkoSci n; determinuja
okreslony typ Bianchi w klasie A lub B. Dwa modele w klasie A — B(VIII)
i B(IX) — sa najogdlniejsze. W literaturze zwykto si¢ je nazywa¢ modelami
Mixmaster (wielkiego mieszania) od czasu, kiedy Charles Misner uzyt tych
modeli dla wyjaSnienia problemu obserwowalnej jednorodnos$ci i izotropii
Wszech§wiata w duzej skali [2].

Zatozenie jednorodnosci i anizotropii przestrzennej nie posiada gtgbszego
uzasadnienia fizycznego, poniewaz obserwowany rozktad gromad galaktyk
potwierdza, ze Wszech§wiat w duzej skali (wigkszej niz 100 megaparsekéw)
jest jednorodny i izotropowy. Jednakze rozwazanie jednorodnego i anizotropo-
wego modelu wszech§wiata ma sens teoretyczny i — co wigcej — badanie
dynamiki tego modelu jest wzglednie proste, a uzyskane wyniki okazaja si¢
uniwersalne takze w klasie modeli niejednorodnych i anizotropowych w oto-
czeniu osobliwosci poczatkowe;.

Wypelniajace Wszech§wiat promieniowanie reliktowe jest jednorodne i
izotropowe. Gdy temperatura przewyzszala 4000 K cata materia Wszech§wiata
miata postaé¢ zjonizowanej plazmy nieprzeZroczystej dla promieniowania.
Wszech§wiat, w epoce rekombinacji, stat si¢ przeZroczysty dla promieniowa-
nia, kiedy natadowane elektrony i protony zaczely taczyc¢ sig, tworzac neutral-
ne atomy wodoru, z ktérymi dtugofalowe fotony odzialywuja bardzo stabo.
Dlatego obserwujac dzisiaj promieniowanie reliktowe, jak gdyby zagladamy
w przeszto$¢, w odlegla epoke rekombinacji. Czas, ktéry uptynat od tej epoki,
jest wystarczajacy na dotarcie promieniowania reliktowego do horyzontu
(przyczynowo zwigzana czg¢$§¢ Wszech§wiata, ktérej rozmiar wynosi okoto 13
miliardéw lat). Oznacza to tym samym, ze dzigki promieniowaniu reliktowe-
mu przegladamy praktycznie caly dopuszczalny przez obserwacj¢ obszar
Wszech§wiata. Epoka rekombinacji — odpowiadajaca przesunigciu ku czerwie-
ni z = 1000 — miata miejsce w chwili ¢z, = 10'>~10"® 5 po Wielkim Wybuchu
w chwili t,. Rozmiar horyzontu w tym czasie co do rzedu wielkoSci jest
réowny ct,. Dlatego punkty na sferze niebieskiej, ktérych odlegtos¢ katowa
wynosi ® = (1 + z)t/t, = 102 niczego nie powinny o sobie wiedzieé
(Rys. 1). Tymczasem dochodzace do nas promieniowanie reliktowe jest
zadziwiajaco jednakowe z doktadnoS$cia do setnej czeSci procenta. WiasnoSci
promieniowania dochodzacego do nas z odlegtego punktu w przestrzeni i jego
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antypodalnego punktu sa jakby samouzgodnione jakkolwiek mi¢gdzy nimi nie
mogta by¢ wymieniona zadna informacja. Problem ten nazywa si¢ problemem
horyzontu. Zadaniem teorii jest poda¢ wyjasnienie tej zagadki: jak ewoluowat
Wszech§wiat, Ze obecnie obserwujemy go jednorodnym i izotropowym w
duzej skali?

W roku 1969 Charles Misner zwroécil uwage na nastgpujaca mozliwosé
rozwigzania problemu horyzontu opierajac si¢ na o modelu Mixmaster. Po-
czatkowy rozktad materii we Wszech§wiecie byt anizotropowy i niejednorod-
ny, a procesy dysypatywne powodowaly wyréwnanie tych asymetrii w trakcie
ewolucji. Gdyby we wczesnych etapach ewolucji §wiatto mogto obiec caty
wszech§wiat we wszystkich kierunkach, to wéwczas miatoby miejsce wygta-
dzenie poczatkowych niejednorodno$ci i anizotropii. Niestety, blizsza analiza
pokazuje, ze hipoteza Misnera nie daje si¢ zrealizowa¢ w kosmologii i prob-
lem jednorodnosci i izotropii Wszechswiata pozostaje do wyjasnienia. Nastep-
na propozycja rozwiazania tego problemu byta teoria inflacji.

W spadku po tych rozwazaniach pozostal opis dynamiki modeli Mixmas-
ter. Zamiast czynnikow skali g; Misner wprowadzil nowe zmienne takie, ze:

ds* = —di* + 22 (&) et dx e’d?, i, j, puv=123 4)

uvei

gdzie
B,y = diag B, + V3B, B, — V3B, — 2B, |

i Buv jest macierza bez§ladowa, ktéra zostala sparametryzowana poprzez para-
metry anizotropii B, i B_ oraz Q jest jedynie funkcja czasu tak, ze objetosé
3-przestrzeni stalego czasu jest rtéwna e>*. W nowych zmiennych (Q, B,. B.)
hamiltonian (3) przyjmuje postaé [3]:

H=-p}+ P§+ + Pé_ +V(EQ, B,.,B)=0 (5)

gdzie V(Q, B,, B_) jest potencjatem uktadu. Kwadratowa w pedach czegsé
hamiltonianu opisuje ruch czastki swobodnej w 2 + 1 wymiarowej ptaskiej
czasoprzestrzeni; B, i B_ sa traktowane jako wspotrzedne uogélnione, a Q
jako czas. Osobliwo$¢ poczatkowa ma miejsce dla Q@ — oo. W tym obrazie
dynamika modeli Bianchi klasy A rozumiana jest jako problem ruchu czast-
ki bezmasowej poruszajacej si¢ wewnatrz czasowo zaleznego potencjatu
V(Q, B,, B) = ¢** V(Q, B,, B_) (Rys. 2) — bilard z ruchomymi $cianami.
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Przyjrzyjmy si¢ blizej dynamice modeli B(IX), dla ktérej Vi n; = 1.
(Analiza modelu B(VIII) w otoczeniu osobliwo$ci poczatkowej jest w
pewnym sensie analogiczna). Najpierw jednak przedstawimy charakter
dynamiki w modelach Bianchi I i Bianchi II, ktérymi mozna przyblizyé
ztozone zachowanie modelu Bianchi IX.

Model Bianchi I. Dla modeli kosmologicznych Bianchi I potencjat
V(Q, B,, B.) znika (n, = n, = n; = 0). Wobec tego mamy tu do czynienia z
dynamika czastki swobodnej w ptaskiej dwuwymiarowej przestrzeni. Trajekto-
rie sa liniami prostymi w ptaszczyznie (B,, B_). Jedynym parametrem swo-
bodnym jest kat, jaki tworza te linie z osia B,. Rozwiazanie réwnan Einsteina
dla modeli Bianchi I jest znane jako rozwiazanie Kasnera i posiada postaé

3
ds” = —dr’ + 31 (dx')? (6)

gdzie p; zwane wykladnikami kasnerowskimi spetniaja dwa wiezy:

3

pPi = Zpizz 1. (7)

i=1 i=1

-

Widzimy wigc, ze rozwigzania (6) sa w istocie jednoparametrowa rodzing
rozwigzan. Trzy parametry p, mozna sparametryzowac przez jeden parametr
u w nastgpujacy sposoéb (Rys. 3):

p, (w) = —-ul/(l + u + uz)
Py (W)= (I +w/(l+u+ud (8)
ps ) = u(l + w1l + u+ u?

Relacja pomigdzy katem «, jaki tworza trajektorie z osia B,, a parametrem
u jest

u=—3tga + 1/2 9)

Model Bianchi II. Dla modeli Bianchi II mamy n, =11 n, =
ny = 0, tak ze potencjat V(Q, B,, B_) przyjmuje postaé:

V(Q, B, B.) = &2 o+ + 455 (10)
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Poniewaz funkcja ta jest typu eksponenty, mozna ja aproksymowaé po-
przez funkcje¢ Sciany o nieskoniczonej wysokosci (funkcja Heavyside’a ®_(x)).
Gdy wyktadnik eksponenty 4B, + 4V3B_ jest dodatni, wtedy funkcja V(Q, B,,
B.) zmierza do nieskoriczonos$ci i gdy jest ujemny funkcja dazy do zera. W
ten sposéb wartosci zero i nieskoriczono$¢ funkcji potencjatu V wyznaczaja
dwa obszary na ptaszczyznie (B,, B_), ktére sa odseparowane prosta nachylo-
na pod katem 150° do osi B,. Dodatkowa zaleznos$¢ potencjatu (10) od czasu
manifestuje si¢ ruchem §ciany potencjalnej z predkoscia 1/2, jak pokazano na
Rys. 4. W obszarze, gdzie potencjat jest prawie rowny zeru, trajektoria jest
dobrze aproksymowana zachowaniem Bianchi I. W poblizu §ciany potencjatu
trajektoria odbija si¢ od niej i dalej moze by¢ znowu aproksymowana poprzez
zachowanie typu Bianchi I. Wobec tego dynamiczne zachowanie modeli
Bianchi II mozna sobie wyobrazi¢ jako ewolucj¢ B(I) sklejona w punkcie
zderzenia ze $ciana potencjalu. Poniewaz Sciany potencjatu ekspanduja, katy
przed oraz po zderzeniu sa rézne i zachodzi nastgpujaca relacja

. 3sin(®;,)
sin(®,,,) = 5cos(@. ) — 4

ktéra w jezyku parametru u wyraza sig:

Wy = Wiy = [U7] (11)

gdzie [u] oznacza czg$¢ catkowita u.

Model Bianchi IX. Poziomica funkcji potencjalu dla Q = const
zostata pokazana na Rys. 5. Sktada si¢ ona z trzech §cian, kazda jak w mo-
delu B(II). Poniewaz $ciany tworza rodzaj tréjkata, ktérego Sciany tacza si¢
w nieskoniczonos$ci, wobec tego czastka wszech§wiat jest uwigziona wewnatrz
tréjkatnego obszaru i bedzie si¢ zderzaé Scianami. W trakcie ewolucji wszech-
Swiata do osobliwos$ci, ekspandujace Sciany oddalajg si¢ coraz bardziej od
siebie tak, ze czestos¢ zderzen czastki wszech§wiata ze §cianami jest funkcja
malejaca w czasie Q.

W konsekwencji dynamike modelu B(IX) mozemy traktowaé jako nieskon-
czong serig zachowan typu B(I), ktére zostaty sklejone w otoczeniu Sciany
potencjalu rozwigzaniem typu B(II). Poniewaz, jak juz wspominali§my, trajek-
torie B(I) sa charakteryzowane przez jeden parametr swobodny u, dynamika
B(IX) moze by¢ kodowana poprzez nieskoriczony zbidr liczb okreslajacych
parametr kasnerowski u albo, réwnowaznie, kat odbicia trajektorii od $cian.
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Taki opis dynamiki jako aproksymacji serig epok kasnerowskich zostat zapro-
ponowany przez Bielifiskiego, Khatatnikowa i Lifszitza (BKL - w skrécie) w
latach siedemdziesiatych [4]. Ciekawe jest, ze dynamika w tej aproksymacji
jest sprowadzona do 1-wymiarowych odwzorowan dyskretnych (map), ktdre
byty juz znane Gaussowi w r. 1812. O mapach tych dzisiaj wiemy, Ze sa
chaotyczne, ergodyczne i posiadajg tzw. wtasno$¢ mieszania (Rys. 6). Uktady
te maja rowniez dodatnia entropi¢ Kolmogorowa réwna 7%/6(In2)?, ktéra —
najogblniej rzecz ujmujac — charakteryzuje stopiei chaotycznos$ci uktadu.
Historycznie bylo to wigc w fizyce jedno z pierwszych odkry¢é odwzorowan
dyskretnych, ktére reprezentuja pewien realny niskowymiarowy (a wigc pros-
ty) uktad fizyczny z chaosem.

W naszym wypadku prostota w wyborze dynamiki oznacza, Ze jest ona
opisywana przez skoficzenie wymiarowy uktad dynamiczny (jak wiadomo,
rownania rézniczkowe czastkowe, jakimi sa rownania Einsteina, mozna uczy-
ni¢ réwnowazne nieskonczenie wymiarowemu ukladowi dynamicznemu).
Wymiar przestrzeni fazowej dla modeli Mixmaster jest réwny 6, ale dynami-
ka dzieje si¢ na powierzchni wigzu hamiltonowskiego, stad trajektorie leza
na powierzchni 5-wymiarowej. Jest to przypadek uktadu niskowymiarowego,
i co wigcej — dynamika daje si¢ sformutowaé w sposéb hamiltonowski, tzn.
ruch takiego uktadu w przestrzeni fazowej mozemy sobie wyobrazaé jak ruch
nieScisliwej cieczy.

Przyjrzyjmy si¢ teraz blizej aproksymacji BKL dynamiki modelu B(IX)
(dla modelu B(VIII) w zasadzie opis jest taki sam). Kluczem do zrozumienia
ewolucji metryki czasoprzestrzeni modelu B(IX) sa prawa wymiany wyktadni-
kéw kasnerowskich w otoczeniu osobliwosci poczatkowe;.

Trzy wyktadniki kasnerowskie p; nigdy nie sg jednocze$nie rowne. Parami
sa one rowne w dwoéch przypadkach (-1/3, 2/3, 2/3) i (0, 0, 1). Wprowa-
dzamy oznaczenie p,, p,, p, dla nieuporzadkowanych tréjek liczb przypisa-
nych kierunkom gtéwnym [, m, n odpowiadajacym czynnikom skali a, b, c.
Uporzadkowane trojki liczb oznaczamy p,, p,, p;, jeSli p; < p, < p;, 1 ich
warto$ci beda leze¢ w przedziatach:

~135p,<0,  0<p,<2/3,  2/3<ps<l.

Jesli parametr u bedzie przyjmowal wartosci z przedziatu u > 1, to wszyst-
kie wartoSci p; sa rézne z zachowaniem porzadku. Gdy 0 < u < 1 otrzymamy
te same wartoSci wyktadnikéw kasnerowskich co w obszarze u > 1, ale o
zmienionym porzadku, poniewaz:
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p(1u) = pyw),  p,(1u) = p,(w),  p,(1/u) = p3(u). (12)

W miarg jak f maleje (t — 0), jeden z czynnikéw skali a, b, ¢ ro$nie,
a dwa pozostale maleja. Niech

a ~ tl, b ~ t'm, c ~ tPn, (13)

Sktadowe tensora Ricciego w prézni (R!) dla modelu B(IX) przyjmuja
postacé:

— R} = (abc)/(abe) + 1/2a%b%c?[a* — (b - ¢»)?] (14)
— R2 = (abe)/(abe) + 1/2a2b2c2[b* — (2% — ¢2)?] (15)
~ R} = (abe)/(abe) + 1722°6°c*[c* — (2% - b)) (16)
- Rg = dla + blb + élc =0 (17)

gdzie kropka "=d/dt.
Wygodnie jest w powyzszych réwnaniach wprowadzi¢ oznaczenie

a = e%, b = éb, c = é, (18)
oraz nowa zmienng czasowa T
dt = abcdrt (19)

Réwnania Einsteina dla prézni (Ry = 0) w tych zmiennych przyjmuja
postac:

20, = (b* = H)? —at (20)
2B, = (@ - A - b* (21)
2y, = (@* = b»)? - ¢ (22)
(172) (0 + B + Ve = B, + 0T, + BYe 23)

Kasnerowskie rozwiazania réwnan (20)-(23) maja miejsce, gdy prawe strony
tych réwnan sg zaniedbywane. Zat6zmy, ze w pewnej chwili czasu f, rozwia-
zania réwnan (20)-(23) sa opisywane przez rozwigzanie Kasnera (13). Ponie-
waz wtedy ujemny wyktadnik Kasnera odnosi si¢ do funkcji a(?) (p; = p)),
to zaburzenie rezimu kasnerowskiego wynika z cztonu a*, podczas gdy po-



CZY WSZECHSWIAT JEST PROSTYM UKLADEM... 57

zostate cztony po prawej stronie (20)-(22) maleja do zera gdy t — 0. Réwna-
nie (20)-(22) przyjmuja postac:

o = —(1/2)e**, B =y, = (1/2)e** (24)

Réwnania (24) powinny opisywac ewolucje od poczatkowego stanu kasne-
rowskiego dla T — +oo opisywanego przez (13), w ktérym:

abc = At, T =A"Int +const, T — + o (25)

Roéwnania (24) posiadaja rozwiazania

& = 2 ‘Pl ‘ A (26)
cosh(2 | p, | A1)

b? = b} e*Mp2=1p Dt cosh(2 | p, | A1) (27)

= c% e*Mp3-1p )T cosh(2 'p, | AT) (28)

Warunek poczatkowy dla rozwiazan (26) - (28) ustaliliSmy w T — +oco, ponie-
waz badamy ewolucje w kierunku, jak ¢ maleje (albo T — —o0), i warunek
poczatkowy zadajemy w pdZniejszym, a nie wczeSniejszym czasie, liczac od
osobliwosci.

Latwo znalez¢ asymptotyke rozwigzan (26) - (28) dla T — —oo, gdzie:

a ~ e—/\Pl”C’ b ~ e_A(p2+2p|)T’ c ~ eA(p3+2p|)T’ t ~ eA(1+2p1)T’
ktéra jest rozwigzaniem Kasnera:
a~t'lL, b~Fm ¢~

gdzie

. Ip| . 2lp| - p, , P 20p|
pl_ > pm_ > pn_ .
l_z‘pl‘ 1_2‘171‘ l_z‘pl‘

abc = N't, N =(1-2|p A

(29)

W ten spos6b zaburzenie, w nastgpstwie ktérego a » b, ¢ prowadzi do
wymiany jednej epoki kasnerowskiej na inng. Ujemny wyktadnik kasnerowski
zostaje przerzucony z czynnika skali a na, powiedzmy, czynnik skali b. Jesli
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mieliSmy p, < 0 to teraz p’,, < 0. W procesie wymiany wyktadnikéw Kasnera
funkcja a(f) przechodzi przez maksimum, a funkcja b(f) przez minimum;
malejaca wczesniej funkcja b(f) zaczyna rosnaé, a rosngca a(t) zaczyna malec.
Funkcja c(f) caty czas maleje. Czton ¢** dominujacy w prawych stronach
(20)-(22) zaczyna maleé i staje si¢ zaniedbywalny, podczas gdy w dalszej
ewolucji rosna cztony e*? i ¢*', co znowu prowadzi do wymiany wyktadnikéw
kasnerowskich. Prawa wymiany wyktadnikéw kasnerowskich wygodnie jest
przedstawi¢ za pomoca parametryzacji (9): jesli

P =p (W), P = D2 (), Pn = ps ()

to

pi=p,w—=1, p,=p @=1, p,=p;@-1). (30)

Ciag transformacji wyktadnikow kasnerowskich (30) z przerzucaniem
wskaznika p, miedzy kierunkami gtéwnymi [/, m (z odpowiadajacymi im
czynnikami skali a(?) i b(¢)) jest kontynuowany, dopdki nie zostanie wyczer-
pana cze$¢ catkowita u tak, ze u < 1. Wtedy u < 1 przejdzie w u > 1 zgodnie
z regulg transformacji (12). Woéwczas ujemnym wyktadnikiem bedzie p; albo
D Podczas gdy p, jest mniejszym z dwoch dodatnich wyktadnikéw (p, = p,).
W nastepnej serii zostanie przerzucony ujemny wyktadnik migdzy kierunkami
odpowiadajacym czynnikom skali b(¢) i a(f) albo migdzy c(¢) i b(t). Przy
dowolnym niewymiernym warunku poczatkowym dla wartoSci u proces wy-
miany wyktadnikéw kasnerowskich jest kontynuowany w nieskoficzonos¢.

Profesor Zalewski mawia, ze dobrego fizyka mozna pozna¢ po tym, jak
przybliza. Firma BKL wykazata si¢ mistrzostwem w sposobie przyblizenia
bardzo ztozonego rezimu dynamicznego. Badania numeryczne pokazuja ideal-
na zgodno$¢ aproksymacji BKL z rzeczywista dynamika, w miar¢ jak zbliza-
my si¢ ku osobliwos$ci poczatkowej. Proces ewolucji wéwczas sktada si¢ z
kolejnych okreséw (nazywanych erami), w czasie ktérych dwa czynniki skali
przestrzennych odlegtosci oscyluja, podczas gdy trzeci czynnik skali monoto-
nicznie maleje. W czasie trwania ery objgto$§¢ 3-przestrzeni stalego czasu
maleje zgodnie z prawem (VolM’)(¢) ~ t. Po przej$ciu od jednej ery do na-
stepnej kierunek, wzdtuz ktérego maleje odlegtosé, zostaje zmieniony na inny.
Porzadek tej zmiany przyjmuje asymptotycznie postac¢ procesu losowego. Taki
sam charakter posiadaja dtugosci kolejnych er, jesdli je wyrazimy liczba zmie-
niajacych si¢ w niej epok kasnerowskich.
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Prawa wymiany wyktadnikéw kasnerowskich odbywaja si¢ zgodnie z re-
guta:

u,, =u,—1gdy u, =22

n+l

gdy 1 <u, <2

u
n+l u _1

Dla dowolnej niewymiernej wartos$ci poczatkowej u, mamy

1 era: U pocz, = Uy = U, — I == uy = [uy] = u goric.

. 1
2 era: uz’pocz. :m =u, —> u - 1 -..—> u, - [Ml] = Mz,kon'c.
0 0.

1

3 era: u, =——
3,pocz. M] _ [ul]

=uy > uy— 1 == uy = [u] = Uy 0.

Zapiszmy jeszcze prawa transformacji epok kasnerowskich, kodowanych
poprzez oznaczajaca stan uktadu par¢ (u, ), w formie

(g, Go) = (uy, G,) = (Uy, G,) —...
gdzie

(u,06) > (u-1,00, dla2 <y <o

(1, G) — (ﬁ, 66,6,) dla 1 <u<?2
a ¢ oznacza permutacje trzech osi kasnerowskich
o=(1jihon=(411hon=(131)
Zapiszemy réwniez poczatkowa warto$¢ u, w postaci
uy = [ug] + x,, 0<x < 1.

Zgodnie z regulami BKL pierwsza seria bgdzie determinowata warto$¢ po-
czatkowa u, dla nastgpnej serii oscylacji, a jej dtugo$¢ bedzie okreSlona przez

cyframi rozwinigcia u, w nieskoficzony utamek taricuchowy
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1

u, = [u,] + ]

1
L) + T

[u,] +

Jako przyktad rozwazmy nastgpujacy kod dla u, = 4,321

lera 4,321 — 3,321 — 2,321 — 1,321 — 0,321
2rea 1/0,321 = 3,115 — 2,115 —» 1,115 — 0,115
3era 1/0,115 = 8,696 — 7,696 — 6,696 —...

Dtugosci kolejnych er otrzymamy jako rozwinigcie u, w ulamek tlaficu-
chowy [4]:

1
1
8+...

u, = 4,321 = 4 +

3+

O takich rozwinigciach wiadomo, Ze sa niestabilne w chaotycznym sensie, tj.
poczatkowa nieoznaczonoS¢ u, propaguje si¢ eksponencjalnie z liczbg iteracji.
Przyjrzyjmy si¢ blizej rozktadowi wielkoSci x; = 1/u,,; [3]

= - _ 1 -1
x;=u; — [u] = Tx;_) = x_; =[x ], 0<x <1
Jednowymiarowe odwzorowanie T nosi nazw¢ odwzorowania Gaussa:

x—)T(x)=L—[i], x#0

X X

i dziala jak lewa translacja w utamku tancuchowym bedacym rozwinigciem
liczby z jednostkowym interwatu [0, 1]:

x = la,,a5a5,...] = T(x) = [a,.a;,...].
Mozna pokaza¢, ze asymptotycznie dla i — oo rozktad elementéw x; dazy do
stacjonarnego rozktadu prawdopodobienstwa p(x) dla danego u, [3, 4]:

1

OO = o2
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Odwzorowanie Gaussa jest przyktadem chaotycznych odwzorowan, ktdre
bardzo szybko zapominaja o swoich warunkach poczatkowych. Asymptotycz-
nie rozktad prawdopodobieristwa p jest inwariantng miarg prawdopodobiefi-
stwa (zachowujaca 7), tj.

W(T'A) = ), pA) = I, p@dx

dla dowolnego mierzalnego podzbioru A < X zbioru x € X (odcinek [0, 1]
dla odwzorowania Gaussa). Odwzorowanie Gaussa x — 7(x) z warunkiem
|T’(x)| > 1 posiada wtlasnosé¢ eksponencjalnej niestabilnosci, tj. odlegtosé
migdzy dwoma bliskimi punktami ros$nie eksponencjalnie z liczba kolejnych
iteracji

x = T(x) > T(Tx) = T? (x) >... .

_Aby si¢ o tym przekona¢, wezmy wartosci bliskie ztotego podziatu u =
(Vs = 1)/2 = [1,1,1,...], a mianowicie

g V5 -1
2
_Ns -1
2

(1) + 1072 = [1,1,1,2,4,...],

2) u + 1073 = [1,1,1,1,1,1,1,179,...]
Wéwezas dla przypadku (1) zaburzenie 1072 spowoduje, ze fikcyjna czastka
wszech§wiat zderzy si¢ z sasiednig $ciang nie raz, a dwa razy. Dla drugiego
przypadku po siedmiu cyklach czastka wszech§wiat zderzy si¢ z sasiednia
$ciang juz 179 razy, a nie raz.

Entropia metryczna (entropia Kotmogorowa) h = h(u, T) dla transformacji
T jest usredniona wlasnoscia lokalnej niestabilnosci (|7°(x)| > 1). USrednie-
nia dokonujemy wzgledem miary p (inwariantnej wzgledem odwzorowania 7):

h=h, T) =log | T (x)|) = [; In| T"(x) [ p(x)dx.

Gdy h > 0, uktad jest chaotyczny i pamigé o warunkach poczatkowych jest
tracona po h! iteracjach. Dla odwzorowania Gaussa mamy

2

Inx T
h=huT T =-2 [ 4 T
. 1) fO (1 +x 2“7 63n2)>

Dziatanie odwzorowania 7 jest rtOwnowazne przesuni¢eciom Bernoulliego: x,,,
= 2x, (mod 1) i nie jest to zbiezno$¢ przypadkowa, poniewaz mozna pokazac,
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ze uklady te sa izomorficzne. Oznacza to, ze chaotyczna dynamika modeli
Mixmaster w BKL aproksymacji posiada wtasnosci identyczne z gra w kosci.

Do tej pory mogli§my mie¢ wrazenie, ze badany typ dynamicznego zacho-
wania i jego aproksymacji BKL jest przyktadem mocno wyidealizowanym.
W koficu ztozona dynamika w S5-wymiarowej przestrzeni fazowej zostata
aproksymowana przez jednowymiarowa dynamike dyskretna. Rzecz jednak w
tym, ze ten wtasnie typ zachowania powielany jest przez modele niejednorod-
ne i anizotropowe przy zblizaniu si¢ do osobliwosci (wstecz w czasie). Czy
chaos jest typowa wlasno$cia dynamiki metryk czasoprzestrzeni OTW podczas
kolapsu grawitacyjnego? — problem ciagle pozostaje otwarty. Pomigdzy ap-
roksymacja BKL a rzeczywista dynamika w obrazie hamiltonowskim mozna
ustali¢ $cista odpowiednio$¢ 1 wtedy epoki kasnerowskie w aproksymacji
BKL odpowiadaja ruchom swobodnym fikcyjnej czastki wszech§wiata we-
wnatrz jamy potencjatu. Odbicie od §ciany potencjatu jest odpowiednikiem
zmiany epoki kasnerowskiej. Podczas zderzenia ze $ciana albo jeden z czyn-
nikow skali jest duzo wigkszy od dwéch pozostatych (g; » g;, ¢,) dla dowol-
nej cyklicznej permutacji (i, j, k), albo dwa z czynnikéw skali sa bliskie i
oscyluja, pozostajac duzo wigksze od trzeciego (g; = ¢g; » q;) 1 wtedy czastka
znajduje si¢ w rogu utworzonym przez dwie sgsiednie Sciany potencjalne.
Pierwszy przypadek jest zwany I przyblizeniem BKL, a drugi II przyblize-
niem BKL albo dluga faza (por. Rys. 7 i 8). Mozna pokazal, ze czastka
wszech§wiat jeSli si¢ znajdzie w rogu utworzonym przez S$ciany potencjatu,
to po pewnym czasie wyjdzie z tego rogu. W tej fazie ewolucji dwa z czyn-
nikéw skali oscyluja w przeciwfazie, podczas gdy trzeci monotonicznie male-
je. PrzejScie do nowej ery nastepuje z chwila, gdy malejacy czynnik zaczyna
rosnaé, by nastgpnie oscylowaé z innym w przeciwnej fazie. Wéwczas jeden
z oscylujacych czynnikéw monotonicznie maleje. Czastka znajdujaca si¢ w
rogu potencjatu koniec koicéw go opusci, co oznacza, ze w dlugiej fazie nie
moze by¢ nieskoniczenie wiele epok kasnerowskich, albo inaczej — nie wysta-
pi tam tzw. anomalne zachowanie. Dynamika modeli Mixmaster dopuszcza
réwniez trajektorie okresowe. Zdarzy si¢ to wowczas, gdy kat padania czastki
wszechS§wiata jest rowny liczbie zwanej zlotym podziatem. Taka trajektorig
w obrazie Misnera pokazano na Rys. 9.

Dynamika uktadu hamiltonowskiego dzieje si¢ na niezwartej hiperpowierz-
chni, co jest to konsekwencja nieokreSlonosci formy energii kinetyczne;j.
Klasa podobnego typu uktadéw opisywana naturalnym Langrangianem nosi
nazwe prostych relatywistycznych uktadéw mechanicznych [5]. Uktady takie
wczesniej nie byly dostrzegane przez matematykow, tak samo jak kiedy$ nie
istniata potrzeba badania przestrzeni z metryka Lorentza. Konieczno$¢ badania
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takich uktadéw wynika z opisu probleméw dynamicznych w OTW i kosmolo-
gii. Niektore przyktady prostych relatywistycznych uktadéw mechanicznych

zawiera Tablica 1.

Tab. 1. Przyklady relatywistycznych prostych uktadéw dynamicznych

Uktad mechaniczny

Funkcja Hamiltona (Lagrange’a)

kosmologia Friedmanna Ro-
bertsona Walkera z rzeczy-
wistymi, sprzezonymi pola-
mi skalarnymi

H=3 -pi+p )+ 5@ +@G+m ¢ ¢ )=0

model Friedmanna Robert-
sona Walkera w teorii gra-
witacji z kwadratem skalara
krzywizny w dziataniu

2
q 2
H==5@i-p)+5(@-a)+gg-a+a)y

model kosmologiczny Bian-
chi I z minimalnie sprze-
zonym polem skalarnym

2 2 2
J4 28 Pa . 1 3 3m 5
H:%a%—3m2 7a+7m2a3¢2_ﬁgkya?27

wielowymiarowy model ko-
smologiczny o topologii
produktowej dwoéch prze-
strzeni maksymalnie
symetrycznych
M,iM,:Rx M x M5>

L=-%3n@m-1)4 +3d+5e-2q, + V (q,)

model Mixmaster jako zabu-
rzona periodyczna sie¢ Tody

H=7 Elaypi b+ Zimy by exp B oy q; + XLy o q)

czastka swobodna lub foton
w przestrzeni wielu czar-
nych dziur

1

H=5,

[- U p}+ U™ (9} + p; + ]

natadowana czastka w jed-
norodnym polu magnetycz-
nym z liniowo spolary-
zowang falg grawitacyjna

- 1 (x])z
0 21 — asin[v(x' = x")]

L=

2
T -

[\J‘»—A
[\)‘»—
[\)‘r—

wielowymiarowakosmologia
z topologia
Rx M, x.xM,

L:%va'fxf— V (x)

kosmologia z polem ska-
larnym  w  sformutowaniu
ADM

jrrop 3 \/§ %
H = NiGyop IV — NG R+ =5 [ + V(O)]!

ijop

Tzw. przypadki calkowalne - przypadek (3) i (4) to uktady w pewnym
sensie zdegenerowane albo nietypowe, tworzace zbiér miary zero w prze-
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strzeni uktadéw dynamicznych. Typowa wiasnoscia prostych uktadéw dyna-
micznych jest chaos deterministyczny, manifestujacy si¢ ztozonos$cia ich
dynamicznego zachowania [6, 7, 8, 9, 10]. Nietypowa wlasno$cia tych ukta-
déw jest ich catkowalno§é. Schumpeter méwit, ze ,,Matle jest pigkne”, my z
kolei mozemy powiedziel, ze ,Proste jest ztozone”. Albert Einstein, ktory
kierowal si¢ kryterium prostoty przy wyborze teorii naukowej, w istocie
poszukiwal teorii opisujacej procesy ztozone. Nasze dotychczasowe rozwa-
zania dynamicznych efektéw w poblizu osobliwo$ci opieraly si¢ na klasycznej
Ogoblnej Teorii WzglednoSci. Musimy jednak pamigtaé, ze teoria ta traci swoj
walor poznawczy we wczesnych etapach ewolucji Wszech§wiata i powinna
by¢ zamieniona przez odpowiednia teori¢ kwantowa. Jednym z eksploatowa-
nych aktualnie podej$¢ do kwantowej kosmologii jest koncepcja Hawkinga-
-Hartlego kwantowej kreacji wszech§wiata ex nihilo.

Istotng kwestig¢, na ktéra musimy zwrdci¢ uwage, jest pytanie: czy chaos
jest wewnetrzng wlasnoscia modeli Mixmaster czy tylko wtasnoscig ich ap-
roksymacji? Takie pytanie jest uzasadnione, poniewaz znane s3 uklady dyna-
miczne, ktére sa catkowalne, a ich aproksymacja generuje chaos. Koronnym
Swiadkiem tego typu zachowania jest nieliniowe wahadlo matematyczne.
Analogicznie mozemy sadzi¢, ze OTW jest jedynie pewna aproksymacja
(kazdy numeryczny algorytm jest rowniez pewna aproksymacja). Przyktadu
podobnego typu dostarcza ruch czastki prébnej po geodetyce w czasoprze-
strzeni Kerra. Uktad dynamiczny opisujacy ruch tej czastki jest oczywiscie
przyktadem prostego relatywistycznego uktadu mechanicznego opisywanego
przez hamiltonian

(7 + a*)?
A

YmH = 1—2 a’ sin’® —
P

2‘ 2
?+762l(1_r+a
P

[ 2
%2 p; + ;7 {Pé + (sin12® -4
gdzie wspotrzedne (¢, r, ®, ¢) sa standardowymi wspéirzednymi Boyera-
Lindquista (uogélnionymi wspétrzednymi Schwarzschilda), A = 2 — 2Mr +
a’, p?> = ¥ + a* cos’> O, a = S/M jest momentem pedu na jednostke masy.
Carter w r. 1968 pokazat calkowalnos$¢ (w sensie istnienia dostatecznej liczby
niezaleznych catek pierwszych) problemu ruchu w czasoprzestrzeni Kerra,
znajdujac dodatkowa catke pierwsza (poza catkami wynikajacymi z istnienia

wektoréw Killinga d/0t i d/0® i tensora Killinga g,,). Posiada ona postac:

pé} = g"p, py
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2
_ PP

)4
sin’®

2

I=pg+ + a’sin’®p; — 2mHa’cos’® = const
i jest (co tatwo sprawdzi¢ wstawiajac H) catka pierwsza zwiazana z istnie-
niem dodatkowego tensora Killinga (kwadratowa w pedach). Tensor metrycz-
ny jest pierwszym tensorem Killinga. Catkowalno$¢ tego zagadnienia wynika
wigc z istnienia dwoch wektorow Killinga i dwoéch tensoréw Killinga.

Jesli metryke Kerra rozwiniemy w szereg wzgledem 1/r i zachowamy
jedynie cztony wiodace, otrzymamy:

ds2=—{1+2—M+0(—1)
r 7

+{1+0(i

r2

dr —
r2

4FLM+O(iﬂdtdd>+

(dr* + r*d®* + r* sin* OP?).

Do zapisania Hamiltonianu dla ruchu czastki prébnej w czasoprzestrzeni z
metryka ds® nalezy wyliczyé g*', tj. odwrotno$é metryki z rozwinigcia, ale
ta na og6t nie koincyduje z rozwinigciem odwrotno$ci metryki (operacje
rozwinigcia i odwracanie macierzy nie komutuja), co jest powodem, dla
ktérego przyblizony problem staje si¢ niecatkowalny. W tym przypadku nie
istnieje odpowiednik catki pierwszej znalezionej przez Cartera i relatywi-
styczny uktad wykazuje zlozone chaotyczne zachowanie.

Opisana sytuacja wystepuje rOwniez dla catkowalnych sieci Tody, z ekspo-
nencjalng funkcja potencjatu. Okazuje si¢, ze rozwinigcie eksponent obcigte
na dowolnym rzedzie generuje chaos w zachowaniu uktadu. W rezultacie
uktad jest niecalkowalny i traci catki pierwsze otrzymane z odpowiedniego
przeksztalcenia pary Laxa.

Powyzsze przyklady pokazuja, z jak delikatna materi¢ mamy do czynienia,
badajac chaos w OTW, i ostrzegaja nas przed brakiem kontroli przy uprosz-
czaniu problemu. Znowu przypominaja nam si¢ stowa Zalewskiego ,,prawdzi-
wego fizyka pozna¢ mozna po tym, jak przybliza”.

I na koniec jeszcze jedna uwaga natury ogélnej. Czasami si¢ dziwimy, ze
w OTW kolekcjonuje si¢ jawne rozwigzania. MOwi si¢ nawet o swoistej
»~egzaktologii”. Z powyzszego przyktadu wynika, jak dalece jest to wazne, a
nasz osad krzywdzacy. Oczywiscie, ze takie czy inne podejscie do badan
naukowych jest funkcja np. temperamentu, poniewaz nauke ,robig” zywi
ludzie, i tak by¢ powinno.
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W ostatnim czasie daje si¢ zauwazyC¢ ponowne zainteresowanie chaosem
w modelach kosmologicznych Mixmaster. Okazuje si¢, Ze numerycznie liczo-
ne wskaZniki Lapunowa w tzw. czasie logarytmicznym znikaja w otoczeniu
osobliwosci poczatkowej. Fakt ten méglby sugerowaé znikanie chaosu, ale
poniewaz przestrzefi fazowa jest nieograniczona, nie istnieje zaden zwiazek
pomigdzy wskaznikami Lapunowa a chaosem. Standardowo chaos definiuje
si¢ poprzez dodatno$¢ wskaznikéw Lapunowa (LCE - Lapunov Characteristic
Exponent), rozumianych jako miary uSrednionego tempa rozbieznoSci bliskich
trajektorii. Dla uktadéw chaotycznych tempo ich rozbiegania si¢ jest co naj-
mniej meksponencjalne, co implikuje wtasno§¢ nadwrazliwej czutosci uktadu
na mate zmiany warunkéw poczatkowych. Fizycznie oznacza to, Ze nie moze-
my przewidywa¢ doktadnie dtugoterminowego zachowania si¢ uktadu. Mozli-
we sa wtedy jedynie przewidywania statystyczne.

Zaleta wskaznikéw Lapunowa jest mozliwo$¢ liczenia ich metodami nume-
rycznymi, ale ich podstawowa wada jest brak inwariantnoSci wzgledem za-
miany zmiennych zaleznych, jak i niezaleznych (czasu). JeSli oryginalny
uktad posiada wtasno$¢ nadwrazliwej czutoSci na zaburzenia warunkéw po-
czatkowych, tj. jego bliskie trajektorie separuja si¢ jak exp(kapt), to po przej-
$ciu do nowego czasu T : t = ln(’l:)/?uLap tempo separacji bedzie liniowe, co
jest z kolei charakterystyczne dla uktadéw catkowalnych. Pojawia si¢ tutaj
problem inwariantnego zdefiniowania wtasnosci nadwrazliwej czulos$ci na
warunki poczatkowe. Mozna to uczynié, ttumaczac zagadnienie dynamiki
hamiltonowskiej na jezyk geodezyjnych na przestrzeniach riemannowskich
albo pseudoriemannowskich (poprzez uogdlniona zasad¢ Maupertuis, znana
z mechaniki klasycznej) i wyrazajac wlasno$¢ tg¢ przy uzyciu niezmiennikow
tensora krzywizny Riemanna [5]. Tempo separacji bliskich geodetyk jest
wyznaczone z rOwnania dewiacji geodezyjnych, okreslajacego wzgledne przy-
spieszenie punktéow na sasiednich geodetykach, na przestrzeni z metryka
Jacobiego. Doktadne oméwienie tego problemu wymaga, niestety, osobnej
pracy. Pamigtamy, ze problem chaosu, bgdacego wewngtrzna wiasnoscia
samego ukladu, a nie jedynie konsekwencja wyboru takich a nie innych
zmiennych posiada swoja specyfike w OTW, zwiazana z faktem, ze mamy do
czynienia z teorig cechowania.

Co wigcej, mozemy wykazaé, Ze niezmienniczy chaos jest wewngtrzng
wlasno$cia dynamiki modeli Mixmaster. Istnieja rowniez argumenty analitycz-
ne i numeryczne wskazujace na to, Ze jest on takze witasnosci niejednorod-
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nych i anizotropowych modeli kosmologicznych w otoczeniu osobliwo$ci
poczatkowe;.

Widzimy teraz, jak wielkim odkryciem byto znalezienie przez Belinskiego,
Khalatnikowa i Lifszyca prostego uktadu dynamicznego, opisujacego kolaps
jednorodnego pola grawitacyjnego, wykazujacego ztozone chaotyczne zacho-
wanie. Otwartym pozostaje pytanie, czy chaos jest typowa wtasnoscia osobli-
wosci poczatkowej? Jest to przedmiotem badan wielu autoréw. Zrozumienie
natury i znaczenia chaosu w kontekscie OTW i kosmologii jest wazne dla
opisu dynamiki Wszech§wiata we wczesnych etapach ewolucji. Hipoteza jest
nastgpujaca: wczesny Wszech§wiat jest koronnym S$wiadkiem chaotycznego
(albo turbulentnego) zachowania pola grawitacyjnego o wtasnosciach procesu
Bernoulliego. Prototypem takiego procesu jest rzut koScia. Chaos ten nie
moze by¢é wykryty poprzez standardowo liczone wskazniki Lapunowa. Czyz
Pan Bég nie gra w kosci, jesli hipoteza ta jest stuszna. Czy réwniez Einstein
nie miat racji mowiac, ze Pan Bég jest pomystowy, ale nie zlosliwy.
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Wykres zaleznoSci wykladnikéw kasnerowskich p;, (i = 1,2,3) od

parametru 1/u

Trajektoria czastki wszech§wiata w modelu Bianchi II na ptaszczyznie
(B, B_). Sciana przesuwa si¢ w zaznaczonym kierunku z predkoscia 1/2
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Q = const

B.=0

Powierzchnia ekwipotencjalna w przypadku Q = const dla Bianchi IX na
plaszczyZnie parametréw anizotropii (B,, B_). W miarg zblizania si¢ do
osobliwosci, §ciany potencjatu ekspanduja. Funkcja potencjatu jest
dobrze opisywana przez funkcje ®_ (x) — Sciang o nieskoriczonej
wysokosci

Tlustracja wtasno$ci mieszania odwzorowania T" (A). Kropla rumu w
coca-coli (zbiér A) jest pod wpltywem tego odwzorowania — n kolejnych
ruchéw tyzeczka - jednorodnie rozprowadzana po catej objetosci
coca-coli. Na rysunku pokazano zachowanie si¢ elementarnej objetosSci
pod wplywem (a) niemieszajacych i (b) mieszajacych odwzorowar.
Odwzorowanie posiada wtasno§¢ mieszania, jesli lim ,_, mes[f" (4) N
B] = (mesA) (mesB) dla kazdej pary mierzalnych zbioréw A, B. Oznacza
to, ze prawdopodobiefistwo znalezienia si¢ ukladu w obszarze B po
wyjSciu z obszaru A jest proporcjonalne do wielkosci tych obszaréw
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epoka kasnerowska epoka kasnerowska

I przyblizenie BKL: ¢; > ¢;, w obrazie Misnera na ptaszczyznie (B,, B_)
(7a) oraz jego odpowiednik jako funkcji g; (T) w logarytmicznej skali T=
Int (7b). W obrazie Misnera nie zaznaczono ekspansji Scian
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|

|

——p

epoka | epoka !
ka.mcr(m'ska} kasnerowska,

Czastka wszech§wiat w diugiej fazie na ptaszczyznie (B,, B_) (8a) oraz wykres
In g; (t) w obrazie BKL (8b)
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Trajektoria okresowa na plaszczyznie (B,, B_). Katowi padania ®,, = 15,57 (G)ﬁn =44)5)
odpowiada warto$¢ u = (5 - D2 jak dla ztotego podziatu. Pokazano chwilowe poto-
zenia $cian, ktére ekspanduja i zachowanie si¢ fikcyjnej czastki wszech§wiata w ich
otoczeniu

IS THE UNIVERSE A SIMPLE DYNAMICAL SYSTEM
WITH COMPLEX BEHAVIOUR?

Summary

In the present paper it is demonstrated the existence of complex (chaotic) behaviour in the
time evolution of cosmological models.

We demonstrate that it is difficult to determine a precise sense of chaos in the Bianchi IX
models. It can only be shown that some of their approximations form the systems with the
property of the Bernoulli shifts. On the other hand, there are examples of integrable systems,
but their approximations are non-integrable, e.g. the geodesic motion in the truncated to any
finite order of Kerr geometry is not integrable and also chaotic. The generalized criterion of
chaotic behaviour from the Maupertuis geometry of dynamics is proposed chaotic behaviour
from the Maupertuis geometry of dynamics is proposed as a method of invariant chaos
description.



