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NOWE IDEE W MATEMATYCE XVII I XVIII WIEKU

Idea rachunku rézniczkowego i calkowego byta centralng ideg XVII i XVIII-
wiecznej matematyki i jako taka miata wptyw na ksztatltowanie si¢ nowozytne-
go matematycznego przyrodoznawstwa oraz, poSrednio, wptywata na ewolucje
poje¢ (ruch, lokalizacja, nieskoniczono$¢) w filozofii przyrody. Rozwdéj pojec
analizy matematycznej byl przedmiotem klasycznych juz prac M. Cantora, H.
Wieleitnera 1 C. B. Boyera, ale 1 w pdzniejszym okresie doczekal si¢ rowniez
interesujacych opracowan (por. przyp. 4).

Totez celem tego artykutu nie jest uszczegétowienie historii tego dziatu
matematyki, ale proba spojrzenia na zagadnienie rozwoju idei rachunku réznicz-
kowego 1 catkowego od strony relacji, jakie tworza te idee z centralnymi kate-
goriami filozofii przyrody m.in. z czasem, przestrzenig i ruchem.

Relacje te nie zostaly wystarczajaco doktadnie przeanalizowane, a sa niewat-
pliwie bardzo interesujace z filozoficznego punktu widzenia. Przedstawiajac
Zrédta metod nieskoriczono$ciowych i ich ujgcia na gruncie matematyki nowo-
zytnej staramy si¢ uwypukli¢ fakt geometryczno-kinematycznych korzeni tych
metod oraz trudnos$ci w przezwycigzaniu pogladowych interpretacji formalizmu
analitycznego. Fakty te mialy swoje Zr6dto w kontekScie pierwotnego ujegcia
problematyki analitycznej. Historycznie rzecz biorac gtdwne zagadnienia analizy
matematycznej pojawity si¢ na gruncie mechaniki i tam byly systematycznie
rozwiagzywane. Odkad matematyka rozszerzyta zakres swoich zainteresowan
poza tradycyjna problematyke wielkoSci statych siggajac po nowe obiekty i
metody (wielko$ci zmienne, metody nieskoriczono$ciowe) analogie do ruchu
mechanicznego oraz intuicje zwiazane z tradycyjnymi koncepcjami przestrzeni
i czasu znalazly si¢ w centrum 6wczesnych matematycznych procedur dowodo-
wych. Wraz z przeniesieniem struktury rachunku rézniczkowego i catkowego
(w wersji Leibniza) do mechaniki (w pracach Eulera, Clairauta, d’ Alemberta,
Lagrange’a i Laplace’a) w samej analizie matematycznej daje si¢ zaobserwowa¢é
proces emancypacji procedur dowodowych od geometryczno-mechanicznych (ki-
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nematycznych) intuicji. Proces ten obok uwarunkowafi stricte matematycznych
posiadat tez zalezno$ci natury filozoficzne;j.

Zgodnie z pozytywistyczng koncepcja nauki (w pierwotnym ujeciu d’ Alem-
berta) w zalezno$ci od stopnia ogélnoSci, a zatem tez i abstrakcyjnoSci swojego
przedmiotu, nauki dzielg si¢ na mniej i bardziej abstrakcyjne. Podstawa dla
nauki mniej abstrakcyjnej jest zawsze nauka bardziej abstrakcyjna, ale naj-
bardziej abstrakcyjna (wedtug d’Alemberta) jest analiza matematyczna. Stad to
nie mechanika ma stanowi¢ podstawe analizy, ale wtasnie odwrotnie — analiza
matematyczna ma by¢ podstawa mechaniki. Zatem Zrédtem postulatu metodolo-
gicznego redukcji mechaniki do analizy oraz, poSrednio, eliminacji z procedur
dowodowych analizy intuicji ruchu, czasu i przestrzeni byta pozytywistyczna
koncepcja nauki (podziat nauk). Realizacja tego pozytywistycznego programu
metodologicznego byla sui generis ,,algebraizacja” samej analizy matematycznej.

Uniezaleznienie si¢ analizy, a posSrednio takze catej matematyki i w efekcie
takze mechaniki, od restryktywnego wptywu kategorii tradycyjnej filozofii
przyrody umozliwito z kolei konstruowanie fizycznego obrazu §wiata czg¢sciowo
niezaleznego od §wiadectwa bezposredniego do§wiadczenia zmystowego 1 legto
u podstaw fizyki wspétczesne;j.

Historyczno-filozoficzne uwarunkowania tego procesu stanowia giéwny
przedmiot niniejszego artykutu. Z kolei tendencje algebraizacyjne (m.in. nie-
zgodne z aktualnymi standardami $cistoSci rozwinigcia funkcji w szeregi nie-
skoniczone) moga jednak §wiadczy¢ zardwno o braku $cisto$ci matematycznej
(i zarazem wzglednosci tego pojecia) wedlug standardéw zaproponowanych
przez A. Cauchy’ego 1 K. Weierstrassa, jak i (a moze przede wszystkim) o
przebijaniu si¢ formalistycznego punktu widzenia na zagadnienia podstaw anali-
zy matematycznej, co wedtug autora niewatpliwie mialo miejsce w pracach
Leibniza i Lagrange’a. Watki te zostang jedynie tylko naszkicowane, gdyz ich
szczegOtowa analiza wykracza poza ramy tego artykutu.

1. ANTYCZNE I NOWOZYTNE ZRODEA RACHUNKU ROZNICZKOWEGO
I CALKOWEGO

Centralnym wydarzeniem w matematyce XVII wieku byto powstanie rachun-
ku rézniczkowego i calkowego. Korzenie tego faktu siggaja az do matematyki
greckiej, ale zasadnicze rysy nowego rachunku tworza idee matematyczne, ktére
pojawity si¢ wtasnie w XVII wieku. Wéwczas to z mnogo$ci metod nieskon-
czonoS$ciowych wykrystalizowaly si¢ algorytmy rézniczkowania i catkowania
oraz dostrzezono ich wzajemnie odwrotny charakter. Jednakze stato si¢ to moz-
liwe dopiero wtedy, gdy tres¢ zadan, ktére rozwiazywano najczesciej konstruk-
cyjnymi metodami geometrii, przeformutowano na jezyk analityczny. Klasyczne
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zadania na kwadratury i kubatury uzyskaly wtedy algebraiczng forme, a przez
to odkryta zostala ich arytmetyczna tre§¢. Byt to analogiczny proces do tego,
ktéry doprowadzit do powstania geometrii analitycznej. Algorytmizacja anali-
tycznie wyrazonych metod nieskoriczonoSciowych doprowadzita z kolei do
wykrycia wzajemnych zwigzkéw pomiedzy arytmetyka, algebra i geometria a
przez to, do integracji problematyki matematycznej. Heurystyczna ptodnosé
algorytmizacji przekonata matematykéw co do skuteczno$ci tej procedury i
zaowocowala jej naturalnym przeniesieniem do nowego obszaru problematyki
matematycznej — do teorii izoperymetréw. W krétkim czasie doprowadzito to
do analitycznego ujgcia mechaniki newtonowskiej, a w konsekwencji do unifi-
kacji mechaniki na gruncie formalizmu wariacyjnego.

Matematyczne ujecie zjawiska ruchu umozliwito réwniez powolne odchodze-
nie od poj¢¢ klasycznej (arystotelesowsko-tomistycznej) filozofii przyrody.
W szczegdlnosci zakwestionowano arystotelesowska koncepcje ruchu, ale takze
problematyczna stala si¢ np. klasyczna definicja cigglosci. Kategoria czasu
dtugo byta obecna w procedurach dowodowych nowozytnej matematyki, lecz
rowniez 1 te kategori¢ sukcesywnie modyfikowano i systematycznie eliminowa-
no z metod analizy matematycznej. Nasilenie tego procesu daje si¢ zauwazyé
w pracach Eulera i Lagrange’a, a kontynuacj¢ (z rézng intensywnos$cia) obser-
wujemy az do czas6w nam najblizszych.

1. 1. Metody nieskoriczono$ciowe w starozytnosci

Rozwazania dotyczace matematycznego aspektu zagadnienia ciaglo$ci dopro-
wadzity matematykéw greckich do wypracowania licznych metod nieskoficzo-
noSciowych, ktére pozwalaty na rozwigzanie wielu zadan na rektyfikacje linii
krzywych, kwadraturg pol powierzchni plaskich, kubature objgtosci bryt i wy-
znaczanie §rodkow cigzkoSci. Heurystycznie najbardziej ptodne okazaty sig¢ te,
ktére opieraly si¢ na idei atomizmu matematycznego. Jednakze racjonalistycznie
zorientowani matematycy odrzucili je wypracowujac takie metody, ktére byty
zgodne z ich ideatem ScistoSci matematyczne;j.

Zrédtem tych metod byt lemat Eudoksosa—Euklidesa zawarty w ksiedze
pierwszej Elementéw Euklidesa (tw. X). Oparta na nim metoda nazywatla sig
metoda wyczerpywania Eudoksosa'.

! Termin ten jest znacznie p6Zniejszy, pochodzi bowiem od flamandzkiego jezuity Gregoriusa
Saint-Vincenta, ktéry w pracy Dzieto geometryczne o kwadraturze kota i stozkowych (Opus geome-
tricum quadraturae circuli et sectionum coni decem libris comprehensum, Antverpiae 1647) w
kontek$cie omawiania procesu wpisywania w dwie bryly, ktére nalezato poréwnac¢, duzej ilosci
bardzo cienkich réwnolegto$cianéw starat si¢ wykazaé, ze liczbe ich mozna zwigkszac dotad, az
one wyczerpia t¢ bryle, w ktéra je wpisano (Parallelepida illa ita posse multiplicari ut corpora
ipsa, quibus inscribuntur, exhuriant s. 739). I cho¢ $cifle biorac nie ma mowy o faktycznym
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Byta to préba ominigcia tych samych trudno$ci, jakie pojawily si¢ juz w
wypadku wielko$ci niewspdéimiernych. Odpowiedzia na tamte trudno$ci byta
teoria proporcji Euklidesa—Eudoksosa, teraz za$ metoda wyczerpywania. Gtgbsza
przyczyna tych wszystkich trudno$ci byla z kolei dominacja geometrii nad
arytmetyka i algebra w matematyce antycznej. Traktowanie pojgcia przystawa-
nia jako bardziej pierwotnego niz pojecie liczby oraz brak rozwinigtej symboliki
literowej, byto zewngtrznym objawem tego stanu rzeczy. Przyczyny byty natury
filozoficznej. Do najwazniejszych z nich zaliczy¢ nalezy przyjety powszechnie
przez matematykéw greckich realizm (ontologiczny i epistemologiczny). Acz-
kolwiek pod wplywem filozofii Platona daje si¢ zauwazyc¢ tendencja do ideali-
zacji obiektéw matematyki, to jednak matematycy tej epoki nie mogli uwolnié
si¢ od postulatu interpretowalnosci obiektéw matematyki w przedmiotach Swiata
empirycznego. Byla to §wiadoma ucieczka od abstrakcji w celu zachowania
zgodno$ci $§wiadectwa zmystéw z teoretycznymi konstrukcjami. W efekcie
nawet tak ptodny i tworczy matematyk starozytno$ci, jakim byt niewatpliwie
Archimedes, wypracowal tylko wiele niezaleznych metod i rozwiazan (kwadra-
tura paraboli, kubatura paraboloidy obrotowej, Srodki cigzkosci konoidy i sferoi-
dy, itd.), ale nie dokonal klasyfikacji zadan ani tym bardziej, nie podal ogdl-
nych algorytméw ich rozwigzywania. Niemniej jego wplyw na rozwdj metod
nieskoiczono$ciowych jest ogromny, a powstanie rachunku rézniczkowego jest
bezposrednim nastgpstwem odrodzenia sie tradycji archimedesowej’ na gruncie
nauki renesansu.

wyczerpaniu, to jednak termin ten jest tak udany i sugestywny, ze przyjat si¢ powszechnie. Por.
takze monografi¢ W. R. Knorra, The Ancient Tradition of Geometric Problems. The evolution of
the Euclidean elements. A study of the theory of incommensurable magnitudes and its significance
for early Greek geometry (Dordrecht 1975. Hrsg. D. Reidel), w ktérej szczegétowo omawia si¢
zagadnienie wptywu teorii wielkos$ci niewspétmiernych Eudoksosa m.in. na rozwdéj metod nieskon-
czono$ciowych. W pracy M. S. Mahoneya, Another Look at Greek Geometrical Analysis,
(,,Archive for History of Exact Science” 5(1968), s. 318-348) bronione jest stanowisko, wedlug
ktérego Zrédtem XVII-wiecznej analizy matematycznej byly z jednej strony metody greckiej
geometrii (m.in. metoda wyczerpywania), z drugiej za§ symbolika algebraiczna F. Vieta’a.

2 Obok zachowanego i przekazanego nowozytnosci tekstu Elementéw Euklidesa, dzieta Archi-
medesa byly gtéwnym Zrédlem matematyki nowozytnej. Pierwsze tacifiskie wydanie traktatow
Archimedesa Pomiar kota, Kwadratura paraboli i jeszcze kilka mniejszych ze statyki i hydrosta-
tyki w XIII-wiecznym przektadzie Wilhelma z Moerbecke ukazato sie¢ w Wenecji (dwukrotnie w
1503 i 1543 r.). Grecki tekst wszystkich znanych wowczas dziel Archimedesa z komentarzami
Eutokiosa, razem z tacifiskim przektadem Jakuba z Kremony (przeredagowanym przez Regiomon-
tanusa) wydal Thomas Gechauff (Venatorius). Dzieto to wyszto w Bazylei w 1544 r. CzternaScie
lat pézniej, w Wenecji wyszty powtdrnie przettumaczone i skomentowane przez F. Commandina
dzieta matematyczne Archimedesa. Nowoczesne, kanoniczne wydanie wszystkich dziet Archime-
desa przygotowat J. L. Heiberg (wydanie 2, Leipzig 1910-1915). Szeroko o genezie pracy Archi-
medesa O pomiarze kuli pisze W. R. Knorr (Archimedes’ Dimension of the circle: A view of the
genesis of the extant text, ,,Archive for History of Exact Sciences”, 35(1986), s. 281-324)
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1. 2. Rozwdj metod nieskoiczono§ciowych w nowozytnej matematyce

Do tradycji tej nawigzywali wszyscy tworczy matematycy XVI i XVII wie-
ku. W ich pracach krystalizowaty si¢ zalazki przysztych ogélnych metod, cho-
ciaz to, co wypetniato wigksza czgs$¢ ich tresci, to rozwiazania waznych zagad-
nien szczegélowych. Do najwazniejszych prac tej serii naleza: Trzy ksiegi o
Srodku cigzkosci bryt (De centro gravitatis solidorum libri tres, Romae 1604)
Luca Veleria, Cztery ksiggi o cylindrykach i pierscieniach (Cylindricorum et
annularium libri IV, Antverpiae 1651) Andre’a Tocqueta, Elementy hydrostatyki
(De Beghinselen des Waterwihts, Leiden 1586) Simona Stevina, Prawdziwa kwa-
dratura kota i hiperboli (Vera circuli et hiperbolae quadratura, Patavii 1667)
i Uniwersalna czes¢ geometrii (Geometriae pars universalis, Patavii 1668) Ja-
mesa Gregory’ego, Nowa stereometria beczek do wina (Nova stereometria do-
liorum vinariorum, Lincii 1615) J. Keplera oraz Geometria przedstawiona pew-
nym nowym sposobem za pomocq niepodzielnych wielkosci ciqgtych (Geometria
indivisibilibus continuarum nova quadam ratione promoto, Bononiae 1635)
Bonawentury Cavalieriego.

W tym czasie pojawia si¢ réwniez nowe pojecie funkcji’. Nastepnie
rozwijana jest teoria szeregdw nieskonczonych, pozwalajaca na analityczne
przedstawianie nowych typéw funkcji znalezionych w praktyce rachunkowe;j.

3 Zalazki pojecia funkcji wystepuja w matematyce greckiej (zaleznosci wystgpujace w akusty-
ce i trygonometrii, symptomy), ale nie ma tam analitycznego przedstawienia funkcji. Matematycy
starozytni mieli do czynienia jedynie z funkcjami ujetymi w tablice (trygonometria) lub w postaci
stownych sformutowan (symptomy). W Europie §redniowiecznej pojecie funkcji wystgpuje w szko-
le oxfordzkiej (Swineshead) i w teorii konfiguracji jakosci Oresme’a, ale jest to stowne lub
graficzne przedstawienie zalezno$ci. Oddzielnego terminu nie bylo. Postugiwano si¢ rozszerzonym
terminem stosunek (proportio). Rozwéj metod numerycznych w trygonometrii, pojawienie si¢ loga-
rytmow i rozszerzenie pojecia liczby w koncu XVI w. zaowocowalo wtasnie pojawieniem sig
pojecia funkcji jako wyrazenia analitycznego. Termin ,.funkcja” pojawit si¢ po raz pierwszy w
rekopisie Leibniza z 1673 r. zatytutowanym Metoda stycznych odwrotna czyli o funkcjach (Meto-
dus tengentium inversa, seu de functionibus). Leibniz uzywa tego terminu korzystajac ze Zrédto-
stowéw tacifiskich ,,fungor”, ,,functus sum”, ,,fungi” (realizowaé, wypetnia¢, wyrazac). Symbolike
i definicje dyskutuje Leibniz z Janem Bernoullim. Po raz pierwszy w druku definicja pojecia
funkcji jako wyrazenia analitycznego pojawia si¢ w artykule J. Bernoulliego ogtoszonym w
Mémoires de I’Académie des Sciences de Paris z roku 1718 w nastgpujacej formie: ,,Funkcja
wielko$ci zmiennej nazywa si¢ ilosci zestawione w jakikolwiek sposéb z wielko$ci zmiennej i ze
statych” (J.B e r n o u 1 11, Opera omnia, t. 11, Lausanae—Genevae 1742, s. 241). Leibniz zapro-
ponowat jako charakterystyke funkcji grecka litere ¢ piszac argumet bez nawiaséw @x, a dopiero
Euler w 1734 r. zaproponowal uzywany wspétczesnie symbol f(x). Por. D. M a h n k e, Neue
Einblicke in die Entdeckungsgeschichte der hoheren Analysis, Berlin 1926, s. 47, 158 oraz
F. Cajori, A History of Mathematical Notations, t. 11, London 1930, s. 267. Wyczerpujaco o
dziejach pojecia funkcji pisze A. P. Juszkiewicz (The concept of the function up to the middle of
the 19th century), ,,Archive for History of Exact Sciences”, 16(1982), s. 37-85.
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Waznych odkry¢é w dziedzinie szeregdéw nieskoriczonych dokonali niezaleznie
Mercator (Nicolaus Kauffmann), J. Hudde i I. Newton. Najbardziej znane i
rozpowszechnione okazato si¢ dzieto Mercatora (Logaritmotechnia, Londini
1668), w ktérym idac §ladami J. Wallisa, przedstawia analityczne rozwinigcie
funkcji logarytmicznej w szereg potegowy (bez badania warunkéw zbieznoSci).
Wszystkie te odkrycia mialy bezposredni wptyw nie tylko na sama matematyke,
ale réwniez na inne dziedziny ludzkiego poznania. W szczegdlnosci dotyczy to
mechaniki, ale ma to réwniez przetozenie na refleksj¢ filozoficzng, a nawet
teologiczng. Ozywione polemiki, ktérych przedmiotem byty wilasnie problemy
wyroste z postugiwania si¢ szeregami nieskoficzonymi, prowadzili wéwczas
m.in. Guido Grandi, Leibniz i Varignon. Newton i Hudde rezultatéw swoich
odkry¢ jednak nie opublikowali, ale impuls byt na tyle silny, ze rozpoczat erg
nieograniczonego wrecz postugiwania si¢ szeregami nieskoficzonymi do przed-
stawiania zalezno$ci funkcyjnych. Procedury te stanowity jedno z gtéwnych
Zrédet pdzZniejszego algorytmu rézniczkowego i catkowego Leibniza.

Niezaleznie od tych odkry¢ dokonuje si¢ systematyczny postgp w rozwiazy-
waniu konkretnych zadan. Z jednej strony, w zwiazku z rozwojem mechaniki
i astronomii, na plan pierwszy wysuwaja si¢ zadania rachunku catkowego, takie
jak: wyznaczanie Srodkéw cigzko$ci, obliczanie drogi z danego prawa predkosci
itd., z drugiej zas$ rozwiazywano takie zadania, jak wyznaczanie katéw nachyle-
nia dla maksymalnego zasiggu pociskéw czy ogélniej — problem znalezienia
stycznej do danej krzywej. Stosowano w tym celu r6zne metody nieskoriczonos-
ciowe, w tym czysto matematyczne (geometryczne i algebraiczne) i kinematycz-
ne. Rozwiazania tych zagadnien oraz zadan czysto geometrycznych, dotyczacych
wyznaczania pol powierzchni i objetosci figur geometrycznych byly wielokrot-
nie sprowadzane do znanych juz rozwigzan zadafi podobnych. Tym sposobem
pojawiaja si¢ zalazki klasyfikacji probleméw, a tym samym ich redukcji do
tych, ktore posiadaja podobng strukturg¢ formalng. Proces ten zostanie przyspie-
szony wowczas, gdy problematyka analityczna oswobodzona zostanie od jezyka
geometrii.

W praktyce badawczej matematykéw XVII wieku odpowiednikiem redukcji
problemoéw analitycznych byto czgste sprowadzanie kwadratur skomplikowanych
krzywych algebraicznych i niealgebraicznych (przestepnych) do znanych kwa-
dratur kota i hiperboli. W zwigzku z brakiem funkcji trygonometrycznych ta
procedura badawcza miata dodatkowe znaczenie — stwarzata podstawy do jego
zbudowania.

Metoda kinematyczna przyczynita si¢ do wykrycia wzajemnego zwiazku
pomigdzy zadaniami z obszaru rachunku catkowego i rézniczkowego. W sposéb
naturalny pojawita si¢ interpretacja stycznej jako granicznego potozenia siecznej
przechodzacej przez dwa nieskoriczenie bliskie punkty trajektorii. Prowadzito
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to do ujawnienia wewngetrznego zwiazku pomigdzy zadaniami catkowymi i
rézniczkowymi, ale rownocze$nie wigzato podstawy nowego rachunku z intuicja
mechaniczna (kinematyczna). Jedna z pierwszych préb przezwycigzenia tego
stanu rzeczy byla algebraiczna metoda kreslenia stycznych i normalnych Kartez-
jusza, ale dopiero praca P. Fermata Metoda poszukiwania maksimum i minimum
(Methodus ad disquirendum maximum et minimum) z 1629 r. dawala pierwsze
algorytmy rachunku pozwalajace catkowac, rézniczkowac i znajdowa¢é ekstrema.

Nadal jednak brak bylo jeszcze stosownej symboliki, a reguty algorytméw
formutowane bylty najczesciej stownie. W koricu lat pigeédziesiatych reguty
Fermata, oddzielne dla poszczegdlnych rodzajéw rachunku prébowali formalizo-
wac J. Hudde, René Frangois de Sluse i Ch. Huygens. Nie byly to jednak préby
udane. Najdalej w formalizacji metody stycznych posunat si¢ nauczyciel Newto-
na — I. Barrow.

Opierajac si¢ na idei trdjkata charakterystycznego i wielkoSciach nieskoficze-
nie matych, w pracy zatytutlowanej Wykiady optyki i geometrii (Lectiones opti-
cae et geometriae, Londini 1669-1670), probowat algebraizowac metody kreSle-
nia stycznych. I. Barrow przedstawit réwniez znacznie dojrzalsza i wygodniej-
szg symbolike niz Fermat, ale wyktad jego jest jednak z gruntu geometryczny
i, co wazniejsze, co jest konsekwencja geometrycznej stylizacji, nie dostrzega
wzajemnej odwrotno$ci zadan na kwadratury i styczne.

2. RACHUNEK ROZNICZKOWY I CALKOWY
W WERSJI NEWTONA I LEIBNIZA

Odmiennie te zagadnienia przedstawiaja si¢ w pracach Newona i Leibniza.
Wzajemna odwrotno$§¢ rézniczkowania i catkowania, czyli méwiac jezykiem
XVII-wiecznych matematykéw — zadan na kwadratury i styczne, implicite za-
warta w pracy Barrowa, nie byla jednak dostatecznie czytelna. Stata si¢ nig
natomiast wéwczas, gdy Newton i Leibniz podali analityczny sposéb wyrazania
operacji catkowania i rézniczkowania. Droga do analizy wspélczesnej stangta
wowczas otworem. Zrywajac z przesztoscia, Newton i Leibniz, postanowili
zintegrowaé wszystkie te metody na wyzszym poziomie abstrakcji i szuka¢ ich
uzasadnienia nie w Scistych dowodach, lecz w obfitoSci i wzajemnym powiaza-
niu rezultatéw. System Newtona poprzez niezbyt udang symbolike oraz prébe
oparcia centralnych poje¢ nowego rachunku (flukcji i fluenty) na intuicji kine-
matycznej nie mégt byé jednak podstawa pézniejszych uogélnieri?.

“S.DiSieno,M.Galuzii, Calculus and geometry in Newton’s mathematical work:
Some remarks, w: S. R o s s i (ed), Science and imagination in 18th-century British Culture,
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Dodatkowo obcigzata go idea uniwersalnego parametru czasowego. Méwiac
jezykiem Lagrange’a: ,,Newton wprowadzit do matematyki ide¢ obca”. W jego
koncepcji rachunku rézniczkowego nie byto réwniez préb algorytmizacji metod
nieskoficzono$ciowych na gruncie teorii funkcji analitycznych.

2. 1. Rachunek fluksji i fluent Newtona

Newton stosunkowo wcze$nie opanowal algorytmy nowego rachunku. Od
wiosny do jesieni 1665 r. opracowal metody fluksji wyraZnie podkreslajac wza-
jemnie odwrotny charakter rézniczkowania i catkowania. Wyrazal to przez
regularne zapisywanie w réwnolegtych kolumnach catek i pochodnych. Wyniki
swoich wczesnych prac zawarl w rekopisie zatytulowanym Nastepujqgce twier-
dzenia wystarczajqce do rozwiqzywania zadan za pomocq ruchu (To resolve
Problems by Motion these following Propositions are sufficient). W 1669 r.
miat juz kolejny rekopis, w ktérym nowy rachunek rozumial jako analizg za
pomoca réwnan z nieskonczong liczbg wyrazéw. W latach 1670-1671 przygoto-
wal dzieto zatytulowane Metoda fluksji i szeregow nieskoriczonych (Methodus
fluxionum et serierum infinitarum), w ktérym podal szczegétowy i systema-
tyczny wyktad nowego rachunku wraz z zastosowaniami. Podobnie jednak, jak
wielu jemu wspdtczesnych, w swoich wczesnych pracach postugiwat sig¢ niescis-
lymi rozwinigciami funkcji w szeregi nieskoriczone i uzywat pojecia nieskon-
czenie matych wielko$ci przy geometrycznych interpretacjach. PéZniej, gtéwnie
jako metoda heurystyczna, pojawita si¢ jego teoria fluksji i fluent, natomiast
teoria ,,ostatnich stosunkéw” miata stanowi¢ sui generis uscislenie i uzasadnie-
nie tych dwoéch poprzednich teorii. Przy czym teorie te nie stanowily dla siebie
konkurencji, ale pozostawaly w relacji wzajemnego dopelniania. Niestety w
wieku XVIII stan §wiadomoSci uczonych angielskich nie dopuszczal takiej
interpretacji. Wydawalo si¢ im bowiem, ze wersja rachunku rézniczkowego
przedstawiona przez Newtona jest ostateczna i doskonalsza od wersji Leibniza.
Ten stan rzeczy ulegl jeszcze dodatkowej komplikacji na skutek postawy same-

Milano 1987, s. 177-189, Unicopli. W szczegdlnosci na temat rachunku fluksji i fluent Newtona
pisze P. Kitcher (Fluxions, Limits, and Infinite Littlenesse. A study of Newton’s Presentation of
the Calculus, ,Isis” 64(1973), s. 33-49. Studium rachunku fluksji Newtona autor rozwija nastepnie
w obszerne ,,case study” rozwoju analizy matematycznej, stanowiacej ,,sui generis” ilustracj¢ dla
ogélniejszych rozwazan o rozwoju wiedzy matematycznej. Por. P. Ki t ¢ h e r, The Nature of
Mathematical Knowledge, New York—Oxford 1984, Oxford University Press. Z nowszych opraco-
war historii analizy matematycznej godnymi uwagi sa nastgpujace monografie: J. V. Gr a b i-
n e r, The Origins of Cauchy’s Rigorous Calculus, Cambridge-London 1981, M. 1. T. Press;
U.Bottazzini, The Higer Calculus: A History of Real and Complex Analysis from Euler
to Weierstrass, New York 1986, Springer Verlag.
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go Newtona. Autor teorii fluksji i fluent z wielu wzgledéw dziet swoich nie
opublikowat®, co stato si¢ m.in. Zrédtem konfliktu pomiedzy nim a Leibnizem
o priorytet w odkryciu nowego rachunku.

2. 2. Ujecie algebraiczne rachunku rézniczkowego i calkowego Leibniza

Ujecie rachunku rézniczkowego zaproponowane przez Newtona nie przyjeto
si¢ jednak na kontynencie. Rachunek fluksji pozostat az do lat trzydziestych
XIX wieku wilasnoSciag jedynie matematykéw angielskich. Zupelnie odmienng
koncepcje przedstawit natomiast Leibniz. Nawigzujac do idei mathesis universa-
lis Kartezjusza oraz do pewnych pomystéw Ramona Lulla i Joachima Junga
probowat stworzy¢ pewien rodzaj algorytmu wszystkich formalnych nauk opar-
tego jedynie na aparacie logiki symbolicznej. Matematyka uniwersalna byta dla
Leibniza swego rodzaju logika wyobrazZni ipowinna zajmowal
si¢ wszystkim, co moze by¢ SciSle okreSlone. W zwiazku z powyzszym, mate-
matyka byla dla niego naukag ogdlna, ktérej przedmiotem sg jedynie abstrakcyj-
ne relacje pomiedzy jej obiektami. Przy tym obiektem matematyki moze by¢
kazdy przedmiot SciSle zdefiniowany i tym samym nie jest wymagane, aby
posiadat on interpretacje w obiektach bezposredniego doSwiadczenia. Bardziej
ogbélne od funkcjonujacego w owych czasach jest rowniez pojecie relacji u
Leibniza. O ile bowiem rozwazane dotad relacje byty wytacznie relacjami doty-
czacymi wielkosci (rowno$¢, nieréwnos¢, proporcja), to Leibniz proponuje
rozwazanie innych typdéw relacji, takich jak: z a wier anie ijednoznaczne
lub wieloznaczne wyznaczanie’

Idea ta pojawia si¢ juz we wczesnych jego pismach okreSlana jako:
nauka uniwersalna, charakterystyka uniwer-
salna czy wreszcie charakterystyka kombinato-

5 W druku ukazuje sie jako pierwszy Traktat o kwadraturach krzywych (Tractatus de quadra-
tura curvarum) wydany wraz z Optykq w 1704 r. Siedem lat pézniej w Londynie ukazuje sig
Analiza za pomocq rownan o nieskoriczonej liczbie wyrazow (Analysis per equationes numero ter-
minorum infinitas). Metoda fluksji czekata na druk 65 lat. Wyszta najpierw w przektadzie angiel-
skim J. Colsona, The method of fluxions and infinite series (London 1736) Rozwojowi rachunku
fluksji w XVIII w. poswigcona jest praca doktorska Niccolo Guicciardiniego, The development of
the Newtonian fluxional calculus in the 18th-century, ,Dissertation Abstracts International”,
49(1988), 331-A. O réznych tradycjach rachunku rézniczkowego pisze 1. Grattan-Guinnes, (French
calcul and English fluxions around 1800: Some comparisons and constrats, w: R o s s i (ed.), dz.
cyt., s. 203-214. Por. takze, F. C a j o r i, A History of the conceptions of limits and fluxions in
Great Britain from Newton to Woodhouse, Chicago—London 1919.

®G.W.Leibni z, Opuscules et fragments inédits, L. Couturat (ed.), Paris 1903, s. 348,
Alcan. Por. takze, L. Cou tur at, La logique de Leibniz d’aprés des documents inédits, Paris
1901, s. 290-291, Alcan.
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ryczn a. Zrédlostowem jest tu greckie stowo yapoktiip (charakter) ozna-
czajagce forme i istote¢ rzeczy. Wedlug Leibniza charaktery to
dowolne obiekty, za pomocg ktérych mozna wyrazi¢ wzajemne relacje pomie-
dzy innymi, trudniej dajacymi si¢ przedstawié¢ obiektami. Idee i twierdzenia
zlozone daja si¢ wyrazi¢ za pomoca prostych formut ztozonych z ¢ h ar a k-
t e r 6 w. Operacje na zlozonych ideach mozna tym samym zastapi¢ operacjami
na prostych charakterach’ Poniewaz latwiej jest operowaé $ciSle
zdefiniowanymi symbolami, niz bezposrednio rzeczami, jgezyk taki powinien
dostarczaé prawidtowych rozwigzani. Tym samym uzyskiwatlo si¢ przeksztatcenie
procedur wiedzotwoérczych w $cisle zdefiniowane algorytmy dziatan na symbo-
lach. Ide¢ uniwersalnego jezyka Leibniz zastosowal w swoich pracach z logiki,
algebry i geometrii, przede wszystkim za§ przy budowie systemu rachunku
rézniczkowego i calkowego.

Pierwsze badania Leibniza w dziedzinie rachunku rézniczkowego sig¢gaja
1672 r., kiedy to w czasie podrézy do Paryza zapoznat si¢ z wynikami Ch.
Huygensa w tej dziedzinie. W bardzo krétkim czasie przestudiowal podstawowe
dzieta dotyczace tego nowego rachunku. Byly to prace: R. Descartesa, J. Grego-
ry’ego, B. Cavalieri’ego, B. Pascala, J. Wallisa i I. Barrowa. Jesienia 1675 r.
mial juz opracowane podstawowe metody i symbolike, w niedtugim czasie
dopracowat szczegdty. Wedtug Leibniza, system rachunku rézniczkowego miat
trzy zrédta: uogdlniona metode tréjkata charakterystycznego, geometrig
analityczng Kartezjusza oraz teori¢ szeregdw nieskonczonych Wallisa i
Mercatora. Synteza tych idei doprowadzita go do odkrycia wzajemnej odwrot-
nos$ci zadan na konstrukcj¢ stycznych i kwadratur. Zadania te traktowat wtasnie
jako swego rodzaju algorytmy i interpretowal w duchu charaktery s-
tyki uniwersalne]j. Poniewaz zawsze silnie pociagata go arytme-
tyczna strona matematyki, podstawowe zadania odkrytego przez siebie rachunku
rozumial w sposéb geometryczno-analityczny i wyrazat w jezyku arytmetyki i
algebry. W tym m.in. przejawiata si¢ réznica w jego ujeciu rachunku rézniczko-
wego w stosunku do ujecia Newtona. Tworca rachunku fluksji pojmowal bo-
wiem problematyke analityczna w sposéb geometryczno-fizyczny, a wyrazat ja
jezykiem kinematyki.

Leibniz byt tez Swiadom, ze jego rachunek jest nowa dyscypling matema-
tyczna, aczkolwiek nie przyktadal wigkszej uwagi (w przeciwieristwie do
Newtona) do uzasadnienia tego. Rozumiatl, ze nowy rachunek jest swego rodza-
ju modus operandi i jako taki sam stanowi swoje uzasadnienie. Byl pewien, ze
gdyby jasno sformutowac reguty dziatan i zastosowaé je wtasciwie, to przynios-
foby to poprawne rezultaty. Podstawowe algorytmy nowego rachunku Leibniz

7G.W.Leibniz Mathematische Schriften, C. 1. Gerhardt (ed.), t. V, Halle 1861 s. 141.
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zawarl w pracy, ktéra ukazata si¢ w maju 1684 r. w ,,Acta Eruditorum”. Cen-
tralnym pojgciem jest tutaj ré6zniczka funkcji ichoé terminu
funkcja w pracy jeszczeniema,a réZzniczkinazywarédzZznicami,
to mozna powiedzie¢, ze wtasnie w tej pracy, w jezyku geometrycznym, pojecie
to zostaje po raz pierwszy wprowadzone. Obok definicji pojecia rézniczki sg
tam takze algorytmy rézniczkowania sumy, iloczynu i ilorazu, dowolnej stalej
potegi 1 pierwiastka. Omawia tez metody znajdowania maksimum, minimum i
punktéw przegigcia krzywych i to zaréwno algebraicznych jak i przestgpnych.
Nie sa jednak istotne dla tej pracy poszczegdlne rezultaty (wigkszo$¢ z nich
byta znana Newtonowi), ale styl i sposOb stawiania oraz rozwiazywania proble-
méw. Wazny byl system nowych symboli, najwazniejsza jednak rzecza byt
pomyst metody, ktéra miataby stanowi¢ rozwiazanie wielu réznorodnych zagad-
nief, traktujac je jako przypadki szczegdlne. Metode t¢ rozwija nastepnie w
artykule zatytutowanym O glebszej geometrii oraz o analizie niepodzielnych i
nieskoriczonych (De geometria recondita et analisi indivisibilium et infinitorum),
ktéry ukazuje si¢ w ,,Acta Eruditorum” za rok 1686.

Po raz pierwszy w druku pojawia si¢ tam symbol catki nieoznaczonej, [
i wykazany jest jej operatorowy charakter. Symbol rézniczki d rozumie jako
operator odwrotny do operatora calki. Leibniz kilkakrotnie podkreSla, ze o ile
I zwigksza liczbe wymiaréw to d ja zmniejsza®.

Leibniz wskazuje przy tym na analogi¢ pomigdzy dziataniami na liczbach
np. dodawaniem — odejmowaniem, potggowaniem — pierwiastkowaniem a dzia-
taniami na operatorach, / i d, tzn. catkowaniem i rézniczkowaniem. Podstawa
jego systemu rachunku rézniczkowego i catkowego jest jednak rézniczka rozu-
miana jako nieskoriczenie maty odcinek odcigtej (rézniczka zmiennej nieza-
leznej), badZ jako odcinek majacy si¢ do dx jak rzegdna do odpowiedniej pod-
stycznej (rézniczka funkcji). Pochodna przy takim ujgciu rozumie jako stosunek
tych rézniczek tzn. ﬂ catke natomiast jako nieskoiiczona sume¢ rézniczek:

, dx
/dx. Nie wyrdznia przy tym pojecia catki oznaczonej i nieoznaczonej oraz nie

8 Jeszcze w pazdzierniku 1675 r. wyraza kwadratury, interpretuje je w duchu atomizmu
matematycznego piszac: wszyskie w (omnia w), gdzie ,,w” sg rzgdnymi, ale juz 29 pazdziernika
zauwaza, ze zamiast omn. w lub omn. I korzystniej bytoby pisa¢ /1, tzn. suma linii 1. Poniewaz
operacja r6zniczkowania obnizyta wymiar, z poczatku Leibniz pisat symbol d w mianowniku, co
dawato symbole X ub ¥, ale juz 11 listopada pojawiaja si¢ znane nam symbole: dx i dy. Symbol
[ pochodzi od stylizowanego stowa tacifiskiego ,,summa”, podobnie symbol d pochodzi od pierw-
szej litery stowa ,,differentia” (r6znica). Stowo ,integral” (w jezyku polskim oddawane zgodnie
z propozycja Jana Sniadeckiego jako (,.catka™) pojawito si¢ po raz pierwszy u Jana Bernoulliego,
a w druku (1690), w artykule Jakuba Bernoulliego. Por. B.P etronie vic s, Uber Leibni-
zens Methode der direkten Differentiation, 22(1934), s. 69-76, Isis C. I. Gerhardt, Die
Entdeckung der hoheren Analysis, Halle 1855, s. 125-126.
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wprowadza terminéw g é6rna i d ol n a granica catkowania. Sila rzeczy
pojawiaja sie rézniczki réznych rzedéw tzn. dx?, dx® itd.

Leibniz nie podaje ich zadowalajacych definicji, pisze natomiast, ze dx> ma
si¢ tak do dx jak dx do x; nie odrézniajac przy tym rézniczek zmiennych zalez-
nych i rézniczek zmiennych niezaleznych. Czesto powotluje si¢ na analogie do
stosunkéw skoriczonych wielko$ci, czasami za$ opiera si¢ na zasadzie ciagtoSci,
co sprawe jeszcze bardziej komplikowato i zaciemniato. Eksplikacja ta wiazata
si¢ z jego filozofig. Wypada zauwazy¢, ze nie bylo to ujecie pozwalajace na
rozwiazanie problemu podstaw nowego rachunku. Leibniz oczywiscie nie pozos-
tawil systemu wykonczonego, nie wyjasnit tez wszystkich pojeé, gdyz przekra-
czalo to mozliwosci nawet tak glebokiego umystu, niemniej przekazal bardzo
wygodny system notacji o charakterze algebraicznym oraz ideg¢ rachunku réz-
niczkowego i calkowego jako systemu algorytméw rézniczkowo-algebraicznych.
Podniést tez znacznie poziom abstrakcji omawianego rachunku, wprowadzajac
zunifikowane metody rozwiazywania zagadnie,, pozwalajace klasyfikowacd je
i rozwiazywa¢ wedlug okreS§lonych typéw (np. wedlug typu calki czy typu
réwnania rézniczkowego).

W stosunkowo bliskiej perspektywie pozwolito to na szybki rozwdéj analizy
matematycznej, wyeliminowanie z niej intuicji geometrycznej i mechanicznej
i zbudowanie jej podstaw za pomoca Srodkéw czysto algebraicznych® oraz, w
konsekwencji, na unifikacje¢ mechaniki na gruncie zreformowanego aparatu
analitycznego.

Dzieta tego dokonali jego bezposredni lub posredni uczniowie: Jan i Jakub
Bernoulliowie, J. Hermann, A. de L’Hospital, P. Varignon, G. Cramer, a szcze-
g6lnie L. Euler.

% Préby budowy analizy oparte na §rodkach czysto algebraicznych podjeto dopiero w potowie
XVIII w. Dokonat tego angielski matematyk J. Landen w pracy Rozprawa o analizie réznicowej:
nowa gatq? sztuki algebraicznej (A discourse concerning residual analysis: a new branch of alge-
braic art, London 1758). Do idei tej nawiazali niezaleznie J. Kirkby, J. Glenie, J. L. Lagrange
i L. F. Arbogast a nastgpnie F. J. Servois, G. von Buquoy, C. A. Aghard i J. B. Braseur. Por.
F. C aj o r i, A History of the Conceptions of Limits and Fluxions in Great Britain from Newton
to Woodhouse, Chicago—London 1919, s. 225-238; M. C a n t o r (ed.), Vorlesungen iiber die
Geschichte der Mathematik, t. 111, Leipzig 1913, s. 674, G. Craig Fraser, The calculus
as algebraic analysis: Some observations on mathematical analysis in the 18th-century, ,,Archive
for History of Exact Science”, 39(1989) s. 317-335. Tylko o Lagrange’a koncepcji algebraizacji
analizy pisze C. G. Fraser (Joseph Louis Lagrange’s algebraic vision of the calculus, ,,Historia
Mathematica” 14(1987), s. 38-53;t e n z e, The calculus as algebraic analysis: Some observations
on mathematical analysis in the 18th-century, ,,Archive for History of Exact Science” 39(1989),
s. 317-335. O koncepcji podstaw rachunku rézniczkowego Leibniza w kontekscie prac z analizy
matematycznej Lagrange’a pisze René Taton (Lagrange et Leibniz: De la théorie des fonctions
au principe de raison suffisante, w: A. Heine k am p (ed.), Beitrige zur Wirkungs — und
Rezeptionsgeschichte von Gottfried Wilhelm Leibniz, Stuttgart 1986 s. 139-147, Steiner.
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3. L. EULERA IDEA RACHUNKU NIESKONCZENIE MALYCH

Spuscizna Eulera'® jest olbrzymia. Sposréd 30 toméw serii matematycznej
dziet zebranych, 19 pos§wigconych jest analizie. Najwazniejsze sa jednak trzy
pozycje: Wstep do analizy nieskoriczonosci (Introductio in analysin infinitorum,
v. 1-2, Lausannae 1748), Rachunek rézniczkowy (Institutiones calculi differen-
tialis, Petropoli 1755) oraz Rachunek catkowy (Institutiones calculi integralis,
v. 1-3, Petropoli 1768). W kazdym z tych dziet Euler rozwija algorytmiczny
punkt widzenia na zagadnienia rachunku rézniczkowego i catkowego. Proble-
matyke rachunku rézniczkowego opracowuje w wielu wypadkach od nowa, kon-
sekwentnie eliminujac intuicj¢ geometryczng i mechaniczna w jego podstawach
pojeciowych i procedurach dowodowych.

W przeciwiefistwie do swoich poprzednikéw, ktérzy uwazali rachunek réz-
niczkowy za powiazany z geometria!!, Euler taczyt go z algebra i arytmetyka
i traktowal jako formalna teori¢ funkcji. Idee t¢ wyrazat juz explicite we Wste-
pie do analizy nieskoriczonosci, gdzie pisat: ,,cata analiza obraca si¢ wokoét
wielkoSci zmiennych i ich funkcji”. Kluczowym pojeciem analizy dla Eulera
jest zatem pojecie funkcji. UsciSlajac definicj¢ swojego nauczyciela — Jana
Bernoulliego — Euler pisze: Funkcja ilo§ci zmiennej jest to wyrazenie analitycz-
ne utworzone jakimkolwiek sposobem z tej zmiennej i z liczb, czyli ilo$ci

10 Sposréd wielu monografii poswigconych Eulerowi na uwage zastuguje stosunkowo niedaw-
no wydana praca R. Thiele, Leonhard Euler (Leipzig 1982, Tenbuer).

' Widaé¢ to wyraznie w pierwszych podrecznikach i monografiach. Pierwszy podrecznik do
rachunku rézniczkowego markiza de L’Hdspitala, Analiza nieskoriczenie matych dla badania linii
krzywych (Analyse des infiniment petits pour l'intelligence des lignes courbes, Paris 1692) i
wyklady Jana Bernoulliego zawieralty mnéstwo zadai geometrycznych i fizycznych (optycznych
i mechanicznych), ale bardzo niewiele poje¢ analitycznych oraz ogdlnych twierdzef i regut.
Zawsze tez pojecia te byty objasniane za pomoca rysunkéw. Podobny charakter miata réwniez
reprezentatywna dla tego okresu praca P. Varignona Wyjasnienie do analizy nieskoriczenie matych
(Eclaircissements sur ’analyse des infiniment petits, Paris 1725), ktéra z zatozenia miata byé
swoistym komentarzem do pracy de L’Hospitala. W przeciwienstwie do tych tendencji we wstepie
do Rachunku rozniczkowego Euler pisze: ,,De usu autem huius calculi in Geometria linearum
curvarum nihil adhuc affero, quod eo minus desiderabitur, cum in aliis operibus haec pars ita
copiose sit pertractata, ut adeo prima Calculi differentialis principia quasi ex Geometria sint petita
ad hancque scientiam, cum vix satis essent evoluta, summa cura applicata. Hic autem omnia ita
intra Analyseos purae limites continentur, ut ne ulla quidem figura opus fuerit ad omnia huius
calculi praecepta explicanda”. L. E u | e r, Opera omnia, ser. I: Opera mathematica, t. X, Berlin
1911, s. 9. Podobne tendencje daty si¢ tez zauwazy¢é w pracy Fontenelle’a Elementy geometrii
nieskoriczonosci (Elémens de la géométrie de l’infini, Paris 1727). Obszerna analiz¢ tej ostatniej
pracy mozna znalez¢ w artykule M. B 1 a 'y, Du fondement du calcul différentiel au fondement
de le science du mouvement dans Elémens de la géometrie de I'infini de Fontenele, w: H. J.
H e s s, Der Ausbau des Calculus durch Leibniz und die Briider Bernoulli, F. Nagel (eds.),
Stuttgart 1989 s. 99-122, Steiner Verlag Wiesbaden.
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statych!?. Zmienng rozumie za$ jako element zbioru liczb rzeczywistych lub
urojonych, co pozwala mu na jednakowe traktowanie funkcji zmiennej rzeczy-
wistej 1 zespolonej. Nastepnie Euler przystgpuje do systematycznego wyktadu
teorii funkcji elementarnych w czysto analitycznej postaci. Po raz pierwszy
znajdujemy tutaj wyrazng definicj¢ funkcji logarytmicznej jako funkcji odwrot-
nej do wyktadniczej. Przy tej okazji otrzymuje rozwinigcie w szereg potegowy
funkcji wykladniczej, a w szczegélnym wypadku tego rozwinigcia otrzymuje
liczbe e i oblicza ja z doktadnoscia do 24 miejsc po przecinku!®.

Kolejnym osiagnigciem Eulera byto zdefiniowanie funkcji trygonometrycz-
nych sin i cos oraz powiazanie ich z funkcja wyktadnicza zmiennej zespolonej.
W przeciwienistwie do R. Cotesa, ktdéry pierwszy wprowadzit to twierdzenie, ale
w postaci geometrycznej Euler formuluje je czysto analitycznie i wiaze z po-
zostalymi elementami teorii funkcji. W pierwszej cze$ci Rachunku rozniczkowe-
go Euler przedstawia szczegdélowe algorytmy rézniczkowe stosujac symbolike,
ktéra w niczym nie odbiega od wspdiczesnej. Druga cze$é tej pracy zawiera
zastosowania rachunku rézniczkowego do teorii szeregéw nieskonczonych,
réwnan algebraicznych i przestgpnych oraz teorii ekstreméw. Wiasnie w kon-

12 Functio quantitatis est expressio analytica quamodocunque composita ex illa quantitate
variabilis et numeris seu quantitatibus constantibus”. L. E u 1 e r, Introductio in analysin infini-
torum, Lipsiae—Berolini 1748, s. 18. Stosunkowo niedawno ukazato si¢ thumaczenie tej waznej pra-
cy na jezyk angielski: L. E u l e r, Introduction to analysis of the infinite, t. 1. (trans. J. D.
Blanton), New York 1988. Springer—Verlag. Euler postugiwal sie waskim i szerokim pojeciem
funkcji. We Wstepie do analizy nieskoriczonosci zastosowal waskie pojecie funkcji, ale juz w
Metodzie znajdowania linii krzywych postugiwat si¢ szerokim pojeciem funkcji obejmujacych takze
przypadki funkcjonatu. Na poczatku drugiego tomu Wstepu do analizy nieskoriczonosci dzielit
funkcje na ciagle (,,continuae”), nieciagte (,,discontinuae”) i mieszane (,,mixtae”). Terminologia
ta jest specyficzna dla Eulera, gdyz ciaglo$¢ funkcji utozsamia on z mozliwos$cia jej przedstawie-
nia w calej dziedzinie za pomoca jednego wyrazenia analitycznego. Z czasem Euler zrewidowat
swoje stanowisko rozszerzajac zarazem zakres pojecia funkcji. Na poczatku pierwszej czesci
Rachunku rozniczkowego pisze: ,,Gdy pewne ilosci zaleza od innych w taki sposéb, ze przy
zmianie tych ostatnich one same ulegaja tez zmianie, to pierwsze nazywamy funkcjami drugich”.
»EX iis, quae in libro superiori de quantitatibus variabilibus atque functionibus sunt exposita,
perspicuum est, prout quantitatis variabilis actu variatur, ita omnes eius functiones variationem
pati”. (Opera, 1-10, s. 4). Por. takze J. D h o m b r e s, Un texte d’Euler sur les fonctions con-
tinues et les fonctions discontinues: Véritable programme d’organisation de ’analyse au 18-e
siecle, ,,Cahiers du Séminar d’Histoire des Mathématiques”, 9(1988), s. 24-97.

13 Po raz pierwszy liczbe e jako granice ciagu (1 + in)" wprowadzit Dlaniel Bernoulli w liscie
do Golbacha z 30 stycznia 1729r. Byla to warto$¢, dla ktérej funkcja (x)x osiaga maksimum. W
oznaczeniach Bernoulliego wygladato to nastgpujaco x = (A + TIA‘)A , gdzie A = co. Zar6wno u

Bernoulliego, jak i u Eulera daje si¢ zauwazy¢ przy tej okazji brak nalezytej ostrozno$ci przy
postugiwaniu si¢ formalizmem zaktadajacym operacje infinityzymalne. Por. P. N. F u s s, Corres-
pondance mathématique et physique de quelques célebres géomeétres du XVIII® siecle, St. Péters-
bourg 1843, t. 11, s. 246-247.
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tek$cie omawiania zastosowar rachunku rézniczkowego w teorii szeregéw nie-
skonczonych, w szeg6lnosci za$ do przedstawiania funkcji za pomocg ich roz-
winigé w nieskoniczone szeregi potggowe przejawia si¢ formalistyczna orientacja
Eulera. Brak badania warunkéw zbieznoS$ci byl powszechny w tym czasie, kry-
teria zbieznoSci szeregdw nie byly jeszcze dostatecznie opracowane i dopiero
prace Lagrange’a, Cauchy’ego i Abela przyniosty zadowalajacy poziom $cisto-
$ci, ale Euler posuwa si¢ dalej — operuje szeregami potggowymi poza przedzia-
fem zbieznosci, co w praktyce prowadzidosumowania szeregow
rozbieznych Tymsamym szerzej rozumie pojgcie sumy szer e-
gu nieskonczonego. Matematycy tej epoki rozumieli je gtéwnie
jako granicg sum czg$ciowych szeregu, on natomiast pojmowatl sume¢ s z e-
r e g u jako skoriczone wyrazenie analityczne, z ktérego rozwinigcia otrzymuje
si¢ ten szereg.

Wyjasnia to szczegétowo w III rozdziale pierwszej czesci Rachunku rézniczko-
wego na przyktadzie szeregu Tx

Argumentujac na rzecz swojego stanowiska, powotuje si¢ na heurystyczna
ptodnos¢ takiego uogdlnienia, na praktyczne korzysci, jakie przynosi w posred-
nich krokach rozumowania, tzn. w procedurach dowodowych oraz wskazuje na
fakt, ze uogdlniona definicja w wypadku szeregu zbieznego przechodzi w wez-
sze rozumienie pojgcia suma szeregu nieskonczonego.
Sprzyjalo to poszerzeniu mozliwo$ci operowania szeregami nieskoficzonymi, a
w efekcie umacniato stanowisko algorytmiczno — algebraiczne. Wielki autorytet
naukowy Eulera tym samym w sposOb zasadniczy zawazyl na utrwaleniu i
rozpropagowaniu omawianych tendencji.

W pierwszym tomie Rachunku catkowego podaje algorytmy catkowania
funkcji jednej zmiennej i rdwnan rézniczkowych zwyczajnych rzedu drugiego.
W drugim tomie podaje stosowny algorytm w wypadku réwnan rézniczkowych
wyzszych rzgdéw, a w trzecim omawia rownania rézniczkowe czastkowe. Row-
niez i tutaj Euler podkre§la swoje operacjonistyczne stanowisko, konsekwentnie
eliminujac rolg geometrii poprzez rozwdj symboliki analitycznej i algorytméw
catkowych, pozwalajacych rozwigzywac wiele zada na kwadratury, kubatury
czy znajdowanie Srodkow cigzkosSci za pomoca aparatu analitycznego. Na grun-
cie formalizmu analitycznego ukazywata si¢ wewngtrzna jedno$¢ geometrii i
arytmetyki, a przez to i catej matematyki. Heurystyczna ptodno$§é nowego for-
malizmu byta tym czynnikiem, ktéry dodatkowo umocnil wiar¢ matematykéw
w skuteczno$¢ procedury algorytmizacji metod rachunku rézniczkowego i catko-
wego i spowodowat przeniesienie tych tendencji na nowo odkryte obszary mate-
matycznych badan, w szczegdlnosci za$ do teorii izoperymetrow. Dzieta tego
dokonat w znacznej mierze sam Euler. Poprzedzity je jednak wieloletnie wysit-
ki, majace na celu wyodrgbnienie problematyki izoperymetréw a nastgpnie
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usamodzielnienie tej dyscypliny matematycznej przez nadanie jej charakterys-
tycznej notacji i metod rozwigzywania specyficznych dla niej zagadnien.

THE NEW IDEAS IN XVII-TH AND XVIII-TH CENTURY MATHEMATICS

Summary

The seventeeth-century method of analysis directed its attention toward a domain of well-
defined class of problems, such as the construction of tangents to curves, the finding of maxima
and minima, and the computation of quadrature. It aimed to treat those problems by means of
symbolic algebra. The analytic geometry of Fermat and Descartes, and an even more works of
Newton, Leibniz and Euler, enhanced the possibility of treating the questions, not as individual
problems for each curve, but by means of general method which would apply to all curves of a
certain type. Classification into types would be undertaken by considering the algebraic form of
the equation of the curve. It might then be hoped that by a process of refinement these algorithms
could be combined to form an even more general solution.

D’Alembert, Euler, and Lagrange insisted that appeals to geometry and mechanics do not
belong in a proper treatment of analysis. Their reasons for repudiating geometrical and mechanical
arguments for general results in calculus originated in adopting a general philosophical picture of
proper structure of the sciences. From this point of view deriving theorems of general sciences
(analysis) from principles of special sciences (mechanics) is an intolerable offence against correct
method. My aim is not to rehearse the familiar account of the historical development of the
calculus, but rather to cast light on the relations among such concepts of the philosophy of nature
as space, time and motion and new analytical method, relations which have not previously been
sufficiently explicated.



