ROCZNIKI FILOZOFICZNE
Tom XLIII, zeszyt 1 — 1995

BOZENA CZERNECKA
Lublin

O ZWIAZKACH MIEDZY UPROSZCZONA SEMANTYKA S. KRIPKEGO
DLA SYSTEMOW LOGIKI MODALNEJ
A UJECIEM ALGEBRAICZNYM SYNTAKTYKI TYCH SYSTEMOW
I ICH SEMANTYKI

W czesci pierwszej niniejszego artykutu zostanie zaprezentowana syntaktyka
najwazniejszych wspétczesnych systeméw modalnej logiki zdai. Przedstawi sig
ja w dwéch wersjach: typowej i algebraicznej. O ile charakterystyka teorii mo-
dalnych metoda aksjomatyczna jest szeroko eksploatowana, o tyle algebraiczne
ujecie modalnosci jest — przynajmniej na gruncie polskim — prawie w ogdle nie
znane.

W zwiazku z pierwsza metodg wspomni si¢ najpierw o genezie logik modal-
nych, wiazac ja z nazwiskiem C. 1. Lewisa, oraz przedstawi si¢ pokrdtce naj-
czeSciej omawiane w literaturze logicznej klasyfikacje pokaznej juz dzi$ liczby
rachunkéw modalnych. Odnos$nie do charakterystyki algebraicznej ustali si¢ re-
lacje miedzy algebra Boole’a a rachunkiem zdai, a nastgpnie migdzy T-algebra
a systemem T. Zaprezentuje si¢ takze twierdzenia ukazujace zwiazki migdzy
odno$nymi systemami aksjomatycznymi a strukturami algebraicznymi. Sformali-
zowany zostanie rowniez dowdd jednego z wazniejszych twierdzen syntaktycz-
nych, gloszacego, ze kazda T-algebra weryfikuje kazda tezg¢ systemu T.

Druga czg$¢ artykutu zostanie po§wigcona semantyce omawianych systemow
logiki modalnej. Zgodnie z rozpowszechnionym w literaturze logicznej sposo-
bem ujmowania tej kwestii przedstawi si¢ ja w wersji S. Kripkego. Nastepnie
skoreluje si¢ modele teoriomnogos$ciowe wystepujace w tej semantyce z odpo-
wiednimi modelami algebraicznymi. Otrzyma si¢ w rezultacie dwie wersje
formalnej definicji ogdélnej waznoSci (prawdziwosci) dla wyrazeii modalnych:
teoriomodelowa oraz algebraiczna.

Centralnym zamierzeniem trzeciej cz¢Sci pracy bedzie formalizacja dowodow
twierdzen algebraicznych dotyczacych petnoSci analizowanych systeméw.



72 BOZENA CZERNECKA

Wspétczesne badania w zakresie modalnych rachunkéw zdan' rozpoczynaja
sig¢ w drugim dzisigcioleciu XX wieku pracami C. I. Lewisa (1883-1964).
Niektérzy wprawdzie wskazuja na fakt, iz inspirowal si¢ on pomystami
H. McColla (koniec XIX wieku), niemniej u tego ostatniego nie wystgpuje
aksjomatyczne ujecie modalnos$ci, ktére jest znamienne dla wspétczesnej logiki
modalnej?. Twérca pierwszych aksjomatycznych systeméw modalnych byt do-
piero Lewis. Przedstawil je najpierw w pracy z 1918 roku A Survey of Symbolic
Logic, a nastgpnie w monografii Symbolic Logic z 1932 roku, napisanej wspol-
nie z C. H. Langfordem. Konstruowatl on swoje systemy z myS$la uniknigcia
tzw. paradokséw materialnej implikacji, na ktore natrafit w Principia Mathema-
tica B. Russella i A. Whiteheada, niewtasciwie odczytujac implikacje ,,poq”
jako ,,z p wynika ¢”.

Lewisowska koncepcja $cistej implikacji miata by¢ zatem teoria wynikania,
a nie — jak si¢ pézniej okazalo — rachunkiem zdan modalnych. Zamierzal on
bowiem zbudowaé system, w ktérym wystapi implikacja mocniejsza od mate-
rialnej, lepiej odpowiadajaca stosunkowi wynikania rozumianemu potocznie?.
W tym celu wprowadzit do systemu dodatkowy funktor — funktor tzw. $cislej
implikacji, do ktérego zdefiniowania uzyt terminu modalnego. Dzigki tej
okolicznos$ci, tj. dzigki pojawieniu si¢ funktora modalnego, systemy S$cistej
implikacji Lewisa ugruntowaty swa wazng pozycje w logice wspdtczesnej —
okazato sig, iz moga by¢ one skutecznie wykorzystane do analizy aletycznych
modalnosci de dicto.

! Skonstruowane zostaty réwniez modalne rachunki ze zmiennymi indywidualnymi wiazanymi
kwantyfikatorami, a takze rachunki ze znakiem identycznoSci.

2Por. G.E.Hu ghes, M.J.Cresswell, An Introduction to Modal Logic, London
1974, s. 213-214.

3 Ten spos6b czytania materialnej implikacji prowadzi do paradoksalnych konsekwencji, np.
do nastepujacych twierdzen niezgodnych ze zwyktym znaczeniem terminu ,,wynikanie”: (t;) zdanie
prawdziwe wynika z dowolnego zdania /p>(q>Dp)/, (t,) ze zdania falszywego wynika dowolne
zdanie /~p>(p>q)/, (t;) dla dwéch dowolnych zdaf jest prawda, iz badZ pierwsze wynika z dru-
giego, badZ drugie wynika z pierwszego /(pDq)v(q>Dp)/. Prawidlowym podstawieniem tego ostat-
niego prawa dwuwarto§ciowej logiki zdad moze by¢ np. zdanie: ,,(Jesli Jan niczego nie ukradi,
to Jan jest zlodziejem) lub (jesli Jan jest ztodziejem, to Jan niczego nie ukradl)”, ktére wydaje
si¢ by¢ w oczywisty sposob falszywe. Zob. W. P o gorzels ki, Elementarny stownik logiki
formalnej, Biatystok 1992, s. 365.

4 L. Borkowski zauwaza, iz system Lewisa powstat w czasach, gdy na ogét nie odrézniano
logiki od metalogiki i nie zdawano sobie sprawy z tego, ze pojecie wynikania czy wyprowa-
dzalno$ci mozna zdefiniowaé metalogicznie, nie wprowadzajac do tego celu innej implikacji niz
materialna. Zob. L. B or k o w s k i, Uwagi o okresie warunkowym oraz implikacji materialnej
i Scistej, [w:] Studia logiczne, Lublin 1990, s. 339.
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Systemy zbudowane przez Lewisa metoda aksjomatyczng znane sa w literatu-
rze jako systemy S1, S2, S3, S4, S5° (,S” od strict implication). Kazdy na-
stepny z nich jest rozszerzeniem poprzedniego. W systemach $cistej implikacji
(juz w S1) mozna zdefiniowaé (za pomocg funktoréw negacji i koniunkcji, kto-
re Lewis przyjmuje jako pierwotne) funktor implikacji materialnej, otrzymujac
w konsekwencji, jako fragment tych systeméw, alternatywno-negacyjny rachu-
nek zdan Russella-Whiteheada. Ta okoliczno$¢ pozwolita nastgpnie budowacd
systemy modalne jako nadbudowane nad klasycznym rachunkiem zdan przez
dotaczenie nowych terminéw, aksjomatéw i regut. Jako pierwszy zwrdcit na nig
uwage K. Godel, ktéry w 1933 roku podal aksjomatyke dla S4 i S5, dodajac
do terminéw pierwotnych implikacyjno-negacyjnego rachunku zdan funktor ko-
S1-S4 uczynit to E. J. Lemmon w 1957 roku®. Metoda Godla jest obecnie naj-
bardziej eksploatowang metoda przy konstrukcji nowych systeméw modalnych.
Opierajac si¢ na niej R. Feys w 1937 roku zbudowal wazny (jak si¢ pdzniej
okazato) z pewnego punktu widzenia system T. System ten jest réwnowazny’
systemowi M G. H. von Wrighta, przedstawionemu w ksiazce An Essay in
Modal Logic z 1951 roku. Dowdd réwnowaznosci tych systeméw podat B. So-
bociiski w 1953 roku. System modalny T jest bliski rachunkom modalnym
Lewisa, jako ze jest zawarty w S4, zawiera S2, ale nie pokrywa si¢ z S3.

Na przestrzeni kilkudziesigciu ostatnich lat tworzy si¢ i bada réwniez inne
aksjomatyczne systemy modalne, konstruuje nowe aksjomatyki dla istniejacych
juz logik, rozszerza si¢ te logiki na rézne sposoby, a takze uprawia analizy
poréwnawcze rozmaitych logik modalnych (ustala si¢ stosunki zawierania sig¢
i krzyzowania migedzy nimi). Dlatego w obecnej sytuacji (wspétistnienia wielu
réznych rachunkéw) rodzi si¢ zapotrzebowanie na jaka$ typologi¢ wszystkich
logik modalnych. Problematyke te cze$ciowo podejmuja m.in. G. E. Hughes i
M. J. Cresswell, A. N. Prior, E. J. Lemmon, R. Feys, a z autoréw polskich
L. Gumanski, W. Pogorzelski, W. Marciszewski.

I tak Gumarnski (idac za pewnymi sugestiami Hughesa i Cresswella) dzieli
wszystkie logiki modalne na standardowe i niestandardowe. Kryterium podziatu
stanowi spetnienie (lub niespetnienie) nastgpujacych warunkéw: 1) tezami teorii

sq m.in.: ~L~po>Mp, ~M~p>Lp, (p=<q)=L(p>q)., (p=q)=((p=<q)A(q=<p)), Lp>op,

5 Niektérzy zauwazaja, iz faktycznie Lewis byt twérca dwéch sposréd nich: S2 i S3. Zob.
np.M.Porebska, W.S uc h o n, Elementarne wprowadzenie w logike formalnq, Warszawa
1991, s. 153.

®Por. L. Borkowsk i, Logika formalna, Lublin 1970, s. 262.

7 Dwa systemy sa dedukcyjnie réwnowazne (krécej: réwnowazne) wtedy i tylko wtedy, gdy
(w.t.w.) zawieraja dokladnie te same tezy (czyli zawieraja si¢ wzajemnie). Dla pewnych celow
systemy réwnowazne traktuje si¢ jako ten sam system (tak tez bedzie w niniejszym artykule).
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L(poq)>(LpoLq), gdzie ,,.L” i ,,M” reprezentuja odpowiednio funktory koniecz-

nosci i mozliwosci, ,,0” i ,,<” — funktory materialnej i $cistej implikacji, ,,="

i,="— funktory materialnej i §cistej réwnowaznosci, ,,A” — funktor koniunkcji;

2) nie jest teza: poLp; 3) obowiazuja reguty: podstawiania (RP), odrywania o
Fa o P

schemacie: :oci (RO), ostabiona reguta koniecznoSciowania o schema-

B

oy

+ Lo

cie:

Kazda logika modalna spelniajagca warunki 1) — 3) zwie si¢ standardowa,
pozostate — niestandardowymi.

Logiki standardowe dziela si¢ dalej na regularne i nieregularne. Pierwsze
maja nastepujaca wlasno$é: zastapienie Scistych implikacji postaci o< réwno-
waznymi wyrazeniami L(a>f) oraz zastapienie $cistych réwnowaznosci o=
koniunkcjami postaci L(a>B)AL(PDa), a nastgpnie wykreSlenie wszystkich
funktoréw modalnych sprawia, ze kazda teza danej logiki przeksztalca si¢ w
teze¢ klasycznego rachunku zdan. Do regularnych logik modalnych nalezg m.in.
S1-S5, T, K1-K4 Sobocirniskiego, natomiast do nieregularnych: S6 M. J. Albana,
S7 i S8 S. Halldéna, S9 L. Aquista. Natomiast wsréd niestandardowych logik
aletycznych mozna wyrdzni¢ teorie wynikania (ang. entailment), rachunek
t-modalny J. Lukasiewicza, logike dyskusyjna S. JaSkowskiego, systemy
C1-C5, CT, S1°-85°, T,

Z kolei Hughes i Cresswell wybieraja systemy ich zdaniem najbardziej
znaczace (a zarazem najlepiej znane) i przedstawiaja je schematycznie:

8§ —— 84 ——— T

N

S3 ——— 82 S1 S0.5

(S5 — S4 znaczy, ze system S4 zawiera si¢ w systemie S5, relacja — jest
przechodnia)

SPor.L.Gumatski, Logika modalna, ,,Ruch Filozoficzny”, 2-3(1984), s. 169-171.
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Systemy na lewo od pionowej przerywanej linii majg skoficzong ilo§¢ réznych
modalnosci’, natomiast po prawej — nieskoriczona ich ilo§é. W systemach
powyzej poziomej przerywanej linii obowiazuje regula konieczno$ciowania
(nieograniczona) o schemacie: ';—Zoz . Reguta ta znana jest takze w literaturze

pod nazwg ,;reguta Godla” (RG) lub ,reguta generalizacji modalnej”. Systemy
ponizej tej linii maja ograniczona regule koniecznosciowania'®.

Logiki, w ktérych m.in. obowiazuje reguta Godla, zalicza si¢ do tzw.
normalnych logik modalnych. PodkreSla si¢ w literaturze logicznej ten moment,
iz stanowig one wazng grupe¢ logik. Warunkami koniecznymi stanowigcymi o
normalnosci jakiej$ logiki modalnej sa: 1) jezyk tej logiki zawiera co najmniej
jezyk klasycznej logiki zdaniowej, wzbogacony o formuly zbudowane przy
uzyciu funktora jednoargumentowego L; 2) wsrdd aksjomatéw znajduja sig
aksjomaty dwuwarto$ciowej logiki zdaniowej, a ponadto co najmniej nastg-
pujacy aksjomat: L(p>q)>(Lp>oLq), zwany monotonicznoscig L (lub rozdziel-
no$cig L wzgledem implikacji); 3) wsréd regut pierwotnych znajduja si¢: reguta
podstawiania (RP), reguta odrywania (RO) i reguta Godla (RG)'".

Najbardziej reprezentatywnymi przedstawicielami logik nalezacych do klasy
normalnych logik modalnych (a takze — biorac z nieco innego punktu widzenia
— do logik standardowych regularnych) sa systemy T, S4, S5. Lemmon uwaza
je (dodajac jeszcze SO.5) za jedyne godne uwagi, wyrdznione ze wszystkich
istniejacych systeméw modalnych pod wzgledem interpretacyjnym'2. Poza tym
sg to systemy najlepiej znane oraz najczg¢sciej dyskutowane w Srodowisku
logikéw. Z tych tez wzgleddw uwaga niniejszego artykutu koncentruje sie
gtéwnie wokét nich.

Funktory konieczno$ci i mozliwosci (L, M) wystgpujace w wyzej wymie-
nionych systemach nie sa oczywiscie funktorami prawdziwosciowymi. Ta oko-
liczno§¢ sprawia, iz budujac system modalny nie mozna postgpowal tak, jak
w przypadku logiki klasycznej, czyli nie mozna najpierw wyznaczaé zbioru
formut prawdziwych, a dopiero potem tak dobiera¢ aksjomaty i reguty, aby
zbior tez systemu pokrywat si¢ z owym zbiorem formut prawdziwych. Nalezy
tu zastosowaé procedur¢ odwrotna. Niektérzy autorzy poprzedzaja konstruo-
wanie systemu logiki modalnej odwotywaniem si¢ do pewnych intuicji, ktore

® Modalnoscia nazywa si¢ wyrazenie, ktére jest badz zmienna p, badz jest postaci F, .. Fp,
gdzie F; (i=1, 2, ..., n) jest funktorem koniecznosci lub mozliwosci lub negacji.

10 por, Hughes, Cresswell, dz. cyt, s. 256, 346; A. N. Prior, Time and
Modality, Oxford 1957, s. 123-124.

1 Porr Pogorzelski,dz. cyt,s.341; E.]J.Lemmon, G.P.Henderson,
Is There Only One Correct System of Modal Logic?, ,,The Aristotelian Society”, 33(1959), s. 30.

2por. Lemmon Henders o n, dz cyt., s. 31.
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dotycza zwiazkéw gtéwnie migdzy funktorami modalnymi lub migdzy funkto-
rami modalnymi i prawdziwoSciowymi. Nastgpnie owe intuicje sa przektadane
na odpowiednie aksjomaty i reguly systemu.

SYSTEM T

1. Symbole pierwotne
a) zmienne zdaniowe: p, q, T, ...
b) funktory — jednoargumentowe: ~ (znak negacji), L (znak konieczno$ci)
dwuargumentowy: v (znak alternatywy)
c) nawiasy
2. Reguly tworzenia wyrazefi ztozonych
a) pojedyncza zmienna zdaniowa jest wyrazeniem poprawnie zbudowanym
b) jesli o jest wyrazeniem poprawnie zbudowanym, to sa nimi takze ~o!
i Lol
c) jesli o i B sa wyrazeniami poprawnie zbudowanymi, to jest nim takze
rochW
3. Definicje
a) definicje funktoréw koniunkcji, materialnej implikacji i materialnej
rownowaznos$ci jak w klasycznym rachunku zdafn (krécej: KRZ), a wigc:

[Def Al TaaB! Zl~(~ov~B)!
[Def o] loop! 2l~ovp!
[Def =] lo=p'2 (aoP)A(Bo0)]

b) definicje funktoréw mozliwoSci, Scistej implikacji i Scistej rownowaz-
nosci:

[Def M] Mol 2/~L~a!

[Def <] lo<B'=L(0op)’
[Def =] lo=p' = (a<P)a(B<a)
4. Aksjomaty

a) aksjomaty alternatywno-implikacyjnego KRZ:
Al (pvp)=p
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A2 g>(pvaq)

A3 (pv@)>(qvp)

A4 (qor)>2((pvq)>(pvr))
b) aksjomaty specyficzne:
A5 Lpop

A6 L(poq)>(LpoLq)

5. Pierwotne reguty dowodzenia
a) reguly obowiazujace w KRZ:
Reguta podstawiania (RP) — wskazuje, ze jeSli o jest tezg systemu, to teza
jest réwniez kazde wyrazenie P, otrzymane przez podstawienie w o za
wszystkie réwnoksztattne zmienne zdaniowe tego samego wyrazenia.
Reguta odrywania (RO) — wskazuje, ze jezeli tezg systemu jest implikacja
(OCDBW i teza systemu jest wyrazenie o, to teza jest rOwniez wyrazenie J.

- laop!

Schematycznie:

b) regula osobliwa

Reguta Godla (RG) — wskazuje, ze jezeli o jest teza T, to teza T jest
réwniez Lot Schematycznie: %oﬂ

Dodajac do systemu T dodatkowy aksjomat: A7 LpoLLp, otrzymuje si¢
system S4. Natomiast system S5 zawiera T oraz aksjomat A8 Mp>LMp, glo-
szacy, ze cokolwiek jest mozliwe, to jest koniecznie mozliwe.

Zachodzi powigzanie pomigdzy logika a algebra abstrakcyjna, tj. ogélna teo-
rig struktur algebraicznych, takich jak grupy, kraty, algebry Boole’a. Alge-
braiczne podejScie do logiki pojawito si¢ w pracach G. Boole’a (1815-1864) po
raz pierwszy w pracy The Mathematical Analysis of Logic z 1847 roku, a
nastgpnie w obszerniejszym dziele An Investigation of the Laws of Thought, on
which Are Founded the Mathematical Theories of Logic and Probability z
1854 roku. O podejsciu algebraicznym do syntaktyki systemow logicznych
mowi si¢ wtedy, gdy systemy aksjomatyczne rozumiane sa jako pewne struktury
matematyczne (znane szeroko jako algebry Boole’a).

Najogélniej algebra (abstrakcyjna) jest uktadem zlozonym ze zbioru
przedmiotéw i operacji na tych przedmiotach — symbolicznie: A=(K,0,, ..., 0,).
Elementy zbioru K traktuje si¢ najczgsciej jako zbiory, a operacje jako sposoby



78 BOZENA CZERNECKA

konstrukcji nowych zbioréw ze zbioréw juz istniejacych!®. Algebra Boole’a
jest struktura (K,—,x), gdzie K jest dowolnym zbiorem elementéw, symbol ,—"
reprezentuje operator jednoargumentowy, symbol ,,x” reprezentuje operator
dwuargumentowy na elementach zbioru K. Ponadto K spetnia nastgpujace
warunki:

1.1 K zawiera co najmniej 2 elementy

1.2 Jesli a,beK (a,b sa elementami K), to —ae K i (axb)eK

1.3 Jesli a,beK, to (axb)=(bxa)'*

1.4 Jesli a,b,ce K, to ax(bxc)=(axb)xc

1.5 Dla kazdego a,beK, jesli istnieje ce K, takie, ze (ax—b)=(cx—c), to

(axb)=a

1.6 Dla kazdego a,b,ce K, jesli (axb)=a, to (ax—b)=(cx—c)"
W algebrze Boole’a przyjmuje si¢ ponizsze definicje:

[Def 0] 0= (ax—a)

[Def 1] 12-0

[Def +] (a+b) =—(—ax—b)

[Def ] (acb) Z(axb)=a
»—a~ nazywane jest ,negacja” lub ,,dopetnieniem” elementu a; operacja repre-
zentowana przez symbol ,,x” zwana jest czgsto ,,mnozeniem”, za$ (axb) — ,,ilo-
czynem” lub ,,przecigciem” elementdw a i b; operacj¢ reprezentowana przez ,,+
zwie si¢ ,,dodawaniem”, a(a+b) — ,,suma” lub ,,potaczeniem” elementéw a i b;
achb odczytuje si¢ jako ,,a jest zawarte w b”. Symbol ,,0” oznacza zbiér pusty,
natomiast ,,1” — zbidér uniwersalny, tj. zbiér zawierajacy wszystkie elementy K
(czyli 1 denotuje to, co de Morgan okreslit jako uniwersum dyskursu)'®.

Z uwagi na fakt, iz zbiér K moze zawiera¢ dowolna ilo$¢ elementéw
(wigksza niz 1), istnieje nieskoriczenie wiele algebr Boole’a. Jezeli liczba
elementdw K jest skoficzona, wowczas algebre (K,—,x) nazywa si¢ skornczona
algebrg Boole’a, w przeciwnym razie — algebra nieskoriczona. Orzekajac o

B Por. H.R asiowa, Wstgp do matematyki wspétczesnej, Warszawa 1984, s. 256.

14 a=b” znaczy, ze a i b sa tymi samymi elementami algebry.

'S Warunki te pochodza z pracy R. Stolla pt. Sets, Logic and Axiomatic Theories (San Fran-
cisco-London 1961, s. 176-177), ktéry z kolei czerpie je od E. V. Huntingtona (1904). Inne
aksjomatyki podaja m.in. A. Mostowski (Logika matematyczna, Warszawa—Wroctaw 1948, s. 103),
H. Rasiowa (Wstep do logiki matematycznej i teorii mnogosci, Wroctaw—Warszawa—Krakow 1966,
s. 63). W literaturze logicznej znanych jest kilka réwnowaznych zbioréw postulatéw. Studium na
ten temat przeprowadza C. Lejewski (Studies in the Axiomatic Foundations of Boolean Algebra,
,Notre Dame Journal of Formal Logic”, 1(1960), s. 23-27 i 91-106).

16 Rozpowszechnione sa réwniez inne alternatywne notacje: zamiast axb mozna pisaé alb,
a-b lub ab; zamiast a+b — aUb; zamiast -a-a, “a lub a’; zamiast acb — acb lub a<b; zamiast
0 -7, Alub &; zamiast 1 — V.
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jakim§ wyrazeniu, ze jest twierdzeniem algebry Boole’a, ma si¢ na mysli to, ze
jest ono twierdzeniem kazdej algebry Boole’a, niezaleznie od liczby elementow.
Oto przyktady wybranych twierdzen algebry Boole’a:

Bl
B2
B3
B4
B5
B6
B7
B8
B9
B10
Bl1
B12
B13
B14
B15
Bl16
B17
B18
B19
B20

a=—-a
—(—ax-b)=a+b

—(—a+-b)=axb

—ax—b=—(a+b)

—a+—b=—(axb)

—a+b=1 w.t.w. acb

—a+a=1

axa=a

a+ta=a

-1=0

O+a=a

acl

(a+-b)x(b+—-a)=1 w.t.w. a=b
(axb)ca

ac(a+b)

(axb)+c=(a+c)x(b+c)

(atb)cc w.t.w acc i bce

Jesli acb i bce, to acc

Jesli acb i1 bca, to a=b

Jesli ach i ccd, to (a+c)c(b+d)!’

W skoniczonej algebrze Boole’a mozna zdefiniowaé atom w nastgpujacy
spos6b: Jesli ae K, to a jest atomem w.t.w. (1) a#0 i (ii) dla kazdego beK, jesli
bca, to b=a lub b=0. Latwo zauwazy¢, ze jezeli elementy algebry traktuje si¢
jako zbiory, to atomy sg zbiorami jednostkowymi. W kazdej skoniczonej alge-
brze Boole’a (K,—x) istnieje skoriczony zbiér {al,..., a"} sktadajacy si¢ z
wszystkich atoméw K. Ponadto obowiazuja ponizsze twierdzenia:

B21

B22
B23

B24

Kazdy rézny od 0 element zbioru K jest suma jedynego w swoim
rodzaju, okreslonego zbioru atoméw.

(@' +..+ a"=1, gdzie a', ..., a" sa wszystkimi atomami K.

Dla kazdego a,beK, jeSli b jest suma wszystkich atoméw
zawartych w a, to a=b.

Jedli n jest liczbg atoméw w K, to liczba elementéw w K wynosi
2",

TPorrHughes Cresswell, dz cyt,s. 313. Dowody powyzszych twierdzen podaja
H. Rasiowa i R. Sikorski (The Mathematics of Metamathematics, Warszawa 1963).
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Bazujac na dotychczasowych analizach mozna ustali¢ relacje¢ pomigdzy
algebrg Boole’a a rachunkiem zdan. Czyni si¢ to w spos6b nastgpujacy. Kazdej
zmiennej zdaniowej wystepujacej w poprawnie zbudowanym wyrazeniu rachun-
ku zdan przyporzadkowuje si¢ jaki§ element zbioru K. I tak np. przyporzad-
kowanie zmiennej p elementu a zapisuje si¢ jako V(p)=a. Poniewaz kazde
wyrazenie klasycznego rachunku zdan moze by¢ zapisane wytacznie za pomoca
funktoréw negacji i koniunkcji, przyporzadkowanie moze przebiega¢ wedtug
regut:

R1  Jedli V(a)=a, to V(~0)=-a

R2  Jesli V(a)=a i V(B)=b, to V(aaP)=axb
Wygodnie jest postugiwaé sig¢ réwniez regula przyporzadkowania dla
alternatywy:

R3  Jesli V(a)=a i V(B)=b, to V(avp)=a+b

Algebra (K,—,x) weryfikuje poprawnie zbudowane wyrazenie o w.t.w. dla
kazdego przyporzadkowania elementow zbioru K, zmiennym zdaniowym w o,
V(o)=1. Algebra (K,—x) falsyfikuje o w.t.w. istnieje jakie§ przyporzad-
kowanie elementéw K zmiennym w «, takie, ze V(o)#1. Mozna dowie$¢ ponad-
to twierdzenia, ze poprawnie zbudowane wyrazenie KRZ jest prawdziwe w.t.w.
jest weryfikowane przez kazda algebre Boole’a'®.

Jednakze azeby moéc ustali¢ jedno-jednoznaczna odpowiednio$¢ migdzy
modalnymi systemami aksjomatycznymi a strukturami algebraicznymi, nalezy
powigkszy¢ algebre Boole’a dodajac nowy operator. Bedzie nim jednoargu-
mentowy operator, symbolizowany przez ,,*”, ktérego charakterystyke stanowia
ponizsze postulaty:

2.1 Jesli aeK, to xaecK

2.2 Jedli aeK, to acxa

2.3 Jesli a,beK, to *(a+b)=(*a+x*b)

2.4 x0=0

3.1 Jesli aeK, to *a=x*=*a

3.2 Jesli aeK, to *a=1, o ile a#0
Algebre spelniajaca warunki 1.1-2.4 nazywa si¢ T-algebra'®. Algebre
spelniajaca ponadto warunek 3.1 zwie si¢ S4-algebra, algebrg zas$ spetniajaca
warunek 3.2 zamiast 3.1 (i oczywiScie warunki 1.1-2.4) — S5-algebrg. Czegsto

BPor. Hughes, Cresswell dz cyt, s 314-315. Okazuje sie, iz mozna dowies§¢
jeszcze bardziej Scistego twierdzenia postaci: Poprawnie zbudowane wyrazenie klasycznego ra-
chunku zdan jest prawdziwe w.t.w. jest weryfikowane w dwuelementowej algebrze Boole’a —
takiej, w ktorej K={1,0}.

19 Podobnie, aczkolwiek uzywajac innej symboliki, definiuje T-algebre (extension algebra)
Lemmon. Zob. E. J. L e m m o n, An Extension Algebra and the Modal System T, ,Notre Dame
Journal of Formal Logic”, 1(1960), s. 3.
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w literaturze logicznej T-algebry nazywa si¢ algebrami rozszerzenia (extension
algebra), a S4-algebry — algebrami domkniecia (closure algebra)®.

Algebraiczng interpretacje systemu T mozna ustali¢ w sposéb analogiczny
jak dla klasycznego rachunku zdan. Wspomniano juz wcze$niej, ze system T
jest rtbwnowazny systemowi M G. H. von Wrighta. Aksjomaty systemu M s3
nastgpujace:

Al-A4 z KRZ

A57 pOMp

A6~ M(pvq)=MpvMq
Reguty pierwotne: reguta podstawiania (RP), reguta odrywania (RO), reguta
Godla (RG) oraz reguta ,mozliwosci dla réwnowaznos$ci” (RM =) o sche-
macie: ‘lr%

F Mo =M

Definicja: [Def L] Lo 2/~-M~al!

W celu wykazania réwnowaznosci systeméw T i M nalezy dowies¢, iz za-
wierajq si¢ one wzajemnie, a wigc Twl McT i Tw2 TcM.
Twl. System T zawiera w sobie system M (McT).
Dowdéd:
1°  Aksjomaty systemu M sa tezami systemu T>!,
2°  Reguty pierwotne: RP, RO i RG s3a regutami pierwotnymi systemu T.

Dowéd reguty RM= na gruncie systemu T.

1. ra=f =z
2. radf  OE: 1
3. FBDG OE: 1 | I
) .- o>pP
: S YT
4. -MooM§P 2, reguta wtérna T o schemacie - Mo - Mp
5. tMBoMo 3, reguta wtérna T
rMo=M[f 4,5

20 Termin ,,algebra domknigcia” wywodzi si¢ z aplikowalnosci S4-algebr do pewnych pro-
bleméw w topologii. Z uwagi na fakt, ze w topologii przestrzeii jest traktowana w terminach
zbior6w punktéw, algebraiczne ujgcia staja sig tam korzystne. Zob. J. McKinsey,
A. T ars ki, The Algebra of Topology, ,,Annals of Mathematics”, 45(1944), s. 141-191.

2l Dla przyktadu dowéd A5” poMp na gruncie T przebiega nastgpujaco:

1. Lpop AS

2. L~po~p 1, RP

3. ~~po~L~p 2, KRZ (prawo transpozycji)
4. po~~p KRZ

5. po~L~p 4, 3, KRZ (prawo sylogizmu)
p>Mp 5, def M

Analogicznie dowodzi sig A6” M(pvq)=MpvMq.
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3°  Dowdd definicji  funktora koniecznoS$ci Lo!2l~M~a! na gruncie

systemu T:
1. Lp=~M~p twierdzenie systemu T2
2. +(LaE~M~al) 1
3. 1B z.
4. +B(La//~M~a) 2, 3, REq (regula ekstensjonalno$ci dla réwno-
waznosci)
5. HB(~M~a//Lav) 2, 3, REq
'La=l~-M~a! 4,5
Tw2. System M zawiera w sobie system T (TcM).
Dowdd:

1°  Aksjomaty systemu T s3 tezami systemu M%,

2°  Zbiér regul pierwotnych systemu M zawiera w sobie zbiér regut
pierwotnych T.

30 IMal#l~L~a!

Dowdéd:

1. Mp=~L~p twierdzenie systemu M
2. +(Ma =l~L~a) 1

3. 1B z.

4. -p(Ma//~L~a) 2, 3, REq

5. HB(~L~a//Mav) 2, 3, REq
Mol=/~L~a! 4,5

Z uwagi na fakt, iz systemy T i M sg rébwnowazne — co wyzej pokazano —
mozna wykorzysta¢ do dalszych analiz ktérykolwiek z nich. Wygodnie jest
skorzysta¢ z systemu, w ktérym terminami pierwotnymi sa funktory negacji,
koniunkcji oraz mozliwo$ci (a wigc z systemu M). Mozna obecnie ustalié
relacje pomiedzy algebra Boole’a (K,—,x,*) a systemem T (M) analogicznie

22 Dowéd tego twierdzenia jest bardzo prosty:

1. p=~~p KRZ
2. Lp=~~Lp 1, RP
3. Lp=~~L~~p 2, 1 REq
Lp=~M~p 3, def M
2 Oto przyktad dowodu A5 Lpop na gruncie systemu M:
1. poMp A57
2. ~p>M~p 1,RP
3. ~M~po~~p 2, KRZ (prawo transpozycji)
4. ~~pDp KRZ
5. ~M~p>op 3, 4, KRZ (prawo sylogizmu)
Lpop 5, def L

Podobnie dowodzi si¢ A6 L(poq)>(LpoLq).
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jak poprzednio. Nalezy w tym celu doda¢ do regut R1-R3 (dla KRZ) dodat-
kowa regule:
R4  Jesli V(o)=a, to V(Ma)=+*a
Na bazie powyzszych analiz mozna obecnie przej$¢ do prezentacji twierdzen
ukazujacych zwiazek migdzy systemami aksjomatycznymi a strukturami
algebraicznymi.
T1 Kazda T-algebra (K,—x,*) weryfikuje kazda teze systemu T.
Etapy dowodu T I:
1. Lemat 1. Wszystkie aksjomaty systemu T sg weryfikowane przez kazda
T-algebre.
2. Lemat 2. Wszystkie pierwotne reguty dowodzenia T zachowuja wilasnosé
weryfikowania przez kazda T-algebre (czyli wtasnos$¢ ta dziedziczy si¢ wraz z
regutami systemu).
Ad 1.
Dowdéd L1:
1) Aksjomaty Al-A4 jako aksjomaty KRZ sa weryfikowane w kazdej T-alge-
brze (K,—,x,*), gdyz sa weryfikowane w kazdej algebrze Boole’a (K,—,x),
a kazda algebra Boole’a zawiera si¢ w T-algebrze.
2) a) Dowolna T-algebra weryfikuje A5~ p>Mp.

Dowdd:

1. aeK Z.

2.V(p) =a Z.

3. V(poMp)#1 z.d.n.

4. (poMp)=(~pvMp) KRZ

5. V(~pvMp)#1 4, 3, REq

6. V(~pvMp)=—a++*a R1,R3, R4, 1, 2

7. —a+*azl 6, 5, REi (reguta ekstensjonalno$ci dla iden-
tycznosci)

8. —a+b=1 w.t.w. acb B6

9. —a+b#1 w.t.w. agb 8, KRZ

10. —a++*a#1 w.t.w. az *a 9, RP

11. ag—=*a 10, 7

12. ac*a war. 2.2 dla T-algebry, 1

sprzecznos¢: 11, 12
b) Dowolna T-algebra weryfikuje A6”~ M(pvq)=(MpvMq).
Dowdéd:

1. a,be K Z.
2. V(p)=an V(q)=b Z.
3. VIM(pvq)=(MpvMq))#1 z.d.n.

4. [M(pv@=(MpvMq)=[~M(pvq)v(MpvMq@)IA[M(pvq)v~(MpvMq)] KRZ
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5. VI(-M(pvq)v(MpvMg)A(M(pvq)v~(MpvMq))]#1 4, 3, REq

6. [—*(atb)+(*a+*b)]x[*(a+b)+(—(*a+*b)]#1 5, R1-R4, 1, 2

7. *(a+b)=*a+x*b war.2.3 dla T-al-
gebry, 1

8. [—(*a+*b)+(*a+*b)]x[(*a+*b)+(—(*a+*b)]#1 6, 7

9. —a+a=1 B7

10. 1x1#1 8,9

11. axa=a B8

12. 1x1=1 11, RP

sprzeczno$é: 10, 12

Ad 2.
Dowéd L2:

1)

2)

Reguta podstawiania zachowuje wtasno$¢ bycia weryfikowanym przez kazda
T-algebre.

Dowdéd:

Zakladajac, ze wyrazenie o jest weryfikowane przez kazda T-algebre, trzeba
przyjaé, ze V(a)=1 dla kazdego przyporzadkowania dowolnej zmiennej w
o dowolnego elementu zbioru K. Skoro wigc dowolnemu wyrazeniu o przy-
porzadkowany jest jaki$ element zbioru K, to po podstawieniu wyrazenia 3
za zmienna, np. p, w wyrazeniu o uzyska si¢ V(au(B/p))=1. A zatem RP za-
chowuje witasnos¢ weryfikowalnosci w kazdej T-algebrze.

Reguta odrywania

Zakladajac, ze wyrazenie o oraz implikacja rODBﬁ sa weryfikowane przez
kazda T-algebre, nalezy udowodnié, ze wyrazenie P tez jest weryfikowane
przez kazda T-algebre.

Dowdd:

1. a,beK z

2. V(ow=aAaV(B)=b z

3. V(o)=1 Z.

4. V(aoP)=1 Z.

5. V(~avp)=1 4, KRZ, REq

6. —a+b=1 5, R1, R3, 1, 2,
REi

7. a=1 2, 3, REi

8. —1+b=1 6, 7, REi

9. -1=0 B10

10. O+b=1 8, 9, REi

11. O+b=b Bl11

12. b=1 10, 11, REi
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V(p)=1 12, 2, REi
3) Regutla Godla
Zakladajac, ze V(a)=1, nalezy dowies¢, ze V(La)=1.

Dowdd:

1. aeK zZ.

2. V(a)=a Z.

3. V(o)=1 z.

4. La=~M~a def L

5. V(~M~o)=—*-a R1,R4, 1,2

6. a=1 2, 3, REi

7. -1=0 B10

8. x0=0 war. 2.4 dla T-
algebry

9. —-0=1 B10~

V(Lo)=1 4,5,6,7,8,9

4) Reguta ,,mozliwosci dla réwnowaznosci”
Zaktadajac, ze V(0=P)=1, nalezy dowiesé, ze VIMa=Mp)=1.
Dowad:

1. a,be K Z.

2. V(ow)=aAaV(B)=b z.

3. V(o=p)=1 z.

4. V((~ovPB)a(owv~B))=1 3, KRZ, REq

5. (—a+b)x(a+-b)=1 4, R1, R2, R3, 1,
2

6. (—a+b)x(a+-b)=1 w.t.w. a=b B13

7. a=b 6, 5, ROy (reguta
odrywania dla
réwnowaznosci)

8. *a=x*b 7

9. (—*a+x*b)x(*a+—x*b)=1 8, B13

10. V((-MavMB)AMav~Mp))=1 9, R1-R4

Ma= MB)=1 10, KRZ, REq

Zostalo udowodnione twierdzenie gloszace, ze kazda T-algebra weryfikuje
kazdg teze systemu T. Ale juz teraz warto zauwazy¢, ze istnieje wiele algebr,
ktére weryfikuja wszystkie tezy T, a ponadto wyrazenia, ktére nie sa tezami T.
Algebre, ktéra weryfikuje wszystkie i wytacznie te wyrazenia, ktére sg tezami
T, nazywa si¢ charakterystyczna T-algebra. O istnieniu takiej algebry méwi
T II
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T 1I Istnieje T-algebra, ktéra weryfikuje tylko i wylacznie tezy systemu T2,

Dla T-algebr mozna ponadto dowie$¢ nastgpujacych twierdzen:
T III Jesli dana jest T-algebra (K,—,x,*) i skoficzony podzbiér zbioru K
{a;, ..., a,}, to istnieje skoriczona T-algebra (K',—",x",*") taka, ze
(i) dla kazdego a; (1<i<n), a,eK”,
(ii) K zawiera co najwyzej 2% elementéw,
(iii) dla kazdego a,beK’, jesli —acK’, to —a=—"a
i jesli (axb)eK”, to (axb)=(ax’b)
ijesli xaeK’, to *a=*"a.

T IV Jesli o jest wyrazeniem poprawnie zbudowanym systemu T, to o jest
teza T w.t.w. o jest weryfikowana przez kazda T-algebre zawierajaca
CO najwyzej 2% elementéw?.

Powyzsze twierdzenia obowiazujg dla systeméw S4 i S5, ich dowody prze-
prowadza si¢ (z niewielkimi modyfikacjami) analogicznie jak dla T. Dla przy-
ktadu zostanie obecnie przedstawiony dowdd twierdzenia T I dla S4 1 SS.

T 1 Kazda S4-algebra (S5-algebra) weryfikuje kazda teze S4 (S5).

Poniewaz kazda S4-algebra (i oczywiscie S5-algebra) jest T-algebra, zatem
kazda teza T jest weryfikowana przez kazda S4-algebre (i S5-algebre). Ponadto
reguly systemu T sa tymi samymi regutami obowiazujacymi w S4 i S5. Wystar-
czy wigc udowodnié, ze S4-algebra (S5-algebra) weryfikuje aksjomat specy-
ficzny S4 (S5) réznicujacy ten system od systemu T. Znaczy to, ze nalezy
dowiesé, iz S4-algebra weryfikuje A7 LpDLLp, natomiast S5-algebra weryfikuje

A8 MpoLMp.
¢) Dowolna S4-algebra weryfikuje A7 LpoLLp.
Dowdd:
1. aeK Z.
2. V(p) =a Z.
3. V(LpoLLp)#1 z.d.n.
4. LpoLLp=M~pv~MM-~p KRZ, def L
5. VIM~pv~MM~p)#1 4, 3, REq
6. VOM~pv~MM~p)=* —a+—**—a RI1, R3, R4, 1, 2

24 Dowéd tego twierdzenia podaja G. E. Hughes i M. J. Cresswell (dz. cyt., 318-320) oraz
E. J. Lemmon (An Extencion Algebra s. 10-11). Natomiast M. A. E. Dummett i E. J. Lemmon
(Modal Logics between S4 and S5, ,Zeitschrift fiir mathematische Logik und Grundlagen der
Mathematik”, 5(1959), s. 250-264) dowodza istnienia charakterystycznej S4-algebry.

25 Chodzi gtéwnie o wspdlne prace obu autoréw: The Algebra of Topology (,Annals of
Mathematics”, 45(1944), s. 141-191), Some Theorems about the Sentential Calculi of Lewis and
Heyting (,,The Journal of Symbolic Logic”, 13(1948), s. 1-15).
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7. *—at+—*x—a#l
8. **a=x*a

9. *—at+—x*—axl
10. a+—-a=1

11. *—a+—*—a=1
sprzecznos$¢: 9, 11

6, 5, REi

war. 3.1 dla S4-algebry, 1

7, 8, REi
B7
10, RP

d) Dowolna S5-algebra weryfikuje A8 Mp>SLMp.

Dowdd:

.aeK

- V(p)=a

. V(IMpoLMp)=1

. MpoLMp=~Mpv~M~Mp
. V(~Mpv~M~Mp)=1

. —*a+—x—*a#l
. a=0va=0

1.1 a=0

1.2 *0=0

1.3 *a=0

1.4 —0+-—+—0%1
1.5 -0=1

1.6 1+—+1#1
1.7 jesli acK 1 a#0, to *a=1
1.8 x1=1

1.9 1+-1#1
1.10 -1=0

1.11 1+0+1
1.12 1+0=1

2.1 a#0

2.2 jesli aeK i a#0, to *a=1
2.3 *a=1

2.4 —1+—x—1#1
2.5 -1=0

2.6 0+—*0=-1
2.7 x0=0

2.8 0+-0=1

2.9 -0=1

2.10 0+1#1
2.11 0+1=1

V(~Mpv~M~Mp)=—*a+—*—*a

Z.
Z.

z.d.n.

KRZ, def L

4, 3, REq

R1, R3, R4, 1, 2
6, 5, REi

KRZ

z.d.

war. 2.4

1.2, 1.1, REi
1.3, 7, REi1
B10’

1.5, 1.4, REi
war. 3.2 dla S5-algebry
1, 1.7, RO

1.8, 1.6, REi
B10

1.10, 1.9, REi
B11, RP

z.d.

war. 3.2

1, 2.1, 2.2, RO
2.3, 7, REi
B10

2.5, 2.4, REi
war. 2.4

2.7, 2.6, REi
B10’

2.9, 2.8, REi
B11, RP

Sprzecznos¢: 1.1 - sprz. (1.11, 1.12)
2.1 - sprz. (2.10, 2.11)

8
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IT

Badania nad semantyka logik modalnych zostaly zapoczatkowane w latach
trzydziestych XX wieku pracami M. Wajsberga i K. Godla. Ein erweiteter
Klassenkalkiil Wajsberga przedstawia pierwsza w ogoéle charakterystyke seman-
tyczna logiki modalnej poprzez opis specjalna ,,ciagowa” matryca. Natomiast
juz w latach czterdziestych J. McKinsey i A. Tarski’® zaczeli uzywaé algebr
abstrakcyjnych jako modeli?’. Szczegélnie jednak intensywnie rozmnozyly sie
semantyki algebraiczne logik modalnych w drugiej potowie lat sze$édziesiatych
i w latach siedemdziesiatych, a impuls daty im badania Lemmona.

W tym tez czasie nastapito przesunigcie punktu cigzkosci z badar syntak-
tycznych ku semantycznym. Przyczyna takiego stanu rzeczy byl, jak si¢ wydaje,
ten fakt, iz filozofowie i logicy wiazali z owymi semantykami, szczegdlnie z
tzw. semantyka Swiatéw mozliwych, nadziej¢ na rozwiazanie podstawowych
probleméw ontologicznych. Siegano wiec po filozoficzne interpretacje Swiatow
mozliwych sadzac, iz dziedziny wyznaczone przez modele logiczne odpowiadaja
w jakim$ sensie uniwersum ontologicznemu badanemu przez filozoféw. Taka
postawa wynikata z przekonania, ze logika modalna poprzez swa semantyke jest
ontologicznie zaangazowana. Obecnie okazato si¢, ze w duzej mierze to
przekonanie jest ztudne. Podkresla ten moment m.in. A. Plantinga méwiac, ze
semantyka S. Kripkego jest tylko aksjomatyzacja predykatu ,,by¢ ogdélnie wazna
formuta modalng”?®. Inaczej méwiac, struktura modelowa jest czystym zbio-
rem konstrukcji teoretycznych, nie majacym zadnego zwiazku nawet z termina-
mi modalnymi. Podobne stanowisko prezentuje M. Przelecki, ktéry wskazuje
na niewystarczalno$¢ aparatury teoriomodelowej do analizy probleméw filozo-
ficznych i przestrzega przed zbytnimi nadziejami wiazanymi z jej filozoficz-
nymi zastosowaniami®’.

26 Dziedzina przedmiotéw D jest modelem (semantycznym) teorii X w.t.w. istnieje taka
interpretacja wyrazen jezyka Jy (polegajaca na przyporzadkowaniu symbolom i wyrazeniom jezyka
Jx przedmiotéw, wlasnosci i relacji dziedziny D), przy ktérej kazda teza t teorii X stwierdza co$
prawdziwie o przedmiotach dziedziny D lub — jesli t jest funkcja zdaniowa — t jest ogélnie wazna
w D. Modelami logik moga by¢ matryce, algebry, struktury relacyjne. Zob. Gum a i s k i,
Logika modalna, s. 165-166.

7 Przeglad semantyk algebraicznych dla logik modalnych zob. E. J. L e m m o n, Algebraic
Semantics for Modal Logics, ,,The Journal of Symbolic Logic”, 31(1966), s. 46-65 (cz. 1),
s. 191-218 (cz. IL.).

2 Por. A.Plantin g a, The Nature of Necessity, Oxford 1978, s. 126.

PPor. M. Przetecki, O Swiecie rzeczywistym i Swiatach mozliwych, ,Studia
Filozoficzne”, 7(1974), s. 56.
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Wyzej juz zaznaczono, ze przy konstruowaniu systemow logiki modalne;j
wykorzystuje si¢ pewne ustalenia natury intuicyjnej, a nastgpnie do tak
skonstruowanych systeméw aksjomatycznych dostosowuje si¢ definicje ogdlnej
waznosci (prawdziwosci)®” niektérych form zdaniowych. Obecnie powszechnie
znane s3 dwa podejScia do tego zadania: algebraiczne i teoriomnogoS$ciowe.
Pierwsze podejscie postuguje si¢ algebrami jako modelami, w drugim modelami
sq struktury relacyjne, stad tego typu semantyke nazywa si¢ czesto semantyka
relacyjna. Struktura relacyjna, najogélniej biorac, stanowi uktad zlozony ze
zbioru przedmiotéw oraz relacji pomiedzy nimi (moga w niej by¢ takze pewne
przedmioty wyrdznione).

Teoriomnogos$ciowe modele, chociaz pdézZniejsze (czasowo) od algebraicz-
nych, sa obecnie czgsciej eksploatowane. Wprowadzili je do badain nad
rachunkami modalnymi w koncu lat pigédziesiatych, niezaleznie od siebie,
S. Kanger (1957) i J. Hintikka (1961, 1963), ale decydujace znaczenie w tej
materii miaty klasyczne juz prace Kripkego Semantical Analysis of Modal Logic
(cz. I — 1963, cz. I — 1965). Z uwagi na szczegdlna doniostos¢ prac Kripkego
metoda opisu semantyki w nich zapoczatkowana zwiazala si¢ na stale z jego
nazwiskiem.

Semantyka Kripkego okazata si¢ — jak juz wczedniej sygnalizowano -
niezwykle inspirujaca filozoficznie. Powodem tak duzego nia zainteresowania
nie tylko logikéw formalistéw, ale i logikéw filozofujacych, a takze samych
filozoféw, wydaje si¢ by¢ fakt, iz Kripke opart swoja semantyke na filo-
zoficznie kontrowersyjnym pojeciu ,,Swiata mozliwego”, zaczerpnigtym od
Leibniza®!. U. Zeglei zauwaza, ze w literaturze dominuja trzy podejscia
okreSlajace status Swiata mozliwego: 1) jezykowe — Swiat mozliwy jest okreslo-
nym zbiorem wyrazen jezykowych, czyli jest opisywany za pomoca pewnego
stanu deskrypcji, stanowiacego zbidér zdani atomowych (R. Carnap); 2) rzeczowe
— Swiat mozliwy jest zbiorem rzeczy lub ich wlasnosci (A. Plantinga, D. Lewis,
R. Stalnaker); 3) epistemiczne — §wiat mozliwy jest mozliwa sytuacja poznaw-
czg lub zbiorem obiektéw intelektualnych proceséw (J. Hintikka, N. Rescher)?.

30 W literaturze logicznej, zwlaszcza anglojezycznej, odréznia si¢ prawdziwosé od ogélnej
wazno$ci. I tak méwi sig, ze prawdziwe moga by¢ zdania, natomiast ogélnie wazne — formy
(funkcje) zdaniowe. W literaturze polskiej zwykto si¢ przyjmowac, ze formy zdaniowe spetnione
przez kazdy przedmiot (ciag przedmiotéw) sa formami prawdziwymi. Zob. L. Bork o w s k i,
Wprowadzenie do logiki i teorii mnogosci, Lublin 1991, s. 10.

31 Trzeba zauwazyé, iz problematyka §wiatéw mozliwych zdominowana zostata obecnie przez
filozoféw analitycznych.

32 Por. U. Z e gl e i, Modalnosé w logice i filozofii, Warszawa 1990, s. 41, 129-130. W
artykule Ontologiczna doniostos¢ logiki modalnej (,,Roczniki Filozoficzne”, 32(1984), z. 1, s. 74)
uzupetnia te podejscia o czwarte — Meinongowskie: §wiat mozliwy to zbiér obiektéw Meinongow-
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Czesto podnosza si¢ takze glosy, ze semantyka Kripkego jest konstrukcja
formalng i jako taka unika zaangazowania ontologicznego. Nie zachodzi
bowiem potrzeba interpretowania zbioru W wystepujacego w modelu dla jakiej$
logiki, jako zbioru §wiatéw mozliwych. Jest to po prostu zbiér pewnego rodzaju
przedmiotéw. Hughes i Cresswell pokazuja, ze moga to by¢ gracze, ktérzy
uczestnicza w pewnej grze stownej. Wprowadzaja oni pojecie gry jezykowej,
zwiazanej kolejno z klasycznym rachunkiem zdan, systemem T, S4 i S5 — zin-
terpretowanie tych gier daje semantyke Kripkego.

W grze zwigzanej z klasycznym rachunkiem zdai (KRZ-grze) wystepuje
jeden gracz, ktéry otrzymuje kartke papieru z wypisanymi na niej literami alfa-
betu. Instrukcje gry sa nastgpujace:
1° Jesli zostaje wywotana pojedyncza litera, ktéra jest napisana na kartce, to

nalezy podnies$¢ reke.
2° Jesli wywotane jest ~a, to nalezy podnies¢ regke wtedy, gdy byta ona opu-

szczona przy wywolywaniu o.
3° JeSli wywotane jest avp, to nalezy podniesé reke wtedy, gdy byta ona pod-

noszona dla o lub B.

Te warunki sa wystarczajace do charakterystyki KRZ-gry, gdyz funktory
koniunkcji, implikacji i réwnowazno$ci mozna zdefiniowaé za pomoca funk-
toréw negacji i alternatywy. Wyrazenie poprawnie zbudowane o w pewnym
uktadzie liter jest uwieficzone powodzeniem wtedy, gdy gracz podnosi reke,
jesli wypowiadane jest cale wyrazenie. Sa takie wyrazenia, ktére beda zawsze
uwieficzone powodzeniem, niezaleznie od uktadu liter napisanych na kartce, np.
wyrazenie pv~p.

W T-grze graczy moze by¢ wiecej niz jeden. Sg oni przy tym tak rozmie-
szczeni, ze jest okreSlone, ktérych pozostatych graczy dany gracz moze widziec.
(Gracze nie musza si¢ wzajemnie widzie¢; z jednego miejsca dany gracz moze
by¢ widoczny, a z innego nie.) Instrukcje gry sg tu nastgpujace:
1°-3° jak dla KRZ-gry, a ponadto:
4° Jesli wywolywane jest Lo, to nalezy podniesé rgke, jesli kazdy gracz,

ktérego mozesz widzie¢ (wtaczajac siebie), podnidst reke, gdy samo o byto

wywolywane; w przeciwnym razie nalezy trzymac rgke nie podniesiona.
Wygodny, aczkolwiek niekonieczny (odkad funktor M mozna zdefiniowaé w
terminach L), jest warunek dotyczacy mozliwoSci:
5° Jesli wywotywane jest Ma, to nalezy podnies¢ reke, jesli przynajmniej jeden

z graczy, ktérych mozesz widzie¢ (wlaczajac siebie), podnidst reke, gdy

samo o byto wywotywane; w przeciwnym razie nalezy trzymaé rgke nie

podniesiona.

skich (N. Cocchiarella).
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Opierajac si¢ na dotychczasowych uwagach mozna wysunaé nastepujace
whnioski:

a) Dla funktoréw L i M (a wigc w T-grze) gracz musi wiedzie¢ nie tylko to,
co sam zrobit dla wczesniejszych wotan, ale takze to, co zrobili inni gracze.

b) W danym T-uktadzie jakie§ wotanie moze prowadzi¢ do podniesienia regki
przez jednych graczy, a przez innych nie.

c) Jedli jakie§ wotanie prowadzi kazdego gracza do podniesienia reki, to
wotanie to jest uwiericzone powodzeniem w tym T-uktadzie.

d) Jakie§ wotlanie moze by¢ uwieficzone powodzeniem w jednym T-uktadzie,
a nie uwienczone powodzeniem w innym T-uktadzie.

e) Sa pewne wotania, ktére beda uwieficzone powodzeniem w kazdym T-ukta-
dzie, tj. niezaleznie od liczby graczy bioracych udzial w grze, od uktadu
liter napisanych na kartce i od wzajemnego widzenia si¢ graczy. Powyzsze
trzy elementy jednoznacznie wyznaczaja T-uklad.

Wyrazenie, ktére jest uwieficzone powodzeniem w kazdym T-ukladzie, nazywa

si¢ ogélnie waznym wyrazeniem T>2,

Oto przykiady zastosowania powyzszych instrukcji. Rozwazanym wyraze-
niem jest LpDp, ktére w pierwotnej symbolice przybiera postaé: ~Lpvp.
Wystepuje jeden gracz A. Dla pierwszego wotlania jes§li A ma na swojej kartce
literg p, wowczas podnosi reke (instrukcja 1°). A stad musi ja podnie$é, gdy
wywolywane jest cale wyrazenie (instrukcja 3°). Jesli za§ A nie ma na swojej
kartce p, to trzyma rgke opuszczong. Tak samo postgpuje dla wotlania Lp
(instrukcja 4°). Podnosi rgkg¢ dla ~Lp (instrukcja 2°), a zatem musi ja podnies§é
dla catego wyrazenia (instrukcja 3°). Wynika stad, iz wyrazenie ~Lpvp jest
uwieiczone powodzeniem w T-uktadzie z jednym graczem (odkad kazdy inny
gracz musi postapic¢ tak jak A). Przebieg wyzej opisanej gry mozna przedstawic
schematycznie:

A p=T A p=F T — gracz podniost reke
P Lp=T Lp=F F — gracz nie podni6st
~Lp=F ~Lp=T reki
~Lpvp=T ~Lpvp=T

Mozna wykazaé, ze wyrazenie ~LpvV p jest uwieiczone powodzeniem w kazdym
skoficzonym T-uktadzie.

Podobne rozwazanie mozna przeprowadzi¢ dla innego wyrazenia, np.
L(p>q)>(Lp>oLq). Gdyby nie bylo ono uwieficzone powodzeniem, to w jakims§

3 por. Hu ghes, Cresswell, An Introduction, s. 61-64.
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T-uktadzie jaki§ gracz, np. A, nie podniéstby regki, gdy jest wywolywane.
Moégtby on tak postapié tylko wtedy, gdyby podnidst reke dla L(p>q) i Lp, ale
nie podnidst dla Lq. Lecz jesliby podniést rgke dla L(p>oq), to kazdy gracz,
ktérego moégt widziec, podnidst reke dla poq, tj. kazdy kogo mégt widzied,
kto podniést reke dla p, podnidst takze dla q. Gracz A jednak takze podnidst
reke dla Lp i stad kazdy, kogo mégt widzieé, podnidst reke dla p. Zatem kazdy
gracz, ktérego mégt widzie¢, podnidst reke dla g. Czyli jes§li A podnidst reke
dla L(p>q) i dla Lp, to musi ja podnie$¢ rowniez dla Lq. Innymi stowy, wyra-
zenie L(poq)>(LpoLq) jest uwieficzone powodzeniem w kazdym T-uktadzie.

Warto w tym miejscu zauwazy¢, ze powyzsze wyrazenia wzigte do analizy
sa aksjomatami specyficznymi systemu T. Wykazano, iz sg one uwieficzone
powodzeniem w kazdym T-ukladzie, a zatem sg ogdlnie waznymi wyrazeniami
T. Rodzi si¢ natychmiast pytanie, czy wyrazenie LpDLLp (aksjomat specyficzny
S4) jest ogdlnie wazne w T. Ponizszy schemat:

p=T p=T
Lp=T A B Lp=F
LLp=F » LLp=F
LpoLLp=F LpoLLp=T
p=F
C Lp=F
LLp=F
LpoLLp=T

strzatki symbolizujq relacje widzenia sie graczy

ilustruje taki T-uktad, w ktérym Lp>DLLp nie jest uwiericzone powodzeniem
(gracz A nie podnidst rgki). A zatem, jak nalezato si¢ spodziewaé, aksjomat
charakterystyczny S4 nie jest ogélnie waznym wyrazeniem T (istnieje bowiem
taki T-uktad, w ktérym nie jest on uwieficzony powodzeniem).

S4-gra rézni si¢ od T-gry jednym dodatkowym warunkiem natozonym na re-
lacje widzenia. Jak w systemie T relacja widzenia jest tylko zwrotna (tj. kazdy
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gracz widzi sam siebie), tak w S4 jest zwrotna i przechodnia (dla kazdych gra-
czy A, B, C, jesli A widzi B i B widzi C, to A widzi C). Mozna tatwo teraz
wykazaé, ze A7 LpoLLp jest ogbélnie waznym wyrazeniem S4. A7 nie bylby
uwieniczony powodzeniem w S4 tylko wowczas, gdyby w jakim§ S4-ukladzie
jaki$ gracz, np. A, podnidst reke dla Lp, ale nie podnidst dla LLp. Mégtby tak
postapié tylko wtedy, gdyby wszyscy gracze, ktérych moze widzie¢, podniesli
reke dla p i zarazem kt6ry$ z nich nie podnidst dla Lp. Ci, ktérzy trzymali reke
nie podniesiong dla Lp, mogli to uczyni¢ tylko w przypadku gdyby byli gracze,
ktérych mogli widzie¢ i ktérzy nie podnie§li reki dla p. To jednak jest
niemozliwe w zadnym S4-uktadzie, odkad wszystkich, ktérych pozostali gracze
moga widzie¢, A moze takze widzie¢, i wszyscy, ktérych A moze widzie¢,
podniesli rgke dla p.

Nalezy jeszcze wykazaé, ze A8 Mp>LMp (aksjomat specyficzny S5) nie jest
ogblnie wazny w S4. Tlustruje to ponizszy schemat:

p=T p=F
Mp=T Mp=F
A B
LMp=F p » LMp=F
MpoLMp=F MpoLMp=T

Z kolei w S5, gdzie na relacje widzenia natozony jest dodatkowo nowy wymaég
— wymog symetrycznosci (tj. dla dowolnych dwéch graczy A i B, jesli A widzi
B, to B widzi A), powyzsze wyrazenie jest ogélnie wazne. Biorac bowiem
dowolnego gracza, np. A, w dowolnym S5-uktadzie, jesli podniesie on rgke dla
Mp, to podniesie takze dla LMp. Podniesienie reki dla Mp oznacza, ze jakiS
gracz, ktérego A moze widzie¢, podnidst rgke dla p. I odkad w kazdym
S5-uktadzie kazdy gracz moze widzie¢ kazdego innego gracza (warunek syme-
tryczno$ci relacji widzenia), jeS§li A widziat gracza, ktéry podnidst reke dla p,
to widzieli go wszyscy inni gracze. Zatem nie tylko A, lecz wszyscy podniesli
reke dla Mp, a stad A podnidst reke dla LMp. Przyktadem wyrazenia, ktére nie
jest ogélnie wazne w zadnym z przedstawionych systeméw, moze by¢é poDLp.
Dla najmocniejszego z nich — S5 uwidacznia to schemat:

=T =
p B p
Lp= — = Lp=F
poLp=F poLp=T
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Po tych ustaleniach warto zastanowi¢ si¢ nad sformutowaniem formalnej
definicji ogdlnej waznoSci (prawdziwos$ci) dla wyrazei modalnych. Aby
osiagnac ten cel, nalezy najpierw odpowiednio zinterpretowaé opisane powyzej
gry jezykowe. Ustalono juz wczesniej, ze elementami T-gry sa: grupa graczy,
widzeniowe uporzadkowanie graczy oraz zbidr instrukcji. Okazuje sig, zZe
zamiast o grupie graczy mozna mowic o zbiorze przedmiotéw (obiektéw) okre-
Slonego rodzaju. Czesto w literaturze logiczno-filozoficznej owe przedmioty
nazywane sa ,S$wiatami mozliwymi”. Odpowiednio zbidr tych przedmiotow
(oznaczony litera W) to zbiér ,.Swiatow mozliwych” — {w, ..., w;, ... , w_}.
Dwuargumentowa relacj¢ widzeniowa, okreslona na elementach W mozna po-
traktowac jako relacj¢ osiagalnosci albo dostgpnosci czy tez pojmowalnosci (lub
mozliwosci relatywnej, jak u Kripkego) i oznaczy¢ przez R. Wyrazenie w;Rw;
czyta si¢ nastepujaco: ,Swiat w; jest osiagalny (dostepny, pojmowalny) ze
Swiata w;” albo ,,Swiat W jest mozliwy ze wzgledu na w,;”, albo tez ,,Swiat w;
osiaga Swiat w;”. Z kolei instrukcje dla odpowiedzi na wywotywane wyrazenia
maja strukture przyporzadkowywania warto$ci dla poprawnie zbudowanych
wyrazefi modalnych. Podnoszenie i opuszczenie reki moze by¢ reprezentowane
przez wartoSciujace przyporzadkowanie. Jest ono tu bardziej skomplikowane niz
w przypadku KRZ. W grach zwigzanych z systemami modalnymi nie mozna
mowié, ze V(o)=T (T symbolizuje tu ogdlna waznos§¢ albo prawdziwos¢) lub
V(a)=F (F symbolizuje falszywos§¢), lecz nalezy zawsze méwi¢ o wartosci o
dotyczacej gracza w, (Swiata w,), czyli V(a, wy)=T lub V(a, w,)=F.

Wykorzystujac powyzsze ustalenia mozna obecnie wprowadzi¢ wazne pojecie
modelu, ktére jest uwiktane w formalng definicj¢ ogdélnej waznosci (prawdzi-
wosci). T-model jest uporzadkowang tréjka (W, R, V), gdzie W jest zbiorem
obiektéw (§wiatdw), R — dwuargumentowa relacja zwrotna, okreslona na zbio-
rze W, V — funkcja przyporzadkowujaca wyrazeniom zdaniowym jedng z
warto$ci nalezacych do zbioru {T,F} i spelniajaca nastgpujace warunki:

1. Dla dowolnej zmiennej zdaniowej p; i dowolnego w,e W  V(p;, w)=T lub

V(pj,wi):F.

2. [V~] Dla dowolnego wyrazenia poprawnie zbudowanego o i dla dowolnego
w.eW V(~a, w)=T, jesli V(a, w,)=F; w przeciwnym razie V(~o, w;)=F.

3. [Vv] Dla dowolnych wyrazei poprawnie zbudowanych o i B i dla do-
wolnego w,e W V((avp), w)=T, jesli V(a, w,)=T lub V(B, w;)=T; w prze-
ciwnym razie V((avf), w;)=F.

4. [VL] Dla dowolnego wyrazenia poprawnie zbudowanego o i dla dowolnego
weW  V(La, w)=T, jesli dla kazdego w;eW takiego, ze wRw,,

V(a, wj):T; w przeciwnym razie V(La, w;)=F.
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5. [VM] Dla dowolnego wyrazenia poprawnie zbudowanego o i dla dowolnego
w,eW  V(Ma, w)=T, jesli przynajmniej dla jednego w;e W, takiego, ze
w;Rw;, V(a, wj)=T; w przeciwnym razie V(Ma, wi):P34.

Analogicznie jak dla systemu T definiuje si¢ S4-model i S5-model. S4-model
(S5-model) jest uporzadkowana tréjka (W, R, V), gdzie W i V sa okreSlone
tak jak w T-modelu, a R jest dwuargumentowgq relacja zwrotng i przechodnia
(zwrotna, przechodnig i symetryczna35 w S5-modelu) okreslong na zbiorze W.

Opierajac si¢ na wprowadzonym wyzej pojeciu modelu mozna podaé for-
malng definicj¢ ogdlnej waznoSci (prawdziwoSci) wyrazen zawierajacych
funktory modalne. I tak wyrazenie poprawnie zbudowane o jest ogdlnie wazne
(prawdziwe) w systemie T (S4, S5) w.t.w. dla kazdego T-modelu (W, R, V)
(odpowiednio: S4-modelu, S5-modelu) i dla kazdego w,eW, V(a, wi)=T36.
Inaczej méwiac, wyrazenie o jest ogdlnie wazne (prawdziwe) w systemie
T (S4, S5) w.t.w. jest ono ogdlnie wazne (prawdziwe) w kazdym Swiecie,
w kazdym T-modelu (S4-modelu, SS—modelu)37.

3% Warunek [VM] jest oczywiscie niekonieczny, aczkolwiek wygodny.

3 Relacja R w S5-modelu jest wigc relacja rownowazno$ciowa. Z tego wzgledu S5-model
mozna zdefiniowaé jako uporzadkowana dwéjke (W, V), gdzie W i V sa okreslone tak jak
poprzednio z wyjatkiem [VL] (i konsekwentnie [VM]) — w jego miejscu jest: [VL’] Dla do-
wolnego wyrazenia poprawnie zbudowanego o i dla dowolnego w;e W V(Lo, wy)=T, jesli dla
kazdego wie W, V(La, WJ-):T; w przeciwnym razie V(La, wy)=F.

3 Dla S5 z uwagi na réwnowazno$ciowo$é relacji R powyzsza definicje mozna nieco
przeformulowaé w nastepujacy sposéb: Wyrazenie poprawnie zbudowane o jest ogdlnie wazne
(prawdziwe) w S5 w.t.w. dla kazdego S5-modelu (W, V) i dla kazdego w,e W, V(a, w)=T.
Réwnowazno$ciowos$¢ relacji osiagalnosci (dostepnosci, pojmowalno$ci) sprawia, ze zbior §wiatéw
jest podzielony na klasy abstrakcji. Migdzy elementami réznych klas abstrakcji nie zachodzi zadna
relacja osiggalnosci.

37 Oryginalna wersja semantyki dla systeméw modalnych zaprezentowana przez Kripkego
wyglada nastgpujaco. Kripke definiuje normalna struktur¢ modelowa jako uporzadkowana trdjke
(G, K, R), gdzie K jest niepustym zbiorem (odpowiednik W), G jest elementem K (tak zwanym
Swiatem aktualnym), R jest relacja (o wtasnoSciach zwrotnos$ci, przechodniosci, symetrycznos$ci
— w zalezno$ci od systemu), okreslona na zbiorze K. Majac dang struktur¢ modelowa G, K, R)
otrzymuje si¢ model dla poprawnie zbudowanego wyrazenia A poprzez dodanie do tej struktury
funkcji ®(P,H) (odpowiadajacej wartoSciowaniu V), gdzie P przebiega zbiér wyrazen zdaniowych
jezyka danego rachunku modalnego, natomiast H jest elementem zbioru K. Funkcja & spetnia
ponadto nastgpujace warunki (analogiczne do podanych wyzej):

1. Dla dowolnej zmiennej zdaniowej P i dla dowolnego HeK &(P,H)=T lub ®(P, H)=F.

2. Jesli (B, H)=®(C, H)=T, to ®(BAC, H)=T; w przeciwnym razie ®(BAC, H)=F.

3. Jesli (B, H)=T, to ®(~B, H)=F; w przeciwnym razie ®(~B, H)=T.

4. Jesli ®(B, H")=T dla kazdego H" takiego, ze H"e K i HRH", to ®([1B, H)=T; w przeciwnym

razie ®([IB, H)=F (gdzie [J jest odpowiednikiem L).

Wyrazenie poprawnie zbudowane A jest ogélnie wazne (prawdziwe) w jakim§ swoim modelu
wyznaczonym przez funkcje P, zwiagzang ze struktura modelowa (G,K,R), jesli ®(A, G)=T.
Ogdlniej méwigc, wyrazenie poprawnie zbudowane A jest ogdlnie wazne (prawdziwe) na gruncie
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Warto jeszcze zwréci¢ uwage na wtasnosci formalne relacji R (dostgpnosci
albo osiagalnosci), ktére to wlasnosci réznicuja poszczegdlne systemy modalne.
Okazuje sig, ze analiza tych wtasnoSci jest zarazem analizg aksjomatéw specy-
ficznych systeméw T, S4 i S5 w Swietle semantyki Kripkego. Najstabszym
aksjomatem modalnym jest A6 L(poq)>(Lp>oLq). Aksjomat ten nie wymaga
bowiem zadnych warunkéw nakladanych na relacje dostepnosci.

W najstabszym z omawianych systemdw, tj. w systemie T, relacja R jest
zwrotna, czyli w,Rw;, to znaczy, ze Swiat w; jest osiagalny (dostepny) sam dla
siebie. Zwrotno$¢ relacji R wynika z przyjetego w tym systemie postulatu ko-
niecznoS$ci: A5 Lpop. Mozna to pokazaé¢ w nastgpujacy sposob. Niech o bedzie
wyrazeniem Lpop. Zaktadajac, ze V(o, w,)=F, nalezy przyja¢, ze V(Lp, w,)=T
1 V(p, wp=F. V(Lp, w)=T w.t.w. p jest ogélnie wazne (prawdziwe) we wszyst-
kich §wiatach osiagalnych ze Swiata w; (p opisuje stan rzeczy zachodzacy we
wszystkich Swiatach mozliwych dostepnych dla w;), oraz V(p, w;)=F w.t.w. p
nie jest ogélnie wazne (jest falszywe) w Swiecie w, (p opisuje nie zachodzacy
w Swiecie w; stan rzeczy). Sytuacja taka zachodzitaby wéwczas, gdyby Swiat
w; nie byl sam dla siebie osiaggalny. A zatem Swiat aktualny w; jest sam dla
siebie osiagalny, ale zadne inne mozliwe Swiaty nie sa w ogdle brane pod
uwage, czyli nie s3 osiggalne ze Swiata aktualnego w;. DostepnosS¢ (czy
osiagalno$¢) ogranicza si¢ tu do dostgpnosci z punktu widzenia mieszkaincéw
aktualnego §wiata, to znaczy nie uwaza si¢ za dostgpne tego, co jest dostgpne
dla ,,mieszkancow” innych $wiatéw.

W systemie S4 relacja R zyskuje dodatkowo wtasnos$¢ przechodniodci, a w
konsekwencji mocniejszy sens dostepnoSci. Tak wiec jesli Swiat w, jest
dostepny dla w, to kazdy Swiat dostepny dla w, jest réwniez dostepny dla w,.
Przechodnio$¢ relacji R wynika w S4 z postulatu A7 LpoLLp. Niech tym
razem o bedzie wyrazeniem LpDLLp. Zaktadajac, ze V(«, w;)=F, trzeba przy-
jaé, ze V(Lp, w)=T1i V(LLp, w;)=F. V(Lp, w;)=T w.t.w. Lp jest ogélnie wazne
(prawdziwe) w Swiecie w;, czyli p opisuje stan rzeczy zachodzacy w kazdym
Swiecie, ktory jest osiggalny ze Swiata w;. Natomiast V(LLp, w;)=F w.t.w. LLp
nie jest ogélnie wazne (jest falszywe) w §wiecie w;, czyli p jest takze falszywe
w jakim§ §wiecie, ktéry jest osiggalny ze Swiata osiagalnego z w;. A to miatoby
miejsce wowczas, gdyby relacja R nie byta przechodnia.

jakiego$ systemu w.t.w. A jest ogélnie wazne (prawdziwe) we wszystkich swoich modelach (dla
kazdej struktury modelowej). Zob. S. K r i p k e, Semantical Analysis of Modal Logic I, Normal
Propositional Calculi, ,,Zeitschrift fiir mathematische Logik und Grundlagen der Mathematik”,
9(1963), s. 68; t e n z e, Semantical Considerations on Modal Logic, [w]: L. L in s k y (red.),
Reference and Modality, Oxford 1971, s. 63-72.
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Warto zauwazy¢, iz w S4 wraz z dodatkowym warunkiem natozonym na R
zmienia si¢ sens koniecznosci i mozliwoSci. Mozna obecnie powiedzieé, ze
jakie$ zdanie p jest mozliwe w §wiecie aktualnym, jesli jest ono prawdziwe w
jakim$ ze Swiatéw dostgpnych dla Swiata aktualnego lub w jakim$ $wiecie
dostepnym dla ktérego§ z tych $wiatéw, ktére sa dostgpne dla aktualnego.
W konsekwencji nalezy uzna¢, ze co jest mozliwie mozliwe, jest mozliwe, oraz
ze co jest koniecznie konieczne, jest konieczne3®,

Okazuje sig, ze relacj¢ dostgpnos$ci mozna rozumieé w jeszcze mocniejszym
sensie. Na gruncie S4 relacja ta jest zwrotna i przechodnia, ale nie jest
symetryczna. Jest tu zatem do pomyS§lenia np. taka sytuacja, ze $wiat bez
telefonéw bylby dostgpny dla aktualnego (naszego) Swiata, lecz §wiat aktualny
(z telefonami) nie bytby dostepny dla tamtego (bez telefondw). Relacja R
zyskuje wlasno$¢ symetrycznos$ci dopiero w systemie S5, co wynika z przy-
jetego w nim postulatu A8 MpoLMp. Niech o bedzie teraz wyrazeniem
MpoLMp. Zakladajac, ze V(a, w;)=F, nalezy przyja¢, ze V(Mp, w)=T i
V(LMp, w,)=F. V(Mp, w;)=T znaczy, ze p jest og6lnie wazne (prawdziwe) w
jakims Swiecie w; osiagalnym ze Swiata w;, V(LMp, w;)=F znaczy zas, ze nie
istnieje zaden Swiat osiggalny ze Swiata w;, w ktérym p byloby ogélnie wazne
(prawdziwe), co prowadzi do zaprzeczenia symetrycznosci relacji R.

Mocniejszy sens dostgpnosci (osiagalnoSci) w S5 pociaga za sobg réwniez
mocniejszy sens konieczno$ci i mozliwo$ci. Zdaniem Hughesa i Cresswella S5
jest tym systemem, ktéry wyraza ide¢ logicznej konieczno$ci i mozliwosci w
najszerszym, bezwarunkowym sensie. Uwazaja oni ponadto, ze S5 najlepiej
sposréd wszystkich systeméw modalnych odzwierciedla mys$l filozoficzna
Leibniza, gloszaca, ze zdanie konieczne jest prawdziwe w kazdym mozliwym
swiecie®®. W mysl bowiem ustaleni semantyki Kripkego dla systemu S5 kazdy
mozliwy §wiat jest dostgpny dla kazdego innego Swiata, tak ze jakie§ zdanie
konieczne w jakim$ Swiecie jest bez ograniczen prawdziwe w kazdym mozli-
wym S$wiecie. Natomiast tam, gdzie sa nalozone pewne ograniczenia na relacjg
dostepnosci, jakie$ zdanie konieczne w w; nie musi by¢ zdaniem prawdziwym
we wszystkich mozliwych $wiatach, ale tylko w odpowiednim podzbiorze
mozliwych $wiatéw dostepnych dla w;,.

Taka sytuacja, tj. wspétistnienie wielu réznych systeméw modalnych, na
ktérych gruncie inaczej rozumie si¢ konieczno$¢ i mozliwos¢ logiczna, rodzi
pytanie o to, ktéry z nich jest poprawny. Pytanie to zreszta dawno juz zostato
w literaturze logicznej postawione®’. Za tak sformutowanym pytaniem kryje

38 Te zasady wyrazaja S4 — prawa redukcji: Mp=MMp, Lp=LLp.
39 Por. H u ghes, Cresswell, An Introduction, s. 76, 79.
40 pPrébe odpowiedzi na nie podejmuje m.in. E. J. Lemmon w cytowanym juz, napisanym
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si¢ jednak pewne zatozenie, ze istnieje jaki§ jeden sens konieczno$ci i mozli-
wosci. Czy to zalozenie jest uzasadnione, to znaczy — czy faktycznie nalezy
rozumieé kategorie modalne tylko w jeden sposéb i konsekwentnie poszukiwaé
jednego systemu, ktéry je poprawnie charakteryzuje? Systemy slabsze niz po-
prawny nalezatoby woéwczas uznaé za nie oddajace catej prawdy o modalnosci,
systemy mocniejsze za$§ zawieratyby tezy w rzeczywistoSci fatszywe, aczkol-
wiek mozliwe do przyjecia. Uwzgledniajac opini¢ podzielana przez wigkszo§é
wspodlczesnych logikow oraz dotychczas przeprowadzone analizy, mozna posta-
wié nastepujaca tezg: Wydaje sig, iz poszukiwanie jednego poprawnego systemu
modalnego jest nieuzasadnione, albowiem kazdy z nich dostarcza tez prawdzi-
wych o koniecznosci i mozliwosci, ale inaczej rozumianych*!.

W prezentacji semantyki algebraicznej dla systeméw modalnej logiki zdan
postapi si¢ analogicznie jak przy charakterystyce syntaktycznej w jezyku
algebry, jako ze podejscie algebraiczne pozwala na jednorodne potraktowanie
zaréwno syntaktyki, jak i semantyki. PodejScie algebraiczne do syntaktyki
polegato na skorelowaniu systemu aksjomatycznego ze strukturami algebraicz-
nymi. Podobnie i tu nalezy skorelowa¢ modele teoriomnogosciowe dla syste-
mow modalnych: T, S4 i1 S5 z pewnymi algebrami Boole’a. Postgpujac w ten
sposob, uzyska si¢ algebraiczna definicje ogdlnej wazno$ci (prawdziwo$ci)
w tych systemach.

W toku dotychczasowych wywodéw ustalono, ze uporzadkowana trdjka
(W, R, V) stanowi model dla systemu T (S4, S5). Odpowiednikiem algebraicz-
nym tak rozumianego T-modelu (S4-modelu, S5-modelu) jest T -algebra
(S47-algebra, S5”-algebra). Ponadto T -algebra pozostaje w $cistym zwiazku
z wprowadzona w rozwazaniach syntaktycznych T-algebra.

Elementy algebry Boole’a w T -algebrze mozna traktowaé jako zbiory
Swiatéw 1 konsekwentnie atomy jako indywidualne §wiaty. Natomiast relacja
R wystepujaca w T -algebrze posiada te same witasnosci co w T-modelu. Do
T’ -algebry odzwieciedlajacej strukture T-modelu nalezy ponadto dodaé funkcje
— odpowiednio do funkcji V — przyporzadkowujaca warto$ci zmiennym, ktdra
mozna scharakteryzowaé poprzez ponizsze warunki. Analogicznie do
[V~] V(~a, w)=T w.t.w. V(a, w;)=F z semantyki Kripkego, w T -algebrze
wystepuje warunek: V(~p)=—a w.t.w V(p)=a. Natomiast odpowiednikiem alge-
braicznym [VA] V(oAB, w)=T w.tw. V(a, w)=T i V(B, w)=T jest:
V(pAagq)=axb w.t.w V(p)=a i V(q)=b.

wspoélnie z G. P. Hendersonem, artykule Is There Only One Correct System of Modal Logic?
(s. 23-56).
4l Por. Hu ghes, Cresswell, An Introduction, s. 79.
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Sytuacja si¢ nieco komplikuje w przypadku podania algebraicznego odpo-

wiednika warunku dla funktora modalnego. Ustalono juz, ze w dowolnym
T-modelu Ma jest ogdlnie wazne (prawdziwe) w Swiecie w; w.t.w. o jest
ogbélnie wazne (prawdziwe) w przynajmniej jednym Swiecie w;, takim, ze
w;Rw;, gdzie R jest relacja zwrotna, okreslona na zbiorze Swiatow w modelu.
Przektadajac powyzszy warunek [VM] na jezyk algebry trzeba wykorzystaé
zdefiniowane wczesniej pojecie atomu oraz twierdzenie B21, gloszace, ze kazdy
ré6zny od O element algebry mozna wyrazi¢ jako sumg¢ jedynego w swoim
rodzaju, okre§lonego zbioru atomdéw. Zatem warunek dotyczacy funktora mozli-
wosci w T -algebrze przyjmuje nastgpujaca postaé:
VIMo)=(b! +..+4 b™) w.tw. V(a)=a i a', ..., a* sa wszystkimi atomami
elementu a, i b', ..., b™ sq wszystkimi atomami w K, takimi, ze dla kazdego
b (1<j<m) b'Ra' (gdzie a' jest jednym z a', ..., a¥). Alternatywnie mozna
powiedzie¢, ze V(Ma)=+a w.t.w. V(a)=a, gdzie =*a jest sumag wszystkich
atoméw powiazanych relacja R z jakim§ atomem elementu a*.

Na bazie powyzszych ustaled mozna obecnie podaé $cista definicj¢ T “-alge-
bry. (K,—,x,R) jest T -algebra w.t.w. (K, —, x) jest algebra Boole’a, R za$
jest relacja zwrotna, okreslong na elementach zbioru K. Sposéb, w jaki zostata
okre§lona T -algebra, upowaznia ponadto do stwierdzenia, ze majac dany
T-model mozna zawsze skonstruowaé T -algebre (K, —, x, R) i funkcje przy-
porzadkowujaca wartos$ci prawdziwosciowe dla zmiennych, tak ze:

a) Z kazdym w,e W koresponduje jedyny w swoim rodzaju atom aleK.

b) Kiedy zachodzi wRw,, to dla korespondujacych atoméw mamy zaleznos¢
aRa*.

c¢) Dla jakiejkolwiek zmiennej zdaniowej p,,, V(pm)z(bl +...+ b"), gdzie

b', ..., b" sq wszystkimi atomami korespondujacymi ze $wiatami w T-mode-

lu, w ktérych to §wiatach V(p,,)=T. Oto przykitad ulatwiajacy uchwycenie

sensu c). Jesli dla systemu T w semantyce relacyjnej zachodzi nastgpujaca
sytuacja:

42 Por. tamze, s. 325-328. Anglosascy autorzy zauwazaja, iz w T -algebrze zamiast o relacji
R mozna méwié o zbiorze funkcji spetniajacych okre§lone warunki.
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p=T A B p=T
~p= > ~p=F
Mp=T p p Mp=T
~pVMp:T ~vap:T
p=T
C ~p=F
Mp=T
~pvMp=T
A, B, C - Swiaty

czyli jesli V(~pvMp)=V(poMp)=T, to w T -algebrze V(poMp)=b'+b>+b3=1,
gdzie b', b% b? koresponduja odpowiednio ze §wiatami A, B, C. Natomiast
w sytuacji:
p=F
b! ~p=T
A Mp=F
~pvMp=T

V(poMp)=T w semantyce Kripkego, natomiast w T -algebrze
V(poMp)=b'=1.
W powyzszy sposéb okre§lona T -algebra (K,—,x,R) wraz z funkcja przy-

porzadkowujaca warto$ci zmiennym koresponduje wigc z T-modelem. Z dotych-
czasowych wywodéw wynika ponadto, iz:

1)

2)

Jesli V(o)=T w kazdym §wiecie w dowolnym T-modelu, to dla korespon-
dujacej T -algebry V(o) réwna si¢ sumie wszystkich atoméw z K, ktéra z
kolei wynosi 1, a wiec V(a)=1 w T -algebrze.

Kazdej T -algebrze wraz z prawdziwoSciowym przyporzadkowaniem od-
powiada jaki§ T-model.
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Podobnie jak dla T-algebry, mozna obecnie podaé definicj¢ weryfikowania
dowolnego wyrazenia o w T -algebrze. Jest ona nastgpujaca: T -algebra
weryfikuje poprawnie zbudowane wyrazenie o systemu T w.t.w. dla kazdego
przyporzadkowania zmiennym w o elementéw zbioru K, V(a)=1. Zdefiniowane
pojecie weryfikowalnosci postuzy z kolei do podania algebraicznej definicji
ogblnej waznosci (prawdziwosSci) wyrazen zdaniowych w systemie T. Oto jej
postaé: Wyrazenie poprawnie zbudowane o jest ogélnie wazne (prawdziwe) w
T w.t.w. a jest weryfikowane przez kazda T -algebre.

Uzyskane rezultaty powyzszych dociekan dotycza wprawdzie bezposrednio
systemu T, ale bez przeszkéd mozna je rozszerzy¢ na systemy mocniejsze — S4
i S5, uwzgledniajac oczywiscie odpowiednie wtasnosci relacji R.

II1

System jest pelny w.t.w. kazde wyrazenie ogdlnie wazne (prawdziwe)
zanotowane w jezyku tego systemu jest jego teza®. Znaczy to, ze
prawdziwos¢ (bedaca wlasnoscia semantyczna) oraz dowodliwo$¢ czy
dedukowalno$¢ (wlasnos¢ syntaktyczna) schodzg si¢. W rozwazanym przypadku
og6lna wazno$¢ (prawdziwosc) jest zwiazana z T -algebra, zas tezowos$¢ z T-
algebra. Zatem aby dowie$¢ pelnosci systemu T, trzeba wykazaé, ze obydwie
algebry T i T~ weryfikuja doktadnie te same formuty**. Innymi stowy, nalezy
udowodni¢ dwa twierdzenia: T Vi T VL
TV Jezeli (K,—,x,R) jest T -algebra, to istnieje T-algebra (K,—x,=*), ktéra
weryfikuje doktadnie te same wyrazenia poprawnie zbudowane co T -al-
gebra.

T VI Jezeli (K,—,x,*) jest T-algebra, to istnieje T -algebra (K,—x,R), ktéra
weryfikuje doktadnie te same wyrazenia poprawnie zbudowane co T-al-
gebra.

$Por. Borkowski, Wprowadzenie, s. 376. Autorzy anglojezyczni, a takze
niemieckojezyczni postuguja si¢ zazwyczaj tym samym terminem na oznaczenie zaréwno petnosci
systemu, jak i jego zupetnosci. Niektérzy odrézniaja zupelno$¢ semantyczng (w obecnym
rozumieniu petnoSci) oraz zupetno$¢ syntaktyczng. Inni wprowadzaja dystynkcje: zupetnosé w
sensie slabym (petno$¢) i zupetlno$¢ w sensie mocnym (zupetno$¢). Zob. Hu ghes,
Cresswell An Introduction, s. 19-20.

4 Niealgebraiczny sposéb dowodzenia petnosci systeméw modalnych prezentuja G. E.
Hughes, M. J. Cresswell (An Introduction: dla T — s. 96-104, dla S4 — s. 112-115, dla S5 —
s. 121). Najogdlniej moéwiac, polega on na wykazaniu, ze dla kazdego wyrazenia, ktérego
prawdziwo$¢ zostala stwierdzona przy uzyciu T-diagramu (S4-diagramu, S5-diagramu), istnieje
dowdd aksjomatyczny tego wyrazenia w odpowiednim systemie.
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Etapy dowodu T V:
1. Majac dana strukture (K,— x,R) jako T -algebre, aby skonstruowaé algebre
(K,—,x,*), trzeba okreslié¢ operacje¢ * w terminach T -algebry.
2. Lemat 1. (K,—x,*) ze zdefiniowanym operatorem * (w kroku 1) jest T-al-
gebra.
3. Lemat 2. (K,—,x,*) i (K,—,x,R) weryfikuja dokladnie te same wyrazenia.

Dowdd:

Ad 1.

Definicja indukcyjna * — operacji za pomoca terminéw T -algebry (R).

(i) =0=0

(ii) dla kazdego acK, jesli a#0, to *a=(b! +..+ b™), gdzie b!, ..., b™ sa
wszystkimi atomami zwigzanymi relacja R (w T -algebrze) z jakimkolwiek
atomem elementu a.

Ad 2.
L1 (K,—,x,*) ze zdefiniowanym operatorem * za pomoca definicji (i), (ii) jest
T-algebra.

W celu udowodnienia L1 nalezy dowieS¢ wszystkie postulaty dla operatora *
obowiazujace w T-algebrze, czyli postulaty 2.1-2.4.
a) 2.1 Jesli acK, to xaeK

Dowdd:

1. {(K,—,x) jest algebra Boole’a z.

2. aeK Z.

3. a=0 v az#0 2,1

1.1 a=0 z.d.

1.2 *xa==*0 1.1, rozumienie ,,="
1.3 *0=0 def (i)
1.4 *a=0 1.2, 1.3
1.5 0eK 1.1, 2
1.6 xac K 1.4, 1.5
2.1 a#0 z.d.

2.2 a jest suma pewnej liczby atoméw z K 2.1, 2, 1

2.3 kazdy atom, o ktérym jest mowa w 2.2

jest zwiazany z samym sobg przez R zwrotno$¢ R, 2.2
2.4 zawsze bedzie pewien atom zwiazany

przez R z jakim§ atomem a, czyli =a

bedzie zlozone przynajmniej z jednego atomu 2.3, def (ii)

2.5 xacK 2.4, def (ii), 2
*aeK 1.1 - 1.6
21 - 25

3
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b) 2.2 Jedli ae K, to ac*a

c)

Dowdd:

1. {(K,—,x) jest algebra Boole’a
2. acK

3. a=0 v a#0

1.1 a=0

1.2 *a=0

1.3 0c0

1.4 0c+0

1.5 ac*a

2.1 a#0

224, .., a" sg wszystkimi atomami elementu a

2.3 a=(a! +..+ a5

2.4 kazdy z a', ..., a¥ jest jednym z b', ..., b

2.5 ac(a+b)

2.6 ac((a' +..+ a5+(®D! +...+ b™)
2.7 ac(b' +..+ b™)

2.8 ac*a

acC*a

2.3 Jesli a,be K, to *(a+b)=x*a+x*b
Dowdd:

1. (K,—,x) jest algebra Boole’a

2. a,beK

3.(a=0vaz0)A(b=0vb=0)

4. a=b=0va=0Ab#0vaz0Ab=0vaz0Ab-0
1.1 a=b=0

1.2 *(0+0)=+0=0

1.3 *0+*0=0+0=0

1.4 *(0+0)=*0++*0

1.5 *(a+b)=*a+*b

2.1 a=0Ab#0

2.2 x(0+b)=*b

2.3 *0+*b=0+*b=x*b

2.4 *(0+b)=*0+x*b

2.5 *(a+b)=*a+x*b

3.1 a#0Ab=0

Z.
Z.
2,1

z.d.

def (1)
twierdzenie
1.3, 1.2
1.4, 1.1
z.d.

Z.
2.2
zwrotnoS¢R, 2.3, def (i1)
B15

2.5,2.3,24

2.4, 2.6

2.7, def (ii)

1.1 » 1.5

21 - 28

3

, 1

W N N

z.d.
def (1)
def (i)
1.2, 1.3
14, 1,1
z.d.
Bl11
def (i), B11
22,23
2.4, 2.1
z.d.
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3.2 *(a+0)==*a B11

3.3 *a+*0=+a+0=x*a def (i), B11
3.4 x(a+0)=*a+*0 32,33

3.5 *(atb)=*a+*b 34, 3.1

4.1 a#0Ab#0 z.d.

4.2 atomy elementu a+b sa doktadnie atomami

elementu a lacznie z atomami elementu b 2,1

4.3 atomy zwiazane relacja R z jakimkolwiek atomem elementu a+b sg
doktadnie tymi samymi atomami zwigzanymi przez R z jakimkolwiek ato-
mem elementu a lacznie z atomami zwigzanymi przez R z jakimkolwiek

atomem elementu b 4.2, def (ii)
4.4 +(atb)=x*a+*b 4.3, def (ii)
*(a+b)=*a+ *b (1.1 - 1.5]
2.1 - 25
3.1 - 35
4.1 - 44
4
d) 2.4 x0=0 )
Dowdd:
*0=0 def (i)
Ad 3.

L2 (K,—-,x,* i (K,—,x,R) weryfikuja doktadnie te same wyrazenia.
Dowdd:

1. K, —, x sg identyczne w obu algebrach Z.

2. ~ 1 A bgda reprezentowane w ten sam sposéb
w kazdej z dwdéch algebr

3. V(o)=a

4. VIMa)=+a w T-algebrze

5. V(Ma)=(b" +...+ b™) w T -algebrze

6. *a=(b' +...+ b™)

T-algebra i T -algebra weryfikuja doktadnie

te same wyrazenia 6

Whiosek:

Jezeli wyrazenie poprawnie zbudowane o jest weryfikowane przez kazda T -al-
gebre, czyli o jest ogdlnie wazne (prawdziwe) w T, to o jest weryfikowane
przez kazda T-algebre, czyli a jest tezg T. (L1, L2)

»2,3,4,5

—~ N N NN
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Etapy dowodu T VI:

1. Majac dana strukture (K,—x,*) jako T-algebre, aby skonstruowaé algebre
(K,—,x,R), trzeba okresli¢ relacje R w terminach T-algebry.

2. Lemat 1. Jezeli (K,—,x,*) jest T-algebra, to (K,—,x,R) ze zdefiniowana
relacja R (w kroku 1) jest T -algebra.

3. Lemat 2. (K,—,x,*) i (K,—,x,R) weryfikuja dokladnie te same wyrazenia.

Dowéd:

Ad 1.

Definicja relacji R za pomoca terminu operacji *:

Dla jakiegokolwiek a,be K, bRa w.t.w. dla kazdego atomu b’ elementu b istnieje

jakis atom a' elementu a, taki, ze blc*al,

Ad 2.

L1 Jezeli (K,—x,*) jest T-algebra, to (K,—,x,R) ze zdefiniowana relacja R
jest T -algebra.

Dowdd:

1. (K,—,x,*) jest T-algebra z.

2. a,beK Z.

3. bRa w.t.w. dla kazdego atomu b’ elementu b

istnieje atom a' elementu a, taki, ze blc*a' def R

4. aRa w.t.w. dla kazdego atomu a' elementu a

istnieje atom a' elementu a, taki, ze alc *al 3

5. a' moze byé¢ al dla jakiegokolwiek al 4

6. alcxal 5,4, 1, war. 2.2 (jesli

ale K, to alcxal)
7. R jest zwrotna w K (bo dla kazdego ae K

jest aRa) 2,3,4,6
(K,—,x,R) jest T -algebra 7
Ad 3.
L2 (K,—x, = i (K,—,x,R) weryfikuja doktadnie te same wyrazenia.
Dowdd:
1. K, —, x sg identyczne w obu algebrach A
2. a,beK Z.
3. V(a)=a Z.
4. VIMa)=+a w T-algebrze zZ.
5. V(Ma)=(b' +...+ b™) w T -algebrze,
gdzie b!, ..., b™ sa wszystkimi atomami
z K zwiazanymi relacja R z jakimkolwiek
atomem elementu a Z.

6. kazdy b z b', ..., b™ jest zawarty w jednym
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z *a', gdzie poszczegdlne a' sa atomami

elementu a 5, def R

7. kazdy atom zawarty w *a' jest jednym

z b, gdzie a', ..., a¥ sa wszystkimi

atomami elementu a 5, def R

8. jeshi al, ..., a~ sq wszystkimi atomami

elementu a, to (b'+..+b™)=(*a! +...+ *a") 3, 6, 7, def atomu

9. (b" +..4b™) = x(a' +..+ a) 8, war. 2.3

10. (b" +..4b™) = *a® 9, B23, 7

11. wyrazenia zawierajace M sg oszacowane

w ten sam sposob w obydwu algebrach 10

T-algebra i T -algebra weryfikuja doktadnie

te same wyrazenia 11
Whiosek:

L1 i L2 dowodza T VI.

T Vi T VI dotycza, jak juz wcze$niej wspomniano, réwniez systeméw S4

i S5. Znaczy to, ze — podobnie jak T — systemy owe posiadaja wtasno$¢ pet-

no$ci. Twierdzenia o petnosci przybieraja dla nich nastgpujaca postac:

TV Jezeli (K,—,x,R) jest S4 -algebra (S5 -algebra), to istnieje S4-algebra
(S5-algebra) (K,—,x,*), ktéra weryfikuje dokladnie te same wyrazenia
co S4”-algebra (S5”-algebra).

T VI Jezeli (K,—x,*) jest S4-algebra (S5-algebra), to istnieje S4 -algebra
(S5 -algebra) (K,—,x,R), ktéra weryfikuje dokladnie te same wyrazenia
co S4-algebra (S5-algebra).

Dowody tych twierdzei ulegaja niewielkim modyfikacjom w stosunku do
poprzednich. Dla przyktadu ukaze si¢ te modyfikacje dla T V. Wystgpuja one
tylko w drugim etapie dowodu, albowiem trzeba tu dodatkowo udowodnié, Ze

45 Latwiej mozna uchwycié sens odnosnych zaleznosci analizujac ponizszy schemat:

V(p)=a'+a?+a’+a*

V(Mp)=b'+b+b*+b*+b+b®
Ale warto zauwazy¢, ze b'cxal, ..., b* cxa’, b’cxa’, bPcxal, stad
V(Mp)==+a'++a’+xa>+xa*=+(a'+a’+a’+a*)=xa.
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spetnione sa postulaty 3.1 dla S4-algebry i 3.2 dla S5-algebry. Innymi stowy,
nalezy dotozy¢ do przedstawionego wcze$niej dowodu dla T dowody brakuja-
cych postulatéw:

€)

f)

3.1 Jesli aeK, to *xa=+=*a (dla S4-algebry)
Dowdd:

1. {(K,—,x) jest algebra Boole’a
2. acK
3. a=0 v a#0

1.1 a=0

1.2 *0=0

1.3 x*x0=+0=0

1.4 *x0=**0

1.5 *a=x*+*a

2.1 a#0

2.2 *a=(b! +..+ b™), gdzie b', ..., b™

sa wszystkimi atomami zwigzanymi
relacja R z jakimkolwiek atomem elementu a
2.3 sxa=(c! +...4¢"), gdzie ¢l .., cn

sq wszystkimi atomami zwigzanymi relacja R
z jakimkolwiek atomem b', ..., b™

2.4 ¢, ..., c" sg same powiazane relacja R
z atomami elementu a

2.5 (b" +..+ b™) = (c! +..+c")

2.6 xa=x=*a

*ka=>* *q

2,1
z.d.
def (i)
def (i)
1.2, 1.3
14, 1.1
z.d.

def (ii), 2, 2.1

def (ii), 2, 2.1, 2.2

przechodnio$¢ R,2.2,2.3
2.2,23,24
2.2,2.3,25

1.1 - 15
21 - 26
3

3.2 Jesli ae K, to *a=1, o ile a#0 (dla S5-algebry)

Dowéd:

1. {(K,—,x) jest algebra Boole’a

2. aeK

3. a=0 v a#0

1.1 a=0

1.2 x0=0

2.1 a#0

2.2 *a=(b! +..+ b™), gdzie b, ..., b™

sg wszystkimi atomami zwigzanymi relacja R

2,1
z.d.
def (i)
z.d.
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z jakimkolwiek atomem elementu a def (i1), 2, 2.1

23 bl ..., b sg wszystkimi atomami z K réwnowaznosciowosS¢ R,
2.2

2.4 (b' +..+ b™M=1 B22, 2.3

2.5 *a=1 24,22

jesli a=0, to *a=0

jesli a=1, to *a=1 1.1 - 12
21 - 25
3

Podsumowujac zawarto$¢ treSciowa artykulu, mozna powiedzie¢, ze naj-
wigcej uwagi poSwigcono algebraicznemu ujeciu syntaktyki i semantyki kilku
podstawowych systeméw wspotczesnej logiki modalnej. Jednakze gtéwnie wy-
eksponowano semantyke tych systemow, ktéra przedstawia si¢ niekiedy w lite-
raturze jako doniosla filozoficznie. Przeprowadzone zostaly réwniez, jak sig¢
wydaje, wyczerpujace analizy metalogiczne i §ciSle logiczne, ukazujace zwiazki
zachodzace migdzy modelami teoriomnogo$ciowymi wystepujacymi w semanty-
ce S. Kripkego a odpowiednimi modelami algebraicznymi.

ON THE RELATIONS BETWEEN S. KRIPKE’S
SIMPLIFIED SEMANTICS FOR THE SYSTEMS OF MODAL LOGIC
AND AN ALGEBRAIC APPROACH TO THE SYNTAX OF THESE SYSTEMS
AND THEIR SEMANTICS

Summary

The first part of this paper presents the syntax of several most important systems of
contemporary modal propositional logic. The presentation is given in two versions: typical and
algebraical. The second part deals with the semantics of the systems in question. Here one
highlights especially this semantics which is often regarded in texts as philosophically crucial. The
paper seeks to give, as it seems, exhaustive metalogical and strictly logical analyses, which show
the relations between the models of set theory, which occur in S. Kripke’s semantics, and
appropriate algebraic models. The formalization of the algebraic theorems which deal with the
completeness of the systems under analysis is the central aim of the third part of this paper.

Translated by Jan Ktos



