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DYSKRETNE WIELKQSCI FIZYCZNE
W TEORII ROWNAN ROZNICZKOWYCH

W fizyce wystepuja dwa rodzaje wielkosci fizycznych: wielko$ci ciagle i
dyskretne. WielkoS$ci ciagte charakteryzuja si¢ tym, ze dla danego uktadu moga
przyjmowac dowolna warto$¢ liczbowa z okre§lonego przedziatu liczb rzeczy-
wistych, podczas gdy wielkoSci dyskretne przyjmuja dyskretny, przewaznie
nieskoficzony zbiér wartoSci numerycznych. Wsrdd wielkosci dyskretnych wy-
réznia si¢ wielko$ci nieskwantowane i skwantowane. Przyktadem nieskwantowa-
nych wielko$ci fizycznych jest zbiér czestoSci wilasnych réznego rodzaju
uktadow drgajacych: zamocowanej na koncach struny o dtugosci ,,I”:

v

(Dn=nT,Il=l,2,3,..., (1)

zamocowanej na obrzezu membrany prostokatnej o bokach ,,a” i ,,b”:

O =7V (D2 + (D2, n,m=0,1,2, ..., )

zamocowanej na obrzezu membrany kotowej o promieniu ,,R:

n
u
o _=v =

m R nm=0,1, 2, .... 3)

We wzorach 1-3 ,,v” oznacza predkos¢ fali akustycznej, za$ pj, — n-te miej-
sce zerowe funkcji Bessela rzgdu ,,m”. Analogiczne do podanych wzory na
dozwolone czgstosci drga wlasnych znajduje si¢ dla innych uktadéw drgaja-
cych: plyt, pretow, stupéw gazu zamknigtych w réznych naczyniach (np. pi-
szczalce, rezonatorze) itp.

Jako przyktad wielko$ci skwantowanych wymienia si¢ energi¢ mikroobiektu
(atom, molekuly, jadra atomowego), jego moment pedu (orbitalny, spinowy,
catkowity), tzw. z-wa sktadowa tego momentu, energi¢ rotatora, oscylatora
kwadratowego albo promieniowania.

Tytutem egzemplifikacji przytaczamy wzory na dozwolone wartoSci energii
atomu wodoru (w przyblizeniu nierelatywistycznym):
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orbitalnego momentu pedu:

1l =w 1A+, 1=0,1,2, ..., n—-1, Q)
i jego sktadowej z-wej:

L=bm, m=0,+1,+2,£3, ...,%1 (6)

Jak wynika ze wzoréw (4)—(6), dozwolone warto$ci tych wielkoSci wyrazaja
si¢ stalymi uniwersalnymi: masg elektronu ,,m”, tadunkiem elektrycznym ,.e”,
tzw. kreskowang stata Plancka % = h : 21 oraz okre§lonymi warto§ciami nume-
rycznymi liczb kwantowych: gtéwnej ,,n”, pobocznej ,,I” i magnetycznej ,,m”.
Dlatego tez dla dowolnego atomu wodoru (a przy pewnej modyfikacji i atomu
pierwiastka wodoropodobnego) przyjmuja one stale wartosci liczbowe.

Nalezy zauwazy¢, ze wsréd wielko$ci uwazanych za skwantowane wystgpuja
i takie, ktérych warto$¢ liczbowa moze si¢ zmieniaé. Energia oscylatora czy
promieniowania jest funkcja czestosci.

Zwykle kwantowa fizyke mikroobiektéw przeciwstawia si¢ niekwantowej
fizyce obiektéw makroskopowych. Jednakze wsrdd tych ostatnich mozna wska-
za¢ niemaly zbiér uktadéw drgajacych, ktérych czgstosci sa skwantowane w
podobnym sensie, w jakim skwantowana jest energia oscylatora kwantowego
czZy promieniowania.

Warto takze zauwazy¢, ze w pewnym sensie mozna méwi¢ o swoistej quasi-
-kwantyzacji energii makroskopowych ukitadéw drgajacych. Okazuje sig, ze
energia zamocowanej na konicach struny o dlugosci 1, pobudzonej w miejscu
x = ¢ + 0 do drgan przez nadanie predkosci poczatkowej v, (przez uderzenie
mloteczkiem o szerokosci 28, jak w przypadku struny fortepianu) wyraza sie
wzorem:

(7)

2]
-
=
=

gdzie m oznacza masg¢ struny.

'"ANTichonow, A A.Samar sk ij, Uawnienija matiematiczeskoj fizyki, Mos-
kwa 1972, s. 140-142.
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Z powyzszego wzoru wynika, iz dla danej struny (state m i 1), naciagnigte;j
okreslong sita, ktéra w miejscu ¢ + & uzyskata dang predkosé poczatkowa v,
dozwolone wartoS$ci energii poszczegdlnych alikwotéw tworzg dyskretny zbidr
warto$ci odwrotnie proporcjonalnych do kwadratu rzgdu n alikwotu.

Zasadnicza réznica pomigdzy wzorami (4) i (7) polega na tym, ze w przy-
padku pierwszym E_ wyraza si¢ kombinacja algebraiczng stalych uniwersalnych,
a w drugim — wielko$ci mogacych przyjmowac (z pewnego przedziatu) wielko-
Sci zmienne. Nawet dla danej struny, naciagnigtej dana sita, zmieniajac pred-
ko$¢ poczatkowa (albo wychylenie poczatkowe) lub miejsce pobudzenia, otrzy-
mujemy rézne wartoSci na E, (z okreSlonego przedziatu).

Jest zastanawiajace, ze wystgpujace we wzorach (1)—(6) wskazniki n, I, m,
numerujace dozwolone poziomy energetyczne, dozwolone wartoSci momentu
pedu, jego sktadowej z-wej i dozwolone czestosci, otrzymuje si¢ w wyniku
rozwiazania odpowiednich réwnan rézniczkowych, czastkowych z okre§lonymi
warunkami brzegowymi. Zachowanie drgajacej struny lub membrany opisuje
rownanie falowe, mikroobiektu — w przyblizeniu nierelatywistycznym — rowna-
nie Schrodingera. Sa to czastkowe rdwnania rézniczkowe liniowe II rzgdu. Aby
rozwiazanie ktérego$ z wymienionych (i innych) réwnan opisywato zachowanie
okreSlonego uktadu lub mikrouktadu, oprécz warunkéw poczatkowych, trzeba
podaé jeszcze tzw. warunki brzegowe. Stanowia je pewne réwnos$ci matema-
tyczne charakteryzujace stan uktadu (mikrouktadu) na jego brzegu. Na przyktad,
wychylenie zamocowanej na konicach struny czy zamocowanej na obrzezu mem-
brany musi wynosi¢ ,,0” albo warto$¢ funkcji falowej w nieskoriczono$ci musi
by¢ skoriczona.

W wielu waznych dla fizyki przypadkach omawiane (i inne) réwnania czast-
kowe rozwigzuje si¢ metoda rozdzielania zmiennych, czyli metoda Fouriera.
Istota tej metody polega na tym, ze funkcje wielu zmiennych spetniajaca dane
rownanie czastkowe przedstawia si¢ w postaci iloczynu nowych funkcji, z kté-
rych kazda zalezy tylko od jednej zmiennej. W wyniku podstawienia tego ilo-
czynu do rozwigzywanego réwnania i rozdzielenia zmiennych otrzymuje si¢
kilka réwnan zwyczajnych dla poszczegélnych zmiennych. Zastosujemy te
metode do najprostszego réwnania czastkowego—réwnania falowego dla struny:

u’ (x, t) = vul (X, ©). (8)

Do tego réwnania, rozwigzywanego dla zamocowanej na konicach struny o diu-
gosci I, dodaje si¢ nastgpujace warunki brzegowe: u(0, t) = 0, u(l, t) = 0 wy-
razajace ten fakt, ze poczatek struny (x = 0) i jej koniec (x = 1) w dowolnej
chwili t nie moga si¢ wychylaé¢ z potozenia réwnowagi.
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W mysl powyzszego stwierdzenia poszukujemy rozwigzania réwnania (8) w
formie iloczynu:

u(x,t) = X(x) T(t). 9)

Po podstawieniu drugich pochodnych z (9) po x i t do (8) oraz rozseparowaniu
zmiennych, otrzymujemy uktad réwnafi zwyczajnych:

X' (x) + d*X(x) = 0 (10)
T (t) + ®* T(t) = 0, gdzie ® = vd (11)

z warunkami brzegowymi dla funkcji X:

X(0) =0, X(1) = 0. (12)
Rozwigzaniem ogdélnym réwnania (10) jest funkcja:

X(x) = A cos dx + B sin dx, (13)

w ktérej state A i B wyznacza si¢ z warunkéw (12). Zastosowanie pierwszego
z warunkéw (12) pozwala stwierdzi¢, iz A = 0. Aby przy zastosowaniu drugie-
go z warunkéw (12) otrzymaé nietrywialne rozwiazanie, trzeba przyjaé, iz:

dl=nm,n=1,2,3, ... (14)

W powyzszej rownosci n oznacza n-te miejsce zerowe funkcji sin d 1. Wzoér (1)
otrzymuje si¢ przez podstawienie d, z (14) do réwnosci ®, = v d; por. (11).

Jak wynika z przedstawionego rozumowania, dyskretne widmo czgstosci jest
konsekwencja rodzaju funkcji X(x), warunkéw brzegowych, ktére ona musi spet-
niaé, jezeli wraz z rozwiazaniem réwnania (11) ma opisywaé drgania struny.
Warto takze zauwazy¢, iz nieskoficzony ciag czestoSci wilasnych jest konse-
kwencja posiadania przez funkcj¢ sinus nieskonczonego zbioru miejsc zerowych.

Innym warunkiem fizycznym, pozwalajacym otrzymaé dyskretne widmo
warto$ci wlasnych dla odpowiedniego réwnania rézniczkowego, jest cecha jed-
noznaczno$ci rozwigzania tego rownania. Przy rozwiazywaniu réwnania falowe-
go dla membrany kotowej, réwnania Schrédingera dla atomu wodoru oraz wielu
innych réwnan, jedno z réwnan zwyczajnych (dla funkcji kata @) ma postaé:

F”(¢) + V’F(¢) = 0, (15)
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identyczna z postacia réwnain (10), (11). Trzeba tylko dokonaé¢ odpowiedniej
zmiany zmiennych. Rozwigzanie tego rdwnania jest tego samego ksztattu, co
funkcja (13). Nalezy przy tym podkreslié, ze tego ksztaltu rozwigzanie spetnia
rownanie (15), przy dowolnej warto$ci statej veR. Jezeli jednak omawiane
rozwiazanie, odpowiednio fizykalnie zinterpretowane, ma opisywac konkretna
sytuacje fizyczna (np. wychylenie czasteczek membrany, prawdopodobiefistwo
znalezienia elektronu itp.), nalezy na nie natozy¢ warunek jednoznaczno$ci:
warto$¢ omawianej funkcji nie moze ulec zmianie, gdy jej argument zmieni sig¢
o kat +2m. Spetnienie tego zadania jest mozliwe, gdy si¢ przyjmie, ze V = m,
gdzie meC. W ten sposéb wymdg jednoznacznoS$ci funkcji generuje rézne spo-
soby drgan (tzn. mody) membrany, a poSrednio i jej czesto$ci; por. (3). Porow-
nanie tej wartosci statej m z wartoSciami wtasnymi operatora z-wej sktadowe;j
momentu pedu w atomie wodoru pozwala interpretowa¢ m jako magnetyczng
liczbg¢ kwantowg o wartoSciach podanych przy réwnosci (6).

Warunkiem matematycznym i fizycznym, generujacym rézne zbiory dyskret-
nych wartosci whasnych, jest okreslono$é? rozwigzaii pewnych réwnan réznicz-
kowych. Wsréd réwnan zwyczajnych otrzymywanych przy seperacji zmiennych
wystgpuja tzw. rownania specjalne: Bessela, Legendre’a, Laguerre’a itp. Roz-
wigzan tego typu rownai poszukuje si¢ w postaci szeregdw potggowych. Aby
odpowiednie szeregi mozna bylo traktowaé jako rozwiazania wymienionych
rOwnan, musza one by¢ jednostajnie zbiezne. Wymog ten winny spelniac takze
szeregi otrzymane z pierwszych, dzigki rézniczkowaniu po odpowiednich zmien-
nych. Tylko bowiem funkcje okreslone w danej dziedzinie moga by¢ rézniczko-
wane wzgledem swoich argumentéw.

W praktyce okreslono$¢ tego rodzaju rozwiazan uzyskujemy poprzez
uwzglednienie tylko skonczonej liczby sktadnikéw (urwanie szeregu na n-tym
wyrazie)’. Matematyczne warunki zapewniajace urwanie szeregu prowadza do
zadania, aby wystepujace w rozwiazywanym réwnaniu state przyjmowaty okre-
Slone ciagi liczbowe. Na przyktad w rownaniu Legendre’a owa stata musi by¢
réwna 1(1+1), (1eC"), w rownaniu Laguerre’a — n(neN).

Omawiane funkcje (wielomiany) wystepuja w rozwiagzaniach réwnan Legen-
dre’a, Laguerre’a, Hermite’a, Bessela, a posrednio w réwnaniach czastkowych:
Schrodingera czy falowym. Dozwolone wartoSci liczby n okreSlaja energie
atomu, liczby 1 — jego orbitalny moment pgdu. Nalezy podkresli¢, ze zadanie
okreSlonosci rozwiazania réwnania majacego opisywac zachowanie konkretnego
uktadu fizycznego jest takze wymogiem fizycznym. Funkcja opisujaca drgania

2 W praktyce idzie tu nawet o ciaglo$¢ i rézniczkowalnosé.

SPor.np. HH Margenau, G. M. Murphy, Matematyka w fizyce i chemii, ttum.
B. Borkowski i in., Warszawa 1962, s. 69-87.
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membrany kotowej czy funkcja falowa okreslajaca prawdopodobiefistwo znale-
zienia elektronu w okres§lonym punkcie przestrzeni nie moga by¢ nieskoniczenie
wielkie.

Dyskretne wartosci wtasne réznych réwnan rézniczkowych (czy odpowied-
nich operatordw) lacza si¢ z metoda Fouriera rozwigzywania rdwnai czastko-
wych. W zwiazku z tym rodza si¢ nastgpujace pytania: a) o niezawodno$¢ meto-
dy rozdzielania zmiennych; b) o wptyw sytuacji fizycznej na wyboér metody roz-
wigzania rOwnania czastkowego; c) o zakres stosowalno$ci metody Fouriera; d)
o to, czy metoda ta zawsze prowadzi do dyskretnego widma czesto$ci wtasnych,
a takze e) czy dla danego zagadnienia trafnie ustalono odpowiednie réwnanie
rézniczkowe; f) czy jest ono Sciste czy tylko przyblizone; g) w jakim stopniu
przyblizono$¢ réwnania wplywa na przyblizono$¢ jego rozwiazania?

Ad a) Przy prezentacji metody Fouriera mogta zrodzi¢ si¢ watpliwos¢, czy
proponowane przez nig wyrazenie jest wta§ciwym rozwigzaniem danego réwna-
nia. W teorii réwnan rézniczkowych przeprowadza si¢ rozumowania, ktérych
wynikiem jest twierdzenie gloszace, ze znaleziona funkcja jest rozwiazaniem
i to rozwigzaniem jedynym (twierdzenie o istnieniu i jedynosci rozwigzania).
W odniesieniu do metody Fouriera istnieja dwa alternatywne sposoby uzasad-
nienia tego twierdzenia®.

Ad b) W teorii réwnan czastkowych funkcjonuja r6zne metody ich rozwigzy-
wania: metoda Fouriera, d’ Alemberta, metoda funkcji Greena. Wyboér jednej z
nich zalezy od rodzaju réwnania oraz sytuacji fizycznej, do ktorej rozwigzywa-
ne rownanie si¢ odnosi. Idzie tutaj o to, czy uklad fizyczny jest przestrzennie
ograniczony, czy nieograniczony, a w zwigzku z tym: czy dane réwnanie roz-
niczkowe rozwiazuje si¢ z warunkami brzegowymi (i poczatkowymi), czy bez
warunkéw brzegowych. Dla uktadéw przestrzennie nieograniczonych (nieskon-
czenie dluga struna, propagacja fali elektromagnetycznej w nieograniczonej
przestrzeni) réwnanie falowe rozwiazuje si¢ metoda d’ Alemberta. Dla uktadow
przestrzennie ograniczonych (struna o skoniczonej dlugosci, membrana, prze-
wodzacy cieplo pret o skonczonej dtugosci), wraz z okres§lonymi warunkami na
ich granicy, stosuje si¢ metod¢ Fouriera.

Ad c) Najogélniej mozna powiedzie¢, ze metod¢ rozdzielania zmiennych
mozna stosowa¢ do dowolnego réwnania czgstkowego, w ktérym daja si¢ rozse-
parowaé zmienne. Poza réwnaniem falowym (typu hiperbolicznego) do tej klasy
naleza takze rdwnania typu parabolicznego (réwnanie przewodnictwa cieplnego,
dyfuzji) i réwnania typu eliptycznego (réwnanie Laplace’a, Poissone’a, Helm-

“LPietrows ki, Réwnania rézniczkowe czagstkowe, ttum. F. Baranski, Warszawa 1955,
s. 163 n.
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holtza)’. Z powodzeniem omawiana metode stosuje si¢ do pewnych rodzajéw
rownan czastkowych czwartego rzgdu (rownanie poprzecznych drgan pretow,
plyt).

Wspomniano juz, ze metod¢ Fouriera stosuje si¢g do rownan czastkowych z
okreS§lonymi warunkami brzegowymi (o pewnym wyjatku bedzie mowa nizej).
W zwiazku z tym wyrazenie ,,zakres stosowalno$ci...” nalezy odnie$¢ réwniez
do warunkéw brzegowych. Rozréznia si¢ takze tzw. jednorodne i niejednorodne
warunki brzegowe. Pierwsze z nich charakteryzuja si¢ tym, ze spelnia je tez
rozwiazanie trywialne, podczas gdy drugich to rozwiazanie nie spetnia®. Meto-
d¢ Fouriera w zasadzie stosuje si¢ do réwnan czastkowych z jednorodnymi
warunkami brzegowymi. Tylko w nielicznych przypadkach réwnari z niejedno-
rodnymi warunkami brzegowymi (np. okre§lajacymi stata réznicg temperatur na
kornicach przewodzacego ciepto preta), dzigki odpowiedniemu przeredagowaniu
zagadnienia’, mozliwe jest takze zastosowanie omawianej metody.

Ad d) Nie zawsze stosowanie metody Fouriera wiedzie do dyskretnego wid-
ma wartoSci wlasnych. Klasycznym przyktadem odstgpstwa od tej prawidtowos-
ci jest przewodnictwo cieplne w nieskoficzenie dtugim precie. Brak warunkéw
brzegowych dla tego zagadnienia powoduje, ze zamiast dyskretnego pojawia sig
widmo ciagleg. W zwiagzku z tym zamiast wyrazenia ,rozwigza¢ réwnanie
czastkowe z danymi warunkami brzegowymi” w zargonie matematykow wyste-
puje zwrot ,rozwiazaé¢ dane zagadnienie brzegowe”. Dla réwnania typu elip-
tycznego formutuje si¢ je w postaci zagadnienia Stuma-Liouville’a: znaleZé
zbiér wartosci wtasnych A, dla ktérych réwnanie Au + A u = 0, z jedno-
rodnymi warunkami brzegowymi u, = 0, w obszarze D, ma nietrywialne rozwia-
zanie u(P) dla peD.

Ad e) Wigkszo$¢, jesli nie wszystkie, rownan czastkowych majacych zastoso-
wanie w réznych teoriach fizyki byta ustalana na podstawie analizy konkretnego
uktadu fizycznego i mozliwosci zachodzenia w nim okreslonego procesu. Na-
zwy ,réwnanie falowe struny”, ,réwnanie falowe membrany” czy ,réwnanie
przewodnictwa cieplnego” wskazuja na fizykalna genez¢ tych réwnan. Zwykto
sie¢ mowic, iz rownanie Schrodingera czy Diraca jest przyjete w formie postula-
tu. Przy poszukiwaniu ktéregokolwiek z pierwszej grupy réwnan postulowano
model uktadu fizycznego i zachodzacego w nim procesu. Modelem struny miata
by¢ cienka, idealnie sprgzysta, jednorodna ni¢, modelem membrany — cienka,

3 Niezalezne od czasu réwnanie Schrédingera jest réwnaniem typu réwnania Helmholtza.
®Tichonow, Samarskij, dz cyt, 41.

"LG.Aramanowicz W.LLe w in, Uawnienija matiematiczeskoj fizyki, Moskwa
1964, s. 173-186.
8 Tamze, s. 153 n.
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jednorodna, idealnie spr¢zysta powierzchnia. Dla kazdego z tych uktadéw zakta-
da si¢ ciggto$¢ odpowiednich wielko$ci (np. gestosci). Tylko bowiem przy tym
zalozeniu jest usprawiedliwione traktowanie wychylenia lub predkosci jako
ciggtych funkcji potozenia i czasu oraz jest dopuszczalne ich rézniczkowanie
odpowiednia liczba razy po tych argumentach. Model zachodzacego w takim
wyidealizowanym uktadzie procesu stanowig mate (o matej amplitudzie) niegas-
nace drgania czastek odpowiedniego oSrodka. Uwzgledniajac wymienione cechy
uktadu i procesu, przeprowadza si¢ okreS§lone rozumowania matematyczne,
ktérych rezultatem jest dane réwnanie. W tych rozumowaniach wykorzystuje si¢
jako przestanki rézne prawa fizyki (np. II prawo Newtona, zasade d’ Alemberta,
zasade zachowania energii).

Trzeba zauwazyé, ze réwnanie Schrodingera lub Diraca nie jest zupetnie
dowolng formuta matematyczna. Mozna by sobie wymys§li¢ wiele formalnie po-
prawnych takich rownan. Przy poszukiwaniu omawianych réwnan brano pod
uwage fakt, ze musza one opisywaé zjawiska kwantowe (obecno$¢ statej
Plancka), spelnia¢ wymogi szczeg6lnej teorii wzglednosci (réwnanie Diraca).
W procedurze ustalajacej postac analityczng rdwnania odwotywano si¢ do ana-
logii (optyczno-mechanicznej w przypadku réwnania Schrédingera) oraz doko-
nywano pewnych uogélnien (np. formy hamiltonianu w réwnaniu Diraca). Po-
niewaz wymienione czynnos$ci nie spetniaja rygoréw rozumowan niezawodnych,
potraktowane sa jako cenne wskazowki przy postulowaniu takiej, a nie innej
formy réwnania.

Dla poprawno$ci sformulowania przynajmniej niektérych z omawianych
rownan istotne znaczenie ma takze fakt funkcjonowania alternatywnych sposo-
béw ich wyprowadzania z wykorzystaniem praw o duzym stopniu ogélnosci i
dostatecznie dobrze stestowanych empirycznie. Przyktadem moze by¢ wyprowa-
dzenie réwnania falowego i przewodnictwa cieplnego w oSrodkach ciagtych.

Ad f) W zasadzie wszystkie rOwnania czastkowe wykorzystywane w fizyce
sq rOwnaniami przyblizonymi, choé stopief przyblizenia réznych réwnan jest
rézny. Przy wyprowadzaniu tych réwnan czyni si¢ rézne zalozenia upraszczaja-
ce natury fizykalnej, ale i matematycznej. Do pierwszych zaliczy¢ trzeba
zalozenie o matosci drgan i zaniedbywanie sit dyssypatywnych przy wyprowa-
dzaniu réwnafi falowych struny i membrany, pomijanie Sci§liwosci, lepkosci,
ruchéw makroskopowych oraz zalezno$ci od temperatury przewodnictwa ciepl-
nego, przy formutowaniu réwnania przewodnictwa cieplnego, efektow relatywis-
tycznych w réwnaniu Schrodingera itp. Z uproszczeniami matematycznymi ma-
my do czynienia, gdy pomijamy zmiany dtugos$ci struny lub powierzchni mem-
brany podczas drgan albo gdy dla matych katéw przyjmujemy, ze cosow = 1,
a sina. = 0.
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Ad g) Problem ,,przekazywania” przyblizonoSci z twierdzei na ich konsek-
wencje w rozumowaniach wykorzystywanych w fizyce wymaga oddzielnego
omoéwienia. Tutaj poruszamy go tylko w stopniu pozwalajacym odpowiedziec
na postawione pytanie. Wydaje si¢, ze mozna méwié przynajmniej w dwu zna-
czeniach o przyblizonoSci konsekwencji danego réwnania rézniczkowego. Przy
jednym z nich przyblizonos$¢ konsekwencji przejawia si¢ w niewystgpowania w
niej okreSlonej zalezno$ci jednej wielko$ci od innej (innych) wielkoSci. W
drugim znaczeniu przyblizona konsekwencja to tyle, co przyblizona réwno$c
pomiedzy dang a inng wielkoS$cia. Przyktadem konsekwencji przyblizonej w
pierwszym znaczeniu jest niezalezno$¢ wychylenia czastek struny lub membrany
od wspétczynnika ttumienia w rozwigzaniu rownania falowego albo niewystgpo-
wanie liczby kwantowej 1 (lub j) w wyrazeniu na energi¢ okres§lonego poziomu
energetycznego atomu.

Rozwiazania ogdélne wielu réwnan czastkowych (falowego, przewodnictwa
cieplnego, dyfuzji, Schrodingera) stanowia odpowiednie szeregi. W praktyce
uwzlednia si¢ skoficzona i to niewielka liczbe sktadnikéw takiego szeregu. Tak
rozumiane przyblizone konsekwencje wystepuja w bardzo wielu przypadkach,
z jakimi ma do czynienia fizyka. Jednakze tego rodzaju przyblizono$¢ nie jest
warunkowana przyblizono$cia réwnania, lecz postacia jego rozwigzania.

Reasumujac powyzsze uwagi wypada stwierdzié, iz konsekwencje réwnan
czastkowych sa przyblizone gtéwnie w pierwszym znaczeniu. Mimo to w wielu
sytuacjach fizycznych réwnania i ich rozwiazania zadowalajaco oddaja za-
chodzace w badanych uktadach procesy. Jezeli za$ zachodzi konieczno$¢ postu-
zenia si¢ doktadniejszymi danymi o uktadzie (np. uwzglednienie wplywu sit
dyssypatywnych na zamieranie drgani lub zmiang ich czgsto$ci albo uwzglednie-
nie efektéw relatywistycznych w atomie), rOwnania przyblizone zastgpuje sig¢
réwnaniami doktadniejszymi (cho¢ nadal przyblizonymi) i dla nich poszukuje
si¢ odpowiednich rozwiazan.

Na zakoficzenie tych rozwazah wspominamy jeszcze o majacym podstawowe
znaczenie dla fizyki atomu rozstrzygnigciu przez mechanike kwantowa Schro-
dingera odnos$nie do pobocznej (zwanej takze orbitalna) liczby kwantowej. W
starszej teorii kwantéw istniaty racje pozwalajace (przy danej liczbie ,n”)
przypisywac jej dwa nieco rézne ciagi liczbowe. Z rozwazan Bohra-Sommerfel-
da wynikato, ze azymutalna liczba kwantowa n, powinna przyjmowac¢ wartosci
1, 2, 3, ..., n. Systematyka widm atomowych wskazywata na to, ze zamiast n,
winno si¢ wprowadzi¢ 1 = n, — 1=0,1, 2, .. n- 1. Rozwiagzanie rownania
Schrodingera dla atomu wodoru wskazywato, ze nalezy wybra¢ druga z mozli-
wosci; por. (5).



