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1. OGOLNY SCHEMAT FILOZOFII MATEMATYKI LAKATOSA
1. Opozycja Lakatosa wzgledem "dogmatyzmu"

Filozofia matematyki byla pierwsza dziedzing badan, jaka zajal sig¢, znany ze
swojej pdzZniejszej koncepcji programéw badawczych, wegierski filozof nauki
Imre Lakatos!. Jego refleksje nad matematyka wyrastaly z badaii nad tym eta-
pem historii matematyki, ktéry przyczynil si¢ do powstania nowych dzialéw
matematyki, co w pewnym okresie wigzalo si¢ z kryzysem w podstawach mate-
matyki i z bezskuteczng préba unifikacji matematyki’. Po wyjezdzie z Wegier
na Zachdd w koficu lat pieédziesiatych Lakatos pisze prace doktorska poswigco-
na historycznej analizie dowodu hipotezy Eulera-Descartesa®. Nieco pézZniej
uzupetnia te badania analiza powstania dowodu hipotezy Leibniza. Badania te
zostaly zamieszczone w wydanej w 1976 r. ksiazce Proofs and Refutations.

Istotnym elementem tych analiz jest dostrzezenie pojawienia sig w XIX w.
nowej metody badafi. Metoda ta zostata nazwana przez Lakatosa metoda "dowo-
déw i kontrprzyktadéw" (proofs and refutations). Dokonujac analizy wskazanej
metody Lakatos dochodzi do pogladéw, w ktérych przeciwstawia si¢ wszelkiemu
"dogmatyzmowi" w matematyce, tzn. uwaza, iz rozwdéj dokonujacy si¢ w matema-
tyce nie polega na cigglym wzroscie raz na zawsze ustalonych twierdzen, lecz

! Pozycje, w ktérych Lakatos przedstawit swoje poglady na temat rozwoju matematyki, ograniczaja sie
praktycznie do nastgpujacych: Proofs and Refutations. Cambridge 1976. Infinite Regress and Foundations of
mathematics. "Proceedings of Aristotelian Society” Supplementary Volume 34: 1962; A renaissance of
empiricism in the recent philosophy of mathematics. "Proceedings of the International Colloquium in the
Philosophy of Science" Amsterdam 1967 s. 199-202.

2 Préby te przebiegaly w duchu redukcjonistycznym i polegaty najpierw na redukcji matematyki do
logiki; nastgpnie po klgsce tego programu pojawilty si¢ proby sprowadzenia matematyki do teorii mnogosci
czy do teorii kategorii.

3 Hipoteza ta ukazuje zwiazek pomiedzy iloscia $cian, wierzchotkéw i krawedzi dowolnego wielo$cianu:
m + n - p = 2, gdzie m — ilo§¢ wierzchotkéw, n — ilo$¢ Scian, p — ilo$¢ krawedzi.
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sprowadza si¢ do ewolucji metod stosowanych w matematyce czy polega wrgcz
na pojawianiu si¢ nowych metod badawczych. W matematyce nie ma wigc twier-
dzen — sa tylko hipotezy, natomiast dowody tzw. twierdzei petnig rolg (wraz
z kontrprzykladami) generatoréw poje¢. Dowdd nie ukazuje prawdziwosci twier-
dzen, lecz jest metoda wskazujaca na istnienie pojec.

Sadze, ze w tym ujeciu zawiera sig calkowicie nowe spojrzenie na znaczenie
nie opowiada si¢ Lakatos tym samym za sceptycyzmem. Warto§¢ matematyki
polega wedtug niego na doskonaleniu metod badawczych oraz na odkrywaniu czy
konstruowaniu nowych pojeé (w swoich rozwazaniach Lakatos pomija kwesti¢
sposobu istnienia poje¢ matematycznych). Tym samym przeciwstawia si¢ Lakatos
trzem interpretacjom matematyki, ktére pojawity si¢ na przelomie XIX i XX
w., tj. intuicjonizmowi, formalizmowi i logicyzmowi*. Opozycja wzgledem tych
kierunkéw filozoficznych idzie znacznie dalej, sigga poza elementy "dogmaty-
czne" zawarte w tych filozofiach. Kierunki te w sposéb programowy odrzucaly
(w duchu pozytywistycznym®) wszelkie "glebsze" interpretacje filozoficzne doty-
czace natury obiektéw matematycznych, problemu prawdy itp. Réwniez uznawaty
za nieistotne i niepotrzebne do zrozumienia matematyki badania nad historia
matematyki. Wedtug Lakatosa nie mozna rozdziela¢ historii i filozofii matematy-
ki. Filozofia ukazuje funkcjonujace w matematyce metody, natomiast historia
matematyki pozwala zobaczy¢é sposéb funkcjonowania tych metod. Oczywiscie
sposéb funkcjonowania metod badawczych ujawnia si¢ rowniez w pracy tworczej
konkretnego matematyka, jednak badania historyczne pozwalaja na szersze i
bardziej obiektywne spojrzenie.

2. Zwiqzek teorii Lakatosa 7 empiryzmem

Koncepcja Lakatosa, ktéra wytania si¢ w ramach opozycji przeciw dogmaty-
zmowi, mieSci si¢ w nurcie empirycznych filozofii matematyki reprezentowanych
przyktadowo przez Johna St. Milla czy Kalmara (por. przypis 17). Nie oznacza
to jednak, iz w koncepcji tej pojecia matematyczne czy metody stosowane w ma-
tematyce maja swa genezg w §wiecie empirycznym. Matematyka jest autonomicz-
na i ma charakter obiektywny. Autonomia matematyki oznacza, Zze powstajace
pojecia i metody matematyczne sa generowane przez samg matematyke, nato-
miast obiektywno$¢ polega na tym, iz ptodnos$¢ pracy danego matematyka zalezy

* Twoércami tych kierunkéw filozofii matematyki byli matematycy: Bertrand Russell, Gotlob Frege
(logicyzm), Arend Heyting, Luitzen E. J. Brouwer (intuicjonizm), Paul Bernays, David Hilberd (forma-
lizm).

5 Analizy Lakatosa sa w gléwnej mierze atakiem na pozytywistyczne interpretacje matematyki. Ten
antypozytywizm Lakatosa znalazt petniejszy wyraz w jego pdZniejszej teorii programéw badawczych.
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od podporzadkowania si¢ jego umystu "ideom" matematycznym. Sadze, iZ mozna
umiesci¢ poglady Lakatosa "ponad" empiryzmem genetycznym oraz metodologicz-
nym. Istota problemu zostaje przeniesiona na zupetnie inna plaszczyzne i spro-
wadza si¢ do poszukiwania sposobu funkcjonowania mechanizméw, ktére prowa-
dza do pojawiania si¢ nowych pojeé. Nazwe poglady Lakatosa "empiryzmem me-
tod", gdyz to wilasnie autonomiczne metody tworza §wiat matematyki, w ramach
ktérego mozemy dopiero méwi¢ o sposobie i charakterze funkcjonowania tych
metod.

Empiryzm Lakatosa objawia si¢ poprzez:

1. indukcje w matematyce;

2. mechanizm testowania teorii matematycznych — polega on na tym, iz
"rzeczywisto$cia", ktéra stuzy do testowania powstatych juz teorii matematy-
cznych, jest obszar twoérczo$ci matematykéw. Tym samym w znaczny sposéb
zostaje dowarto$ciowany indywidualny proces twoérczy.

Sadze, iz w indukcji, o ktérej wspomina Lakatos, mozna wyrézni¢ dwa aspek-
ty:

1. powstajace nowe teorie przebudowuja znaczenie i sens teorii juz istnieja-
cych. Ten mechanizm nazwalbym "indukcja znaczenia"; nowe teorie jako "fakty"
zostaja "uogdlnione” w nowe znaczenie juz istniejacych teorii;

2. wchodzace do matematyki nowe teorie nieformalne podlegaja w trakcie
rozwoju procesowi formalizacji. Ten mechanizm okreslitbym jako "indukcje
formalizacji" — nowo powstajace teorie zostaja uogdlnione do teorii coraz bar-
dziej abstrakcyjnych, dzigki czemu mozliwe jest poddawanie ich w coraz wigk-
szym stopniu pod rygor metodologii euklidesowe;.

Doktadniejsza analize¢ testowania teorii matematycznych przedstawi¢ w roz-
dziale drugim. Istotny bedzie kontekst historyczny, poprzez ktéry ukazg¢ mecha-
nizm generowania nowych pojeé. Natomiast mechanizm dziatania indukcji w
matematyce przedstawi¢ w rozdziale trzecim. Problematyka poruszana w tych
rozdzialach jest jednak szersza od dwéch powyzszych aspektow.

3. Indukcjonizm Lakatosa a dedukcjonizm Poppera

Najpierw chcialbym jednak skoncentrowad si¢ na tym, co w gruncie rzeczy
oznacza indukcjonizm Lakatosa w odniesieniu do matematyki. Nie analizujac na
razie, jak dziata sama indukcja, chciatbym pokazaé, iz rola indukcji w matematy-
ce jest analogiczna do roli dedukcji w koncepcji Karla Poppera. W tzw. dedu-
kcjonizmie Poppera istotng role odgrywaja hipotezy, ktére poddawane sa cig-
gtym procesom falsyfikacji i weryfikacji (wlasciwie korroboracji). Hipotezy (a
wlasciwie wnioski) dedukcyjnie wyprowadzane z hipotez konfrontowane sa ze
zdaniami bazowymi (sa to proste czasowo-—przestrzenne wyrazenia), ktére w
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duzym stopniu przyjmowane sa w sposéb konwencjonalny. Hipoteza, ktéra zo-
staje sfalsyfikowana, jest odrzucana i zastgpuje si¢ ja nowa hipoteza poddawana
tym samym procesom. Wedtug Poppera w tym ciagtym procesie falsyfikacji zbli-
zamy sie jednak do prawdy®. Pomijajac rézne kontrowersje i polemiki wokét
koncepcji Poppera, chce zwréci¢é uwage na analogi¢ mechanizmu rozwoju nauk
empirycznych wskazanego przez Poppera, do tego mechanizmu, ktéry ukazuje
Lakatos w rozwoju matematyki.

Mozemy przyjaé, iz rolg zdain bazowych pelnia teorie nieformalne, ktére
wchodza w konflikt z istniejacymi juz czeSciowo sformalizowanymi teoriami. Sam
proces formalizacji pelni analogiczna rolg, jak proces falsyfikacji. Jesli formali-
zujaca si¢ teoria staje si¢ nieczula na wpltyw ze strony nowych teorii nieformal-
nych, zostaje odrzucona (przestaje odgrywaé istotne znaczenie). Teoria tym
bardziej zbliza si¢ do prawdy, im peilniej, posuwajac si¢ w procesie formalizacji,
jest zdolna przyjmowac nowe znaczenia ukazywane przez nowe teorie nieformal-
ne.

2. METODA DOWODOW I KONTRPRZYKEADOW
1. Powstanie metody dowodow i kontrprzyktadow

W XIX w. zostata odkryta metoda, ktéra data duze wyniki, a do jej odkrycia
przyczynili sig Cauchy, Abel i Seidel. Lakatos poddaje analizie t¢ metodg, pa-
trzac na jej "rodzenie si¢" w kontekscie historycznym’. Nie analizuje natomiast
tego, w jaki spos6b metoda ta stata si¢ czgScia matematyki, wytwarzajac nowy
prad myslowy®. Jest to wtasnie metoda dowodéw i kontrprzyktadéw.

Analiz¢ odkrycia tej metody zaczng od przedstawienia prawa ciagtosci Leibni-
za, ktére brzmi: "W kazdym domniemanym przejSciu, konczacym si¢ na jakim§
kresie, dozwolone jest ustanowienie pewnego ogdllnego rozumowania, ktérym
obja¢ mozna takze koricowy kres"’.

Prawo to jest jedna z podstawowych zasad filozoficznych, na ktérych opierat
si¢ Leibniz, tworzac rachunek "nieskoriczenie malych". Z prawa tego wynika, iz

6 Istotne jest zafascynowanie si¢ Poppera definicja prawdy Alfreda Tarskiego i wiaczenie tej koncepcji
do teorii rozwoju nauki.

7 Proofs and Refutations dodatek 1 s. 127-134.

8 Powstanie tego nowego pradu mysSlowego wiazato si¢ z préba artymetyzacji analizy rozpoczeta na
poczatku XIX w. Préba ta miala na celu usci§lenie pewnych poje¢ analizy matematycznej takich, jak
ciaglos¢, funkcja, catka, nieskoriczono$¢ itp. i doprowadzita do powstania nowych dzialéw matematyki np.
topologii i teorii mnogosci. Proba ta byla analogiczna do programu Kartezjusza arytmetyzacji geometrii,
ktéry znalazt realizacje w stworzonej przez niego geometrii analitycznej.

°G.W. Leibniz Early Mathematical Manuscripts. Chicago 1920 s. 147.
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np. pojecie granicy jest zalezne od pojecia ciaglos$ci (tzn. pojecie granicy powin-
no by¢ takie, aby ciaglo§¢ w przejSciu granicznym byta zachowana), a "nieskoii-
czenie mala" (rézniczka) musi byé liczba, jako graniczny przypadek pewnej
skoficzonej wielko$ci liczbowej. Cauchy natomiast odwrdcil ten warunek uzale-
zniajac pojecie ciaglosci od pojecia granicy. Poza tym, prébujac nadaé Scista
posta¢ analizie matematycznej, Cauchy definiuje pojecie ciaglosci i granicy oraz
probuje podaé dowdd tzw. hipotezy Leibniza, ktéra stanowita matematyczng
wersje prawa ciagtosci (granica ciagu funkcji ciagtych jest funkcja ciagta)'®.
Przez caty czas hipoteza ta uznawana byta za niewatpliwie stuszna i nie wy-
magajaca dowodu. I dopiero kiedy Cauchy podal definicj¢ ciagtosci okazato sie,
ze istnieje jednak potrzeba dowodu hipotezy ciaglos$ci. W kontekScie definicji
cigglosci Cauchy’ego (jak réwniez definicji granicy i ustalenia pojgcia funkcji)
hipoteza ciagtoSci wychodzita z gaszcza przedzatozen filozoficznych, uzyskujac
konkretng matematyczna posta¢. Cauchy podal jej "btedny" dowdd. Okazato sig
réwniez, iz pewne funkcje Fouriera!!, reprezentowane przez szeregi trygonome-
tryczne, sa nieciagte w sensie ciagtosci Cauchy’ego, a wigc stanowia kontrprzy-
ktady do pierwotnej hipotezy. Dokladna analiza dowodu Cauchy’ego (dokonana
przez Seidla'?) wykryta lemat, ktéry odpowiedzialny byt za to, iz pozornie stu-
szne rozumowanie, oparte na prawdziwych zatozeniach, prowadzi do falszywych
wynikéw. Tym "winnym" lematem byl pomyst jednostajnej zbiezno$ci. Ta zbie-
zno§¢ nie wystgpowala w przyktadach Fouriera. Wystarczyto wigc dolozyé do
zalozei wymaganie jednostajnej zbiezno$ci i rozumowanie zachowywato waznos¢.
Hipoteza ciagtosci zostata wigc zachowana, tylko uzyskata nowe znaczenie.
Mozna powiedzie¢, ze w dowodzie Cauchy’ego nie bylo btedu, lecz brak
istotnego pojecia. "Blad" w dowodzie oznaczal wigc, Zze to puste miejsce musi
by¢ czyms$ zapetnione, domagato si¢ ono pojecia jednostajnej zbieznosci. "Bled-
ne" dowody sa wigc generatorami poje¢ w matematyce. Oczywiscie, uznanie
btedu zalezy od przyznania danym przyktadom statusu kontrprzykitadéw, a to z
kolei zalezy od wtaSciwej precyzacji poje¢ wystepujacych w tzw. Kkontrprzykta-
dach. A wigc reasumujac: dazno$¢ do sprecyzowania pewnych poje¢ matematy-
cznych rodzi dowody i kontrprzyktady, z ktérych wytaniaja si¢ nowe pojecia. W
powyzszym przykladzie takim pojeciem stato si¢ pojecie jednostajnej zbieznoSci.
Istotne w tym przyktadzie jest to, iz wedlug Lakatosa Seidel po raz pierwszy w

10 Hipoteza ta w ramach wspomnianych ustaleni staje si¢ poczatkiem nowego programu badawczego w
sensie Lakatosa (gdy zastosujemy koncepcje programéw badawczych do matematyki) i tworzy jadro tego
programu.

'], Fourier. Memeire sur la Propagation de la Chaleur dans les Corpe Solides. Paris 1808 s. 112-
-116.

12 Odkrycia tego dokonat Seidel w 1847 r. Jednak pojeciem zbieznosci jednostajnej postuguje sie
Weierstrass juz w 1841 r. dla szeregéw potggowych.
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sposéb wyraZzny zastosowal w rozumowaniu metod¢ dowoddéw i kontrprzyktadéw
w odréznieniu od czesto wéwczas stosowanej metody exception-barring'>. Tak
np. Abel po analizie dowodu Cauchy’ego (wedlug niego poprawnego) oraz
kontrprzyktadéw Fouriera, chcac zachowal czysto$§¢ matematyki, proponowal
ograniczenie si¢ tylko do przypadku szeregdw potggowych, ktérych kontrprzykta-
dy nie dotykaly. Tym samym stosowal metod¢ exception-barring. Metoda ta nie
jest tworcza, chociaz pozwala zachowac poprawno$¢ rozumowan i wnioskéw. Nie
prowadzi jednak do nowych wynikéw, ograniczajac czasami w spos6b zbyt drasty-
czny pole badan. Natomiast w metodzie dowodéw i kontrprzyktadéw nie ograni-
cza sig¢ pola zasiggu zaprzeczonego przez kontrprzyklady twierdzenia, lecz wzbo-
gaca si¢ warunkowe rozumowanie tego twierdzenia o nowe pojecia. Stanowia
one jakby nowe "cegly" zapelniajace "luki" w budowli dowodu.

2. Znaczenie metody dowodow i kontrprzyktadow dla matematyki

Metoda dowoddéw i kontrprzyktadéw jest szczegélnie widoczna w momentach
przetomowych, kryzysowych, bowiem wéwczas metoda exception-barring ukazuje
swa bezsilno$¢. Jesli uciec by si¢ do pewnych biologicznych poréwnan, to wow-
czas metoda exception-barring jest odpowiednikiem mechanizmu funkcjonujacego
w procesie selekcji naturalnej, ktéry dba o "czysto$¢ i site" gatunku. Jednak w
przypadku, gdy zmiany w Srodowisku sa zbyt duze, mechanizm wybierania jedno-
stek silnych poprzez odrzucanie stabszych jest niewystarczajacy i moze doprowa-
dzi¢ do zagltady calego gatunku. Podobnie jest w momentach kryzysowych w
matematyce. Matematyka, natrafiajac na nowe obszary badai, potrzebuje nowych
metod i pojeé. Gdy ich nie ma, jej rozwdj zaczyna si¢ blokowaé i wrecz zatrzy-
muje si¢. Zadziatanie w tym momencie metody dowoddéw i kontrprzyktadéw jest
gwarantem powstania nowych metod konkretnych badai. Metoda ta pelni analo-
giczna rolg¢ jak mechanizm funkcjonujacy przy wykorzystywaniu mutacji, ktéry
umozliwia przetrwanie gatunku, a czesto wytwarza catkiem nowe, ktére potrafia
funkcjonowa¢ w zmienionym Srodowisku. Kiedy po "rewolucji" Cauchy’ego meto-
da dowoddéw i kontrprzyktadéw weszta stopniowo do matematyki, zaczela wytwa-
rzaé nowe metody. Na bazie tych metod powstaly nowe dzialty matematyki. Sa-
dzg, iz w ramach tych metod powstata teoria miary, jak réwniez topologia oraz
teoria mnogosci.

Istota tych metod sprowadza si¢ do nastgpujacego okreslenia: definiujemy
pewna matematyczna strukturg czy operacjg, nastgpnie analizujemy, jaka powin-
na by¢ natura obiektéw, ktére umieszczamy w danej strukturze. Istotne staje sig

13 Metoda exception-barring (wytaczenie wyjatku) jest w duzej mierze stosowana w takich dziatach
matematyki jak arytmetyka czy algebra.
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"globalne" ujecie danego obiektu matematycznego. Badajac w ramach tej metody
np. problem catkowalno$ci funkcji, nie dokonujemy klasyfikacji funkcji poprzez
wyszczegllnienie pewnych klas funkcji catkowalnych (np. funkcji potggowych,
wymiernych), lecz analizujemy sama funkcje i jej wlasnosci (szukamy tych wia-
sno$ci funkcji, ktére decyduja o tym, ze funkcja jest calkowalna). W ten sposéb
odnalezione wtasnosci wytwarzaja najczesciej zupetnie nowe pojecia. Tego rodza-
ju poje¢ powstalo w matematyce w tym okresie bardzo wiele (niewspdétmiernie
wiele wobec wcze$niejszego okresu rozwoju matematyki).

Istnieje mozliwo$¢, iz metoda dowoddéw i kontrprzyktadéw moze by¢ rozumia-
na niewtasciwie. W swojej do§¢ mocno uproszczonej formie jest ona uznawana
przez matematykéw za oczywistg. Nikt nie przeczy, ze proby dowodu danej
hipotezy sktadaja si¢ z réznych rozumowan, ktérych poprawno$¢ kontrolowana
jest przez kontrprzyktady. I nie to jest istotne w metodzie dowodéw i kontr-
przyktadéw. Kontrprzyktady nie obalaja twierdzei,, lecz zmieniajg znaczenia
poje¢ uzywanych w dowodzie. Natomiast to, czy dane przyklady zostana uznane
za kontrprzyklady, zalezy od wczes$niejszych ustalen terminologicznych (a wigc
od tego, jakie znaczenie przypiszemy "niedopracowanym" pojeciom; kazde poje-
cie moze sta¢ si¢ pojeciem niedopracowanym w kontekScie nowo powstalej
struktury matematycznej).

Istnieje wigc Scisly zwigzek pomigdzy kontrprzyktadami a dowodem (i defini-
cjami pojeé wystepujacych w dowodzie), ktérego dotycza. Poniewaz kazdy "bted-
ny" dowdd moze sta¢ si¢ "przodkiem" nowego pojecia, wigc istota tego nowo
powstatego pojecia w jakim§ sensie zawiera si¢ w kontrprzykladzie.

W metodzie dowodéw i kontrprzyktadéw kontrprzyktady maja specyficzne
znaczenie:

Po pierwsze, nie maja jednoznacznego statusu. Kazdy kontrprzyktad jest
kontrprzyktadem dopiero w kontekscie jakiej$ teorii czy struktury matematy-
cznej. Wiec kontrprzyklad moze wyznaczaé nowa teorig, nie obalajac starych
struktur, ktérych dotyczyt.

Po drugie, pewne "dziwaczne" konstrukcje uzyskuja w matematyce duza range.
Poza metoda dowodéw i kontrprzykladéw konstrukcje te bywaja traktowane
wylacznie jako ciekawostki, nie majace istotnego znaczenia dla matematyki
(ewentualnie jako tylko "nieco" ograniczajace zasigg twierdzen). Natomiast w
ramach metody dowodéw i kontrprzyktadéw nawet jeden, najbardziej "dziwaczny"
przyklad jest najzupeiniej wystarczajacy (nie do tego, aby obali¢ twierdzenie,
lecz do tego, aby ukaza¢ jego nowe znaczenie i tym samym wytworzy¢ niekiedy
nowg teorig¢). Przypuszczam, iz stad wzieta sig w koncu XIX w. oraz w wieku
XX moda na kontrprzyklady "podwazajace" wiele wczesniej osiagnigtych rezulta-
tow. Nie wszystkie oczywiScie petnity rolg teoriotwoércza, lecz potencjalnie mialy
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te mozliwos¢é, a czesto ukazywaly glebszy sens wczesniej bezkrytycznie przyjmo-
wanych faktéw!'*.

3. Podejscie heurystyczne w matematyce

W stylu dedukcyjnym, ktéremu Lakatos przeciwstawia styl heurystyczny,
dokladna lista aksjomatéw i zdefiniowanych poje¢ w gruncie rzeczy zamyka cala
teori¢ na nowe pomysty i autentyczna twoérczos¢. Styl dedukcyjny realizuje ideal
euklidesowy uprawiania matematyki'>. Przez ponad dwa tysiace lat ten ideat
byt przypisywany matematyce. Nie zastanawiano si¢ zbytnio nad tajemniczoScia
tego, iz "komplikowanie" aksjomatéw i pierwotnych pojeé (zapisywanie ich w
bardziej zawitej i mniej jasnej postaci) ma prowadzi¢ do sukceséw matematyki,
jako narze¢dzia ujmowania rzeczywistoSci.

Jednak widoczne jest, iz w tworczych i kryzysowych okresach rozwoju mate-
matyki metoda "komplikowania" aksjomatéw nie dziala w kierunku postepu, lecz
zaczyna blokowaé prawdziwie twoércze dziatania. To sugeruje, iz pod pozornie
przewodnia metoda euklidesowa tkwig inne metody, ktére rzadza rozwojem
matematyki. Sa to metody, ktére kieruja zarazem procesem twoérczym matematy-
ka. W metodach tych umyst rozpoczyna pracg, majac uprzednio pelno idei, ktére
kieruja mySleniem, nadaja sens przyjmowanym aksjomatom i pojeciom. Istota
tych metod jest styl heurystyczny, w ktérym wysuwa si¢ $miate hipotezy, podaje
kontrprzyktady, prébne dowody itd. Kontrprzyktady nie obalaja hipotez, lecz
walcza o swoje uznanie. W momencie, gdy zostang uznane, zmieniaja sens przyj-
mowanych hipotez, wrgcz wytwarzaja nowe teorie nieformalne. Celem dzialalno-
Sci tworczej w stylu heurystycznym nie jest otrzymanie twierdzenia (w stylu
heurystycznym nie ma twierdzen, sa tylko hipotezy), ktére wzbogacitoby matema-
tyke o nastepny nieomylny i niezbity fakt. Celem tej dzialalnoSci jest ciagla
ewolucja hipotez, ktére w trakcie rozwoju moga wytwarza¢ nowe pojgcia i meto-
dy. W odréznieniu od stylu dedukcyjnego, ktéry nurty mysSlowe doprowadza do
stagnacji po pewnym etapie rozwoju, styl heurystyczny "wychwytuje" szczegdlnie
ptodne kierunki badai i narzuca je sposobom myS§lenia. Powstata teoria mate-
matyczna w swojej logicznej strukturze jest taka, jak "logiczna" struktura twor-
czo pracujacego umystu. Te¢ strukture tworza metody heurystyczne.

Wynika stad, iz nie do utrzymania jest podzial na kontekst odkrycia i kon-
tekst uzasadnienia zupelnie wyczerpujacy przestrzen funkcjonowania dziatalnosci
naukowej. "Heurystyka" nie jest umieszczona ani w jednym, ani w drugim konte-

4 Jako przyklad moze shuzy¢ konstrukcja zbioru Cantora lub funkcji Weierstrassa ciaglej i nierdz-
niczkowanej w zadnym puncie.

15 Por. Proofs and Refutations dodatek 2.
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kScie. Jest logicznym wzorem postepu nauki. Nie znaczy to jednak, ze jedno-
znacznie i nieomylnie prowadzi ona do rezultatéw (jednak bedac logika postepu
naukowego, czgsto zmienia granice migdzy kontekstem odkrycia i kontekstem
uzasadnienia np. poprzez wlaczanie sposobéw mys$lenia do logiki).

Bardzo dobrze widaé przewage stylu heurystycznego nad dedukcyjnym przy
analizie dowodu hipotezy ciagtosci. Réwniez przy tej analizie staje si¢ widoczny
mechanizm funkcjonowania tego stylu.

Ukazujac mechanizm dziatania stylu heurystycznego, Lakatos uzywa jezyka
heglowskiego. Hipoteza ciagloSci Leibniza jest teza, w ktérej tkwia rézne mozli-
wosci rozwoju, a zaleza one od ustaled terminologicznych. W momencie, gdy
Cauchy ustala definicj¢ ciaglosci i postanawia jej nie zmienia¢, mimo wido-
cznych sprzecznos$ci, jego definicja legalizuje kontrprzyktady Fouriera. Tak na-
prawde dopiero w tym momencie przyktady Fouriera (w ktérych pewne funkcje
nieciagte byly przedstawiane za pomoca szeregu funkcji ciaglych) mogty staé sig
kontrprzyktadami do hipotezy ciagtosci. Gdy pojecie ciaglo$ci nie bylto jeszcze
ustalone, mozna bylo prébowaé uzgodni¢ przyktady Fouriera z hipoteza np. w
inny sposéb interpretujac ciaglosé lub pojecie funkcji'®. Definicja ciaglosci pod-
niosta tez¢ (hipotezg ciagtos$ci) na wyzszy poziom, tworzac wraz z kontrprzykta-
dami Fouriera "negatywne pole" antytezy. "Pozytywnym polem" antytezy byt
dowdd Cauchy’ego. Dowdd ten stat sig "przodkiem" pojecia jednostajnej zbiezno-
Sci, ktére mozna okres§li¢ mianem syntezy. Widoczne jest, iZ samo pojecie mate-
matyczne okresla kierunek rozwoju matematyki, a jego pojawienie si¢ jest zde-
terminowane mechanizmem, ktéry powoduje rozwdj matematyki.

Wtasnie ten przyktad ukazuje, iz pomigdzy kontekstami odkrycia i uzasadnie-
nia istnieje trzecia odmienna sfera. Jest nig racjonalna sfera heurystyk, ktére
kieruja procesem tworczym matematyka, ujawniaja si¢ w historii matematyki
oraz, tworzac nowe pojgcia, uniesprzeczniaja samg matematyke.

3. KONCEPCJA PRAWDY W MATEMATYCE
1. Znaczenie formalizacji dla matematyki

W swoich rozumowaniach dotyczacych filozofii matematyki Lakatos porusza
gtownie problemy metodologiczne. Poniewaz wedtug niego metody funkcjonujace
w matematyce sa zalezne od praw rzadzacych rozwojem matematyki, wigc jego
metodologia porusza zarazem problemy z epistemologii matematyki. Sg to pro-
blemy zwiazane z rozwojem teorii matematycznych oraz ze stosunkiem tych

16 Por. cytowana pracg J. Fouriera.
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teorii do umystu (czy do obiektywnych idei matematycznych). Tym samym poja-
wia si¢ problem prawdy w matematyce. Prawda ta wystgpuje w ramach zwiazku
pomigdzy teoriami formalnymi oraz nowo wprowadzonymi do matematyki teoria-
mi nieformalnymi. Szkicowo zarysowany jest ten problem przez Lakatosa w
referacie Empiryzm we wspotczesnej filozofii matematyki, wygtoszonym na konfe-
rencji dotyczacej filozofii nauk, ktéra odbyta si¢ w 1965 r. w Londynie (por.
przypis 17).

Moim zdaniem najistotniejszym punktem referatu Lakatosa jest zarysowanie
koncepcji prawdy zasadniczo odbiegajacej od "klasycznych" ujeé tego problemu.
Lakatos polemizuje ze stylem "euklidesowym", ktéry uznawal, iz teorie euklide-
sowe wsparte na absolutnie pewnych (a przynajmniej prawdopodobnych) aksjo-
matach stanowia istot¢ matematyki. W teoriach euklidesowych prawda tkwi w
aksjomatach i poprzez "kanaty" regut i zasad logicznych wnioskéw sptywa w dot
do twierdzen matematyki (co najwyzej mozna w ramach stylu euklidesowego
uznaé, ze matematyka jest gra logiczna wsparta na konwencjonalnie przyjetych
aksjomatach i regutach wnioskowania, co jednak nie zmienia istoty rzeczy).

Aksjomaty w ramach stylu euklidesowego wyznaczaja wigc prawdziwos¢ twier-
dzen, tkwiac na "szczycie" teorii matematycznych, i nie jest mozliwe, aby sama
matematyka mogta je zakwestionowaé. Zakwestionowanie lub uznanie aksjoma-
téw za prawdziwe musi przyj$¢ z zewnatrz ("sp6jnos¢" i "ptodnosé" danej dziedzi-
ny matematyki, wspartej na danym ukladzie aksjomatéw, co najwyzej potwierdza
sensowno$¢ przyjecia tych aksjomatéw).

Natomiast w koncepcji Lakatosa podstawowa rolge petnia tzw. wyrazenia
bazowe (jest to zbidér twierdzen teorii nieformalnych petniacych analogiczng rolg
wzgledem teorii sformalizowanych, jak "wyrazenia bazowe" bedace prostymi
czasowo-przestrzennymi wyrazeniami wzgledem teorii empirycznych). Sa one
przyjmowane i uznawane na zasadzie czasowo ustalonych i zmieniajacych sig
kryteriéw prawdy. Nie mozna wigc powiedzieé, ze twierdzenie matematyki nie-
formalnej jest prawdziwe — to tylko hipoteza, w ktérej wigksza rolg odgrywa
jej "falszywos¢" (w kontekscie calej teorii). Chodzi o to, ze uznanie danej hipo-
tezy za prawdziwa jest niekiedy decydujace, lecz nie jest w zadnej mierze istotne
dla matematyki. Istotna dla matematyki jest "wygenerowana" przez strukturg
samej matematyki "falszywo$¢" uznanej uprzednio hipotezy. "Falszywos$¢" ta
wspina si¢ krok po kroku do coraz wyzej (w sensie formalizacji) znajdujacych
si¢ "twierdzen" 1 nieraz calkowicie przebudowuje ich znaczenie lub wrecz je
odrzuca. Ta transmisja "falszu" jest wewngtrznym skladnikiem matematyki; w
istocie swej nie zalezy ona od czynnikéw zewnetrznych.

W toku rozwoju teorie nieformalne zmieniaja si¢ poprzez ciagte udoskonala-
nie hipotez. Hipotezy sa udoskonalane pod wptywem oddzialywain z "wyrazenia-
mi bazowymi" (czesto bywa tak, ze "sila" wyrazed bazowych tkwi w tym, iz za-
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wiera si¢ w nich pewne "rozwiazanie" odwiecznych probleméw filozoficznych; tak
byto np. z teorig Cauchy’ego, ktéra "rozwiazywata" paradoksy ciagtosci i granicy).
W ciagu rozwoju teorie nieformalne coraz bardziej "uodparniaja si¢" na wplyw
wyrazen bazowych. Ich granicznym przypadkiem sa teorie euklidesowe, ktére sa
zupelnie nieczule na oddzialtywanie wyrazefi bazowych (w rzeczywistosci istnieja
co najwyzej teorie prawie-euklidesowe).

Gdzie tkwi wigc prawda w matematyce i jaka jest jej istota? Moze si¢ zda-
rzyé, ze §wiezy umyst nie usztywniony schematami mys§lenia stworzy nowa, btys-
kotliwa teori¢ nieformalna. Proces myS§lenia prowadzacy do otrzymania tej teorii
(jak réwniez sama teoria) zostanie wOwczas uznany za bledny. Jednak jesli
pewne umysty zafascynuja si¢ ta teoria, wlaczy si¢ ona w nurt matematyki i
okaze si¢ wowczas, ze cata masa wcze$niej uznawanych twierdzen staje si¢ "bled-
na". Nowa teoria niesie bowiem z sobg nowe sposoby mysSlenia, ktére formalizu-
jac si¢ np. w mechanizmach dowodowych czy rozwojowych matematyki powodu-
ja, iz wczesniejsze procesy myS$lenia staja si¢ "btedne", a wczes$niejsze kierunki
rozwoju mato interesujace.

Im wigcej dana teoria nieformalna wytworzy "fatszu" we wczeSniej uznawa-
nych twierdzeniach, ukazujac ich hipotetyczny charakter, im wigcej zaneguje
wymuszajac powstanie nowych technik dowodowych, nowych hipotez, pojeé
czy nowych metod, tym wiecej niesie w sobie prawdy. Co wigcej, wéwczas po-
twierdza "prawdziwo$¢" negowanych przez siebie teorii. Prawda tych teorii jest
miarg ich wrazliwo§ci na wplyw ze strony nowych nieformalnych teorii oraz
miarg stopnia, w jakim zmieniaja si¢ pod wptywem oddziatywan z tymi teoriami
(wyrazeniami bazowymi).

W miare rozwoju, jak zauwazylem, teoria zmierza w kierunku poddania sig¢
pod rygor metodologii euklidesowej. Traci wigc jakby prawde, staje si¢ coraz
bardziej pusta, "bez znaczenia". W trakcie rozwoju prawda "przemieszcza si¢" w
kierunku nowych teorii nieformalnych na tyle, na ile teorie te maja moc "zalaé
falszem" wcze$niejsze teorie, kostniejace w formalizmie. Jednak to "kostnienie" jest
warunkiem niezbednym mozliwo$ci ujawniania si¢ prawdy (tylko hipotezy,
ktore uznane sa za niezbite twierdzenie, sa czule na "falsz").

Reasumujac: prawda ujawnia si¢ poprzez oddziatywanie wyrazen bazowych
(teorii nieformalnych) na matematyke. Jednak warunkiem ujawniania si¢ prawdy
jest proces formalizacji, ciagle dokonujacy si¢ w matematyce. Sama prawda tkwi
wigc w metodach, w ramach ktérych funkcjonuje mechanizm zmieniajacy "sposo-
by myS§lenia"” i "drogi historii" teorii matematycznych na techniki, ktérymi dowo-
dzone sa twierdzenia i opracowywane czy ulepszane nowe teorie.
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2. Transmisja fatszu a generowanie nowych pojeé

Przyjrzyjmy si¢ obecnie, jak dokonuje si¢ ta transmisja falszu wewnatrz mate-
matyki. Punktem wyjscia jest pewna hipoteza (dla zwrécenia uwagi mozemy
mie¢ na uwadze hipotez¢ Leibniza). Hipoteza ta posiada pewien dowdd, ktéry
okazuje si¢ bledny w kontekScie pojawiajacego si¢ kontrprzyktadu. Mamy wigc
nastepujacy schemat:

P, iP,i...1P) = C,
gdzie P, P,, ..., P, sa to lematy, na ktére zostal rozbity dowdd hipotezy C.
Kontrprzyktad jest kontrprzyktadem w stosunku do hipotezy C, natomiast nie
jest nim dla lematéw P, P,, ... P,'".

n

Ten fakt wskazuje na wewnetrzna sprzeczno$é calego rozumowania. Aby
przywrécié poprawno$¢ logiczna tego rozumowania formutuje si¢ kolejny lemat
P, ktory jest zaprzeczony przez kontrprzykiad. W przypadku hipotezy Leibniza
jest to lemat stwierdzajacy, iz ciag f (x) musi by¢ zbiezny w pewien "specjalny"
sposdb; ten sposob zbieznoSci zostal nazwany zbiezno$cia jednostajng. Tym
samym pojawia si¢ kolejne rozumowanie:

P=®i1iP,i..1P,) —C

W rozumowaniu tym zaprzeczona przez kontrprzyktad jest zaréwno przestan-
ka rozumowania P, jak i wniosek C. Tym samym rozumowanie zachowuje po-
prawno$¢. W klasycznym podejSciu dokonano by préb zmiany hipotezy (np.
poprzez ograniczenie jej zasiggu, jak czynil to Abel), tak aby nie byta zaprzeczo-
na przez kontrprzyklady. W tym schemacie natomiast hipoteza nie jest pierwot-
nie zmieniana, lecz pozwala si¢, aby nowy lemat umieszczony w przestankach
rozumowania doprowadzil do kolizji przestanek z kontrprzykladami. Tym samym
ulega zmianie sens catego rozumowania. W konsekwencji réwniez zmienia sig¢
znaczenie i zasigeg hipotezy, dzieje si¢ to jednak w inny sposéb (zakres ograni-
czen zastosowania danej hipotezy moze by¢ znacznie mniejszy). Jak juz wspo-
mniatlem rozumujac w sposéb klasyczny, proponowal Abel ograniczenie hipotezy
Leibniza tylko do szeregéw potggowych, ktérych kontrprzyktady nie dotyczyty.

W tym nowym schemacie rozumowania (w ktérym ujawnia si¢ metoda dowo-
déw i kontrprzyktadéw) nie tylko szeregi potggowe realizuja ten schemat, lecz
wszystkie funkcje, ktére sa zbiezne jednostajnie. Pojawia sig¢ tym samym nowe
pojecie — jest nim "zbiezno$¢ jednostajna". Mdéwiac jezykiem nieco metafory-
cznym, "falsz" hipotezy C zostaje transmitowany do przeslanek rozumowania i
powoduje wygenerowanie nowego pojecia. Pojawienie si¢ nowego pojecia (przy-
najmniej w tym przypadku) nie byloby mozliwe przy klasycznym podejsciu. Teo-

17 Referat Lakatosa byt glosem w dyskusji po referacie L. Kalmara (Foundations of Mathematics —
Whither now? s. 187-194). Por. przypis 1, pozycja 3.
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ria matematyczna potwierdza wigc swa prawdziwo$é, gdy wchodzac w  konflikt
z nowymi teoriami nieformalnymi jest zdolna do wygenerowania nowych pojec.

IMRE LAKATOS’ PHILOSOPHY OF MATHEMATICS

Summary

Lakatos’ views on the developmet of mathematics are briefly presented. An important point of his
conception is his attack on the formalistic philosophy of mathematics. In this way, informal features of
mathematics are stressed out. Lakatos’ views are a base of the author analysis on the structure of mathe-
matics. The substantial element of these consideratioris is a showing of the new version of empiricism in
mathematics. From this version it appears the new conception of truth as diverging from known "classical”
schems.



