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JANA LUKASIEWICZA
UJECIE INTUICJONISTYCZNEGO RACHUNKU ZDAN

Jan Lukasiewicz posSwiecit logice intuicjonistycznej dwie prace: Die Logik
und das Grundlagenproblem z 1938 r.1oraz O intuicjonistycznym rachunku
zdan z 1952 r.2 Przedstawimy pokrdtce wyniki pierwszej z nich, aby zatrzy-
mac sie szerzej nad druga, zawierajacg oryginalne pomysty polskiego logika
w tej sprawie.

Tak wiec we wczes$niejszej pracy tukasiewicza znajdujemy nastepujaca
aksjomatyke intuicjonistycznego rachunku zdan:

Atl CpCqap

At2 CCpCpqCpq
Al3 CCpgCCqrCpr
Al4 CKpqgp

Al5 CKpqq

Al6 CCpgCCprCpKar
At7 CpApq

Al8 CgApg

Al9 CCprCCqrCApqr
At 10 CCpNgCqgNp

Al 11 CNpCpq

1Po raz pierwszy praca ta zostata opublikowana w: Les entretiens de Zirich sur les
fondements et la méthode des sciences mathématiques 86, Zurich 1941, s. 82-100. Korzystamy
tu z jej angielskiego przektadu: Logic and the Problem of the Foundations of Mathematics,
[w:]J Lukasiewicz, Selected Works, pod red. L. Borkowskiego, Warszawa 1970,
s. 278-294.

2 Praca ta zostata zamieszczonaw: J. Lukasiewicz, Z zagadnien logikiifilozofii.
Pisma wybrane, pod red. J. Stupeckiego. Warszawa 1961, s. 261-274.
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Regutami dowodzenia sg, podobnie jak w ujeciu Heytinga, reguta pod-
stawiania i reguta odrywania3. Mozna udowodnié¢, ze aksjomatyka powyzsza
jest rownowazna z aksjomatykg Heytinga.

Tak okresSlona intuicjonistyczna logika zdan jest czescig witasciwg kla-
sycznego rachunku zdan i dlatego jest istotnie stabsza od niego: istniejg tezy
rachunku klasycznego, ktdre nie sg tezami rachunku intuicjonistycznego. lecz
nie odwrotnie. Dodajgc do aksjomatéow ALl - AL1l aksjomat:

AL12 CCCpNpqCCpqq
otrzymuje sie w rezultacie klasyczny rachunek zdan.

tukasiewicz rozwaza dalej (w omawianym artykule) kwestie matrycowej
charakterystyki zdaniowej logiki intuicjonistycznej. Stwierdza, iz zaden sy-
stem istotnie stabszy od klasycznego rachunku zdan nie moze mie¢ adekwat-
nej, normalnej matrycy dwuwarto$ciowej, lecz matryca taka musi by¢ wielo-
wartosciowad. Istotnie matryca podana przez Heytinga dla logiki intuicjonis-
tycznej byta tréjwartosciowa, chociaz i ona okazata sie pézniej nieadekwatna.

W artykule z 1952 r. Lukasiewicz zajmuje catkowicie odmienne stano-
wisko od zarysowanego powyzej. Intuicjonistyczny rachunek zdan, wediug
niego, zawiera jako swojg cze$¢ wiasciwg klasyczny rachunek zdan. Ta pro-
gramowa teza polskiego logika jest osobliwa: odbiega radykalnie nie tylko
od jego wczesSniejszego pogladu, lecz takze od powszechnej opinii, wedle
ktérej skoro w logice intuicjonistycznej odpadajg niektére klasyczne prawa,
to musi by¢ ona pewnym zawezeniem logiki klasycznej, a nie jej rozszerze-
niem. PrzeSledzimy zatem argumentacje tukasiewicza za tak osobliwg teza.

Polski autor w artykule O intuicjon.istycz.nym [...] wprowadza odmienne
symbole na oznaczenie funktordw implikacji, koniunkcji i alternatywy w ra-
chunku klasycznym i w rachunku intuicjonistycznym. Postuguje sie swojg
beznawiasowg notacjg; na oznaczenie funktoréw implikacji klasycznej i intui-
cjonistycznej wprowadza odpowiednio symbole C i F, na oznaczenie ko-
niunkcji klasycznej i intuicjonistycznej - symbole K i T, alternatywy klasycz-
nej i intuicjonistycznej - A i O, negacji zarowno klasycznej, jak i intuicjonis-
tycznej - Nb5.

tukasiewicz przyjmuje nastepujace wzory jako aksjomaty intuicjonistycz-
nego rachunku zdan:

ALl FqFpq

"Lukasiewicz, Logic and the Problem [...], s. 281 n.
4 Tamze, s. 285 n.

5tukasiewicz. O intuicjonistycznym [...], s. 261.
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At 2 FFpFqrFFpgFpr
At3 FTpap

At4 FTpqq

Al5 FpFgTpq

Al6 FpOpg

Al7 FgOpq

At 8 FFprFFqrFOpQqr
Al9 FFpNgFgNp

Al 10 FpFNpq

Powyzsze aksjomaty, dedukcyjnie rownowazne z uktadem aksjomatow
podanym przez Heytinga, mozna pogrupowac na takie, w ktdrych:

(1) jedynym funktorem jest funktor implikacji: ALt i A2,

(2) wystepujg jedynie funktory implikacji i koniunkcji: AL3, AL4 i AL5,

(3) wystepuja jedynie funktory implikacji i alternatywy: AL6, AL7 i ALS,

(4) wystepujg jedynie funktory implikacji i negacji: At9 i ALI10.

Wszystkie tezy logiki intuicjonistycznej mozna wyprowadzi¢ z tych dzie-
sieciu za pomocg dwoch regut wnioskowania:

(a) Reguta podstawiania: jeSli O jest uznane i WV jest podstawieniem O,
to 'P musi by¢ uznane.

(b) Reguta odrywania: jesli FOT7jest uznane i O jest uznane, to ¥ musi
by¢ uznane®.

Wszystkie tezy rachunku intuicjonistycznego, w ktérych jedynym funkto-
rem jest funktor implikacji, dadzg sie wyprowadzi¢ tylko z dwoch aksjoma-
tow implikacyjnych (zaliczonych wyzej do grupy (1)), czyli tego fragmentu
rachunku Heytinga, ktory Hilbert i Bernays nazywajg ,logikg pozytywng”.
Z kolei wszystkie tezy zawierajgce jedynie funktory implikacji i negacji moz-
na wyprowadzi¢ z dwéch aksjomatéw implikacyjnych oraz aksjomatéw impli-
kacyjno-negacyjnych (grupy (1) i (4)) itd.7

Tak wiec wyrazeniami sensownymi intuicjonistycznego rachunku zdan sg
zmienne zdaniowe oraz wyrazenia z nich utworzone za pomocg funktorow:
N, F, Ti O, a takze wyrazenia wprowadzone przez skroty definicyjne. Wyra-
zenia uznane tego rachunku to jego tezy.

Zaksjomatyzowany zbior tez, w ktorych nie wystepuja zadne inne funktory
pierwotne z wyjatkiem T i N, nazywa tukasiewicz ,,systemem koniunkcyjno-

6 Tamze, s. 262.
7 Méwi o tym tzw. twierdzenie o separowainosci dla intuicjonistycznego rachunku zdan.
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-negacyjnym”. Regutami wnioskowania tego systemu sg reguta podstawiania
(a), ograniczona do wyrazeA sensownych rachunku, oraz reguta odrywania,
stwierdzajgca, ze

c) jeSli NTONT' jest uznane i O jest uznane, to ¥ musi by¢ uznane.

Z aksjomatow ALI-5 i 9 rachunku intuicjonistycznego mozna wyprowadzié
trzy nastepujace tezy, ktére Lukasiewicz oznacza nastepujgco:

58. NTNTNpNpNp

59. NTpNNTNpNq

60. NTNTpNgNNTNTgNrNNTpNr
Powyzsze tezy przyjete jako aksjomaty wraz z regutami (a) i (c) tworzg czes-
ciowy system koniunkcyjno-negacyjny. tukasiewicz dowodzi, ze nie wystar-
czaja one jednak do zbudowania catego systemu koniunkcyjno-negacyjnego
logiki intuicjonistycznej. Tworzy w tym celu matryce M,

1* 1 1 3 3

ktéra sprawdza wzory 58-60, lecz nie sprawdza nastepujgcej tezy tego syste-
mu:
61. NTNpp.
gdyz dla p = 2 otrzymujemy: NTN22 = NT12 - NI =3. Zdaniem tukasiewi-
cza ten czeSciowy system koniunkcyjno-negacyjny zawiera jako swojg czesé
wtasciwg klasyczny rachunek zdan.
Funktor klasycznej implikacji wprowadza Lukasiewicz do systemu intuicjo-
nistycznego za pomocg definicyjnego skrétu sformutowanego jako implikacja
63. F8BNTpNQg5Cpq, gdzie 8 jest zmienng przebiegajacg funktory.
Wprowadzona przez polskiego logika reguta podstawiania za zmienne
funktorowe pozwala na zapisywanie definicji w postaci implikacji8, oprocz

8 W prototetyce Le$niewskiego obowigzuje prawo ekstensjonalno$ci 11. CEpqC8p8q.
Oznaczamy przez P i Q dwa wyrazenia zdaniowe, z ktérych jedno jest definiendum. a drugie
definiensem. Zaktadamy, iz zadna z nich nie zawiera 8. Poniewaz poprawnie zbudowane
definicje mozna uwaza¢ za zdania prawdziwe, przyjmujemy zdanie 12. EPQ. Dokonujac pod-
stawienia w 11 p/P, q/Q, otrzymujemy CEPQC8PSQ. Z tego i 12 za pomocg reguty odrywania
mamy: 13. C8P8Q. To ostatnie wyrazenie jest rownowazne z EPQ, z 13 bowiem otrzymujemy
z powrotem 12 na podstawie prawa tozsamosci 14. Epp. Stosujac podstawienie w tej ostatniej
tezie p/P, mamy 15. EPP. Ponownie podstawiajac, tym razem w 13. 8/EP’ (w miejsce ‘ nalezy
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tego stuzy do dowodzenia twierdzen. A zatem powyzsza definicja pozwala
wyeliminowaé¢ wyrazenie NTpNg, zastepujac je przez Cpq i odwrotnie.

Funktor C wprowadzony przez definicje 63 ma wszystkie wtasnos$ci kla-
sycznej implikacji. tukasiewicz dowodzi tej tezy nastepujgco. Definicja 63
pozwala na otrzymanie z tez 58-60 wzordw:

65. CCNppp prawo Claviusa

67. CpCNp3a prawo Dunsa Szkota

72. CCpgCcCqrCpr prawo sylogizmu warunkowego
Prawa te wraz z regutami podstawiania i odrywania o postaci:

(d) jesli CO”P jest uznane i O jest uznane, to 'F musi by¢ uznane

wystarczajg do zbudowania catego klasycznego rachunku zdan9.

Reguta (d) nie jest wazna w wypadku, gdy przyjmiemy, ze O i T sg do-
wolnymi sensownymi wyrazeniami logiki intuicjonistycznej. Polski logik
wykazuje to za pomocg prostego przyktadu. Nastepujace wzory:

87. CNNOpNpOpNp

86. NNOpNp,
ktére majg posta¢c CO”P i O, mozna udowodni¢ w systemie intuicjonistycz-
nym, natomiast 'F, tj. OpNp, nie da sie¢ w nim dowie$¢. Trojwartosciowa
matryca M2 Heytinga

F 1 2 3 N T 1 2 3 0 1 2 3
1 1 2 3 3 1 1 2 1 1
2 1 3 3 2 2 2 2 1
3 1 1 3 3 3 3 3 1

wstawi¢ argument 8), otrzymujemy CEPPEPQ. Z kolei z ostatniej implikacji i 15 za pomoca
reguty odrywania uzyskujemy 12. EPQ. A zatem zamiast pisa¢ definicje jako ré6wnowaznosci
mozemy uzyé do lego celu implikacji 13, majacej zmienng funktorowa przed definiensem
i przed definiendum. Poniewaz implikacja jest, zdaniem +tukasiewicza, najdogodniejszym
terminem pierwotnym dowolnego rachunku zdan, wprowadzenie definicji w postaci wzoru 13
nie zwieksza liczby terminéw pierwotnych. Ponadto uzycie zmiennych funktorowych pozwala
na bezposrednie przeksztatcanie definiensa na definiendum i odwrotnie. Wyzej przedstawiona
metoda notowania definicji jest wazna dla kazdego funktora implikacyjnego. Por. J. £ u k a-
siewicz O zmiennychfunklorach od argumentéw zdaniowych, w: te n z e, Z zagadnien
[..]. s. 253 n.

9 Te trzy ostatnie formuty to dobrze znane aksjomaty implikacyjno-negacyjnego klasycz-
nego rachunku zdan tukasiewicza.
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ktéra sprawdza regute odrywania (b) oraz wszystkie aksjomaty A£1-10, nie
sprawdza OpNp, gdyz dla p = 2 otrzymujemy: 02N2 = 023 = 2.

Reguta (d) jednak obowigzuje w czeSciowym systemie implikacyjno-nega-
cyjnym. Aby to wykazaé, wystarczy udowodni¢, ze reguta ta jest wazna, gdy
O i *F sg wyrazeniami sensownymi, w ktérych nie wystepujg zadne inne fun-
ktory pierwotne oprécz C i N. Kazde wyrazenie sensowne rachunku implika-
cyjno-negacyjnego jest badz

(I) zmienng zdaniowa, badZ

(1) negacjg (czyli wyrazeniem, w ktorym gtownym funktorem jest funktor
negacji), badz

(111 implikacja.

W dowodzie korzysta sie z trzech tez:

73. FCpgFpNNg

75. FCpNgFpNq

77. FCpCqrFpCaqr,
ktore dadzg sie wyprowadzi¢ z aksjomatow ALI-5 i 9 za pomocg definicji
6310

Ad (Il). Jesli uznane sg CdFF i <>oraz 'F jest postaci NX (tj. gtéwnym
funktorem jest w nim negacja), pytamy, czy uznane jest N. Dokonujemy
podstawienia w tezie 75. p/O, g/X, otrzymujac:

h FCONXFONX teza

i- CONX zatozenie
h F<E>NX reguta (b)
i- O zatozenie
i NX reguta (b)

NX jest uznane, zatem dla wyrazen majacych posta¢ negacji reguta (d) zosta-
ta udowodniona.

Ad (I11). Jesli uznane sg COMF i O oraz 'F jest postaci CXQ, pytamy, czy
CX£2 jest uznane. Korzystamy z odpowiedniego podstawienia tezy 77.

i- FCOCXQF<DCXn teza

h CG>CXQ zatozenie
i- Fd>CXS$2 reguta (b)
h O zatozenie
i- CXQ reguta (b)

0t ukasiewicz O intuicjonistycznym [...], s. 264.
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CXQ jest uznana, a wiec reguta (d) obowigzuje réwniez dla wyrazen impli-
kacyjnych.

Ad (I). JeSli uznane sg COMP i O oraz T7jest zmienng zdaniowg, to nie
zmniejszajagc ogolnosci rozwazan, mozna przyjac¢, ze d>jest q. Lecz C<Fq i O
nie mogg by¢ oba uznane, gdyz w przeciwnym razie otrzymalibySmy z tezy
73 wyrazenie NNgq:

i- FCd>qFONNq teza

h CGExq zatozenie
i- FONNq reguta (b)
i- O zatozenie
i- NNg reguta (b),

a stad przez podstawienie musieliby$Smy uzna¢ réwniez NNNg. W wyniku
podstawienia p/NNg w aksjomacie AL£10 mielibySmy:
i- FNNgFNNNqq teza

h NNg

i- FNNNqq reguta (b)
h NNNg

uq reguta (b)

Reguta (d) bytaby znowu spetniona, lecz oczywiscie nie mozna by jej zasto-
sowaé w tym przypadku. Wazno$¢ reguty odrywania dla klasycznej implikacji
jest w ten sposdb udowodniona dla wszystkich wyrazen sensownych rachunku
implikacyjno-negacyjnego. To z kolei konczy dowdd, ze intuicjonistyczny
rachunek zdan zawiera jako swojg cze$¢ wiasciwg klasyczny rachunek zdan.

tukasiewicz zauwaza, ze rola aksjomatu AL10 jest w powyzszym rozumo-
waniu istotna, stad np. w rachunku minimalnym Johanssona nie mozna udo-
wodni¢ reguty odrywania dla klasycznej implikacjill

System implikacyjno-negacyjny tukasiewicz wzbogaca wprowadzajagc do
niego zwykte definicje koniunkcji i alternatywy:

93. F8NCpNgSKpq

90. F5CNpqg8ApqQ;
otrzymuje w ten spos6b wszystkie klasyczne tezy zawierajgce funktory K i A.
Ponadto pomiedzy funktorami klasycznymi: C, K i A a odpowiadajgcymi im
funktorami intuicjonistycznymi: F, T i O zachodzi, zdaniem ktukasiewicza,
prosty zwigzek logiczny: wszystkie funktory klasyczne sg stabsze niz odpo-

1 Tamze.
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wiadajgce im funktory intuicjonistyczne. | tak implikacja klasyczna jest stab-
sza niz intuicjonistyczna, gdyz implikacja

78. FFpqCpq
jest wazna w systemie intuicjonistycznym, natomiast jej odwrotnosci, czyli
implikacji FCpgFpq, nie da sie w nim dowie$¢. Podobnie funktor koniunkcji
K jest stabszy niz T, gdyz teze

94. FTpgKpq
da sie dowies¢ w logice intuicjonistycznej, lecz jej odwrotnosci FKpgTpqg nie
mozna w niej udowodni¢. Podobnie alternatywa A jest stabsza niz O, mozna
bowiem udowodni¢ implikacje

91. FOpgApq,
lecz jej odwrécenia FApgOpq nie mozna dowie$¢. Wyrazenia odwrotne do
implikacji 78, 94 i 91 mozna obali¢, jeSli do matrycy M2 dotgczymy matryce
M3dla C, K i A, skonstruowang na podstawie M, za pomocga definicji 63, 93
i 90.

C 1 2 3 K 1 2 3 A 1 2 3
1 1 1 3 1 1 3 1

2 1 1 3 1 1 3 2 1 1 1
3 | | 3 3 3 3 3 1 1 3

Matryce M2 i M3 nie sprawdzajg wyrazenia FCpgFpq, gdyz dlap =1, q = 2
mamy: FC12F12 = FI12 = 2; podobnie nie sprawdzajg ani FKpqTpq, ani
FApqOpq, dla p = 2 i g = 2 bowiem otrzymujemy w pierwszym wypadku
FK22T22 = FI 2 = 2, w drugim FA22022 = FI2 = 2

Z powyzszych rozwazahn Lukasiewicz wycigga wniosek nastepujacy:
wszystkie tezy zawierajace F, T lub O pozostajg prawdziwe, jeSli zastgpimy
te silniejsze funktory przez odpowiednie stabsze, natomiast nie zawsze teza
zawierajgca C, K lub A pozostaje prawdziwa, jesli zastagpimy te stabsze fun-
ktory przez odpowiednie silniejsze. | tak np. ,,silne” prawo Claviusa FFNppp,
»Silne” prawo podwdjnej negacji (jako implikacja) FNNpp, ,silne” prawo
wytgczonego Srodka OpNp nie sg tezami w logice intuicjonistycznej, podczas
gdy odpowiednie stabsze tezy:

65. CCNppp

80. CNNpp

92. ApNp
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mozna udowodni¢ w rachunku intuicjomstycznym .

Odnosnie do wyzej zaprezentowanej pracy tukasiewicza (z 1952 r.) wypo-
wiemy teraz kilka uwag. Przede wszystkim wydaje sie, ze tukasiewicz nie
uzasadnit wtasciwie swoich tez programowych (wypowiedzianych na poczatku
artykutu), a zwtaszcza tej naczelnej, ktora gtosi, iz klasyczny rachunek zdan
mozna potraktowaé jako podsystem intuicjonistycznego rachunku zdan. Taka
zalezno$¢ zachodzi dopiero wtedy, gdy poszerzymy ten ostatni rachunek
o definicje 63. Mozna wobec tego zapytaé, czy uprawnione jest takie poste-
powanie. Czy wraz z dotgczeniem do rachunku intuicjonistycznego definicji
63 nie zmienia sie rGwnoczesnie sens owej definicji w stosunku do analogicz-
nej na gruncie logiki klasycznej?

Wydaje sie, iz taka zmiana faktycznie ma miejsce, gdyz za zmienng fun-
ktorowg we wspomnianej definicji mozna podstawia¢, zgodnie z intencjg
S. Le$niewskiego, od ktorego tukasiewicz przejat ten sposéb definiowania,
wytgcznie funktory prawdziwos$ciowe. Wiaczajagc zatem powyzszg definicje
do logiki intuicjonistycznej, rozszerzamy tym samym zakres zmiennej funkto-
rowej 8 w taki sposéb, ze mozna za nig podstawiaé rowniez funktory tej
logiki. Zdaniem S. Kodrnera analiza funktordw logiki intuicjonistycznej zdaje
sie wskazywac, iz nie sg to funktory prawdziwos$ciowel.

Definicje 63 mozna takze zapisa¢ w postaci:

Cpg =Df NTpNgq,
czyli mozna na jej podstawie wyrazi¢ klasyczng implikacje za pomoca intui-
cjonistycznej koniunkcji i negacji. Zauwazmy, ze powyzsza formuta jako
rownowazno$¢ ECpgNKpNq obowigzuje dla klasycznie rozumianych funkto-
réow -jest to normalny sposéb definiowania implikacji za pomocg koniunkcji
(i negacji) na gruncie logiki klasycznej. Natomiast analogiczna formuta nie
obowigzuje przy intuicjonistycznym rozumieniu funktoréw (wyrazenie
FNTpNgFpqg nie jest tezg intuicjonistycznego rachunku zdan). Definicja 63
nie spetnia wiec postulatu nietwdrczos$cild

12 Tamze, s. 265 n.

S. K6 rner Whatis Philosophy? One Philosopher’s Answer. London 1969. s. 65.
Podstawe do wysunigcia takiej tezy daje semantyka formalna dla intuicjonistycznego rachunku
zdaniowego skonstruowana przez Kripkego. Zob. S. K rip k e, Semantical Analysis of
Intuitionistic Logic 1, [vw:] Forma/ Systems and Recursive Functions, ed. J. N. Crossley,
M. Dummett, Amsterdam 1965, s. 92-130.

14 Definicja D jest twdércza w systemie S wtedy i tylko wtedy, gdy w systemie S istnieja
tezy zapisane za pomoca terminéw pierwotnych, dowodzone na podstawie definicji D, ktérych
nie mozna udowodni¢ w S bez odwotywania sie do definicji D. Zob. L. Borkowski,
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Wigczenie definicji 63 do rachunku intuicjonistycznego dato naszemu
logikowi jaka$ mozliwo$¢ przektadu, a przynajmniej poréwnania funktoréw
obu logik. Lukasiewicz poréwnuje je pod wzgledem mocy (sity), wypowiada-
jac ostatecznie niewiele pod wzgledem merytorycznym wnoszacg teze, ze
wszystkie funktory intuicjonistyczne sa mocniejsze niz odpowiednie funktory
klasyczne. Nie jest tu jednak naszym celem wyprowadzanie dalszych konsek-
wencji z definicji 63 ani analiza samej tej definicji, stwierdzamy tylko tyle,
ze ma ona decydujace znaczenie dla gtéwnej tezy ktukasiewicza zawartej
w omawianym artykule. Majac bowiem zdefiniowang implikacje klasyczng na
gruncie rachunku intuicjonistycznego, mozemy za jej pomocg zdefiniowac
pozostate funktory klasyczne, co faktycznie polski logik czyni, a wobec tego
nie moze dziwic¢ jego na pierwszy rzut oka osobliwa teza. Co wiecej, bez
pomocy definicji 63 nie bytoby mozliwe moéwienie o tak prostej zaleznosci
miedzy logika klasyczng a logika intuicjonistyczna.

Podsumowujgc powyzsze wywody, mozna stwierdzi¢, iz wszystko wskazu-
je na to, ze przy ,,mechanicznym” poréwnywaniu zewnetrznych ksztattow tez
logiki klasycznej i intuicjonistycznej tukasiewicz (z 1952 r.) nie ujgt pra-
widtowo relacji miedzy nimi. W aspekcie ksztattéow (wzoréw formalnych)
»mniej” (nieskonczenie wiele) jest bowiem tez w logice intuicjonistycznej.
W ten sposoOb relacje miedzy dwiema interesujgcymi nas tu logikami scharak-
teryzowat uczen twdrcy intuicjonizmu Arend Heyting. Fakt, iz zbior tez logiki
intuicjonistycznej zawiera sie w zbiorze tez logiki klasycznej, gdy rozpatruje-
my tylko zewnetrzne ksztalty tych tez, nie oznacza, ze te same wzory w obu
logikach musza posiada¢ taki sam sens.

tukasiewicz konczy swoje rozwazania na temat intuicjonistycznego ra-
chunku zdahn pewnymi uwagami dotyczacymi prawa wytgczonego $rodka jako
ze jest ono, jego zdaniem, najbardziej znang teza nie przyjmowang przez
intuicjonistéw. Uwaza on, ze prawo to jest oczywiste, jeSli podajemy przykta-
dy typu ,,Pada teraz tutaj lub nie pada teraz tutaj”; lecz ogélnego wzoru ,p
lub nie-p” nie mozna opieraé¢ na przyktadach. Musi sie go przyjac jako aksjo-
mat lub udowodni¢ na podstawie innych praw, czyli prawo to musi naleze¢
do systemu logicznego. Czy wobec tego nalezy ono do systemu skonstruowa-
nego przez tukasiewicza? WczesSniej odnotowalismy, ze formuta 92. ApNp
jest tezg logiki intuicjonistycznej, a wiec klasyczne prawo wytgczonego $rod-

‘Nprowadzenie do logiki i teorii mnogos$ci, Lublin 1991, s. 394.
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ka w niej obowigzuje. Natomiast intuicjonistyczny odpowiednik tego prawa,
czyli formuta OpNp, nie moze zostaé udowodniona.

tukasiewicz opisuje nastepnie system, w ktorym obowigzuje prawo wyta-
czonego Srodka. Stwierdza, iz w prawie tym wystepujg dwa funktory - alter-
natywy i negacji i dwa oczywiste twierdzenia sg z nimi zwigzane:

(1) Alternatywa ,,p lub q” jest prawdziwa, jeSli przynajmniej jeden z jej
cztonow jest prawdziwy.

(2) Negacja zdania fatszywego jest prawdziwa.

Twierdzenia te sg przyjmowane zaréwno przez intuicjonistéw, jak i logi-
kow klasycznych. Jesli do (1) i (2) zostanie dotgczona zasada dwuwartoscio-
wosci:

(3) Kazde zdanie jest albo prawdziwe, albo fatszywels,
to, zdaniem polskiego logika, otrzyma sie prawo wytgczonego $rodka w jego
0go6lnej postaci. Albo p bowiem jest prawdziwe i wtedy prawo ,p lub nie-p”
jest prawdziwe na mocy (1), albo p jest fatszywe i wtedy prawo to jest praw-
dziwe na mocy (1), poniewaz nie-p jest prawdziwe na mocy (2).

Jednakze zasada dwuwarto$ciowosci nie moze stosowac sie do logiki intui-
cjonistycznej z uwagi na jej, jak sadzit tukasiewicz, wielowartosciowosé
(w 1932 r. Godet udowodnit, iz adekwatna matryca tej logiki jest nieskoncze-
nie wielowartosciowa). Niemniej, zdaniem ktukasiewicza, klasyczne prawo
wytgczonego srodka mozna udowodni¢ w intuicjonistycznym rachunku zdan,
jako ze - dodajmy, po dotgczeniu definicji 63 - caty klasyczny rachunek
zdan jest w nim zawarty.

tukasiewicz podkres$la takze, iz znaczenie omawianego prawa zalezy od
znaczenia alternatywy i negacji, ktérych istotne wiasnosci wyrazajg twier-
dzenia (1) i (2), spetnione zar6wno w klasycznym, jak i intuicjonistycznym
rachunku. Z tego powodu jesteSmy uprawnieni do nazywania ich w obu syste-
mach ,alternatywg” i ,,negacja”. Jednak polski logik zauwaza, ze nie wszyst-
kie witasnosci alternatywy sg takie same w obu systemachl16 co usprawiedli-
wia wprowadzenie roznych symboli na oznaczenie alternatywy klasycznej
i alternatywy intuicjonistycznej. Nie ma wiec w fakcie obowigzywalnosci
klasycznego prawa wytgczonego srodka w rachunku intuicjonistycznym zadnej

Bt ukasiewicz O intuicjonistycznym [...], s. 266. Zasada dwuwarto$ciowosci jest
przez tukasiewicza wyrazona nastepujaco: ,Kazde zdanie jest prawdziwe lub fatszywe”, jed-
nakze wtasciwsze wydaje sie jej sformutowanie w postaci alternatywy roztacznej.

16 Tamze, s. 267.
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sprzeczno$ci, skoro nie ma sprzecznos$ci pomiedzy dwoma réznymi wzorami:
ApNp oraz OpNp. Pierwszy z nich trzeba przyjgé, a drugi odrzucic.

Mozna by sie zastanowi¢, jakie to wtasnosci alternatywy intuicjonistycznej,
ktérych nie ma alternatywa klasyczna (lub odwrotnie), miat na mysli tukasie-
wicz. Wczes$niej odnotowalismy, ze alternatywa intuicjonistyczna jest silniej-
sza niz alternatywa klasyczna. Polski uczony wyjasnia to w ten sposob: jesli
prawdziwe jest zdanie alternatywne, w ktérym funktor alternatywy jest rozu-
miany intuicjonistycznie, to prawdziwe jest réwniez odpowiednie zdanie
alternatywne, przy czym funktor alternatywy rozumiany jest w sposob kla-
syczny, lecz nie odwrotnie, chociaz tukasiewicz nie eksplikuje znaczenia ani
jednego, ani drugiego funktora alternatywy. Znaczenie tych funktorow jest
wyznaczone jedynie przez kontekst, w ktérym one wystepuja, czyli przez
aksjomaty i reguty systemu. Zdanie ,,p lub nie-p” jest prawdziwe wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy prawdziwy jest przynajmniej jeden ze skladnikéw (przy tym
nie musimy wiedzie¢, ktory z nich). Taka jest klasyczna interpretacja zdania
alternatywnego. Natomiast za K. Godtem ktukasiewicz sugeruje intuicjonis-
tyczng interpretacje zdania ,,p lub nie-p jest prawdziwe” jako ,jeden ze sktad-
nikow alternatywy jest prawdziwy i mozemy wskazac¢, ktory z nich”17.

Logik-intuicjonista méwi, ze mozemy uznac zdanie postaci ,,O v \F” wte-
dy i tylko wtedy, gdy mozemy uzna¢ zdanie O lub mozemy uznaé¢ zdanie H7,
czyli, innymi stowy, mozemy udowodni¢ O lub mozemy udowodni¢ T. Dla-
tego, aby uznaé¢ zdanie ,p lub nie-p”, nie wystarczy wiedzie¢, ze jeden ze
sktadnikow jest prawdziwy, trzeba nadto moéc wskazaé, ktory z nich jest
prawdziwy18 Inaczej mowigc, wyrazenie postaci v " jest teza, jesli
jest tezg lub T jest tezg. Mozna wiec mowic, ze alternatywa intuicjonistyczna
ma efektywny czy tez konstruktywny charakter. W tym sensie nalezatoby
chyba rozumie¢ stwierdzenie tukasiewicza, ze funktory intuicjonistyczne sg
silniejsze niz odpowiednie funktory klasyczne.

W prawie wytgczonego srodka wystepujg dwa funktory: alternatywa i ne-
gacja, tymczasem tukasiewicz zajmuje sie tylko alternatywa - tylko dla niej
przyjmuje odmienne symbole dlajej rozumienia klasycznego i intuicjonistycz-
nego. Czy odrzucenie przez intuicjonistbw omawianego prawa jest zatem
odrzuceniem klasycznej alternatywy, natomiast negacja pozostaje poza kryty-

17 Tamze.

Is Skoro nie w kazdym przypadku potrafimy to uczyni¢, zatem ogélna obowigzywalno$¢
wzoru jest nie do przyjecia. Zob. K. G 6 d e 1, Zum intuitionistischen Aussagenkalkitl, [w:J
tenze, Collected Works, vol. I Publications 1929-1936, Oxford 1986, s. 224.
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ka? Wydaje sie, ze tak witasnie mozna interpretowa¢ poglady tukasiewicza
w tej sprawie, tym bardziej ze za odrzucenie tego prawa w rachunku intuicjo-
nistycznym obarcza on odpowiedzialno$cig sposob rozumienia alternatywy.
Inni, jak np. Michael Dummett, uwazajg, ze to witasnie odmienno$ci zna-
czeniowe funktora negacji ponoszg wine za odrzucenie przez intuicjonistow
prawa wytgczonego $Srodkald. W tym sporze, jak sie wydaje, zaden z nich
nie ma racji, gdyz takie rozrdznienie jest nietrafne: ,kiedy raz zakiéci sie
wzajemne zwigzki operatorow logicznych, mozna powiedzie¢, ze zmienito sie
wszystko [...] nazwy i symbole negacji i alternatywy przenoszg sie na logike
nieklasyczng, taka jak intuicjonizm, tylko przez luZng i arbitralng analo-
gie”20.

Zatrzymajmy sie jeszcze raz nad stwierdzeniem tukasiewicza, ze funktory
intuicjonistyczne sg silniejsze, odpowiednie za$ funktory klasyczne stabsze.
Tak np. stabsza implikacja CNNpp obowigzuje w rachunku intuicjonistycz-
nym, natomiast implikacja mocniejsza FNNpp nie jest w nim wazna. Analizu-
jac ten poglad polskiego logika, Dummett stwierdza, ze nie nalezy tego rozu-
mie¢ w taki sposob, ze zdanie Fpp jest mocniejsze niz zdanie Cpp. Jest tak
dlatego, ze juz sam poprzednik intuicjonistycznego zdania warunkowego jest
mocniejszy niz poprzednik zdania klasycznego. Klasyczny poprzednik - zda-
nie p jest prawdziwe niezaleznie od tego, czy mozemy je rozpoznac jako
takie, czy nie. Jest to niezrozumiale na gruncie intuicjonizmu: intuicjonistycz-
ny poprzednik tego zdania rozumie sie w ten sposob, ze p jest (intuicjonis-
tycznie) dowodliwe, a to jest mocniejsze zatozenie. Dlatego - konkluduje
Dummett - klasyczna i intuicjonistyczna implikacja (jako takie) sg nieporéw-
nywalne pod wzgledem sity2l - poréwnywa¢ mozna jedynie site (moc) po-
przednika (nastepnika) odpowiedniego zdania implikacyjnego. Podobnie ma
sie rzecz z pozostatymi funktorami.

19 Antyrealistyczne spojrzenie na jezyk, mys$l, logike i historie filozofii analitycznej.
Z Michaelem Dummettem rozmawia Fabrice Pataut, ,Kwartalnik Filozoficzny", 26(1998),
z. 1, s. 170.

ALW. V, 0. Q uine, Filozofia logiki, Warszawa 1977, s. 129.

2ZM. Dummelt Elements of Intuitionism, Oxford 1977, s. 16 n. Whrew pogladom
Dummetta wydaje sie, ze istnieje mozliwo$¢ poréwnywania funktoréw pod wzgledem sity
dedukcyjnej. Je$li mamy réwnoksztattne formuty, powiedzmy A, B, w obu rachunkach i w jed-
nym da sie wyprowadzi¢ z A B, lecz nie odwrotnie, a w drugim w obie strony, to funktor
w drugim jest mocniejszy niz w pierwszym; inaczej nie mozna by wypowiedzie¢ zadnych uwag
poréwnawczych ani ustali¢ relacji miedzy systemami, w szczeg6lno$ci nie mozna by w ogdle
mowié¢ o logikach posrednich.
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Na zakonczenie swoich wywodéw ktukasiewicz pisze znamienne stowa
odzwierciedlajgce jego 6éwczesny (z 1952 r.) poglad na wielo$¢ rachunkow
logicznych:

»Nie mamy sposobu rozstrzygniecia, ktéry z n-wartoSciowych systemow
logiki (n > 2) jest prawdziwy. Logika nie jest naukg o prawach mysSlenia lub
0 jakim$ realnym przedmiocie; jest ona, wedtug mego zdania, tylko narze-
dziem, ktore pozwala nam wyciggngé uznane wnioski z uznanych przestanek.
Klasyczny rachunek zdan, ktdry jest sprawdzony przez matryce dwuwartoscio-
wag, jest systemem logicznym najstarszym i najprostszym i dlatego najlepiej
znanym i szeroko stosowanym. Ale dla pewnych celdw, na przykiad w logice
modalnej, n-wartoSciowy system (n > 2) moze byé bardziej odpowiedni
1przydatny. Im bardziej przydatny i bogaty jest system logiczny, tym jest on
wartosciowszy”22.

tukasiewicz twierdzi wiec wyraznie, iz w logice jesteSmy skazani na
konwencjonalizm i pragmatyzm. Trzeba jednak zauwazyé, ze nasz autor prze-
szedt w tym wzgledzie pewng ewolucje pogladow: od podkreslania bardzo
Scistych zwigzkéw miedzy logikg a dosSwiadczeniem (1936 r.), czego wyrazem
sg stowa:

~Wierze, ze jeden i tylko jeden z tych systeméw logicznych zrealizowany
jest w Swiecie rzeczywistym, czyli jest realny, tak jak jeden i tylko jeden
system geometryczny jest realny. Nie wiemy dzi$ wprawdzie, ktéry to jest
system, ale nie watpie, ze badania empiryczne wykaza kiedy$ [...] czy zwia-
zek jednych faktow z drugimi odpowiada logice dwuwartosciowej, czy jakiej$
wielowartosciowej”23
do instrumentalistycznej tezy, wyrazonej najbardziej radykalnie w artykule
System logiki modalnej (1953), iz nigdy nie bedziemy w stanie rozstrzygnac,
ktéry system logiki jest prawdziwy.

W szczegdlnosci nie mozna wiec rozstrzygngé, czy poprawna jest logika
klasyczna, czy intuicjonistyczna. Niemniej Lukasiewicz zauwaza, iz wszystkie
zastosowania zdaniowej logiki klasycznej do matematyki odnosza sie rowniez
- ze wzgledu na relacje zawierania - do stosowania rachunku intuicjonistycz-
nego do matematyki, a ponadto w tym ostatnim mozna rozpatrywac szereg
subtelnych problemoéw matematycznych, ktére nie dajg sie sformutowaé w sy-
stemie klasycznym. Polski logik nie méwi jednak, jakie to subtelne problemy

2t ukasiewicz, O intuicjonistycznyrn [...], s. 267.
2T enze, Logistyka afilozofia, [w:] tenze, Z zagadnien [...], s. 206 n.
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jest w stanie rozwazac logika intuicjonistyczna, a nie nadaje si¢ do tego celu
logika klasyczna. Z tej jednak racji ze wszystkich znanych systemoéw wielo-
warto$ciowych tukasiewicz najwyzej ceni logike intuicjonistyczngjako rachu-
nek najbardziej intuicyjny24 i elegancki.

Rekapitulujagc rozwazania tego artykutu, mozna stresci¢ przedstawione
w nim poglady tukasiewicza odnosnie do logiki intuicjonistycznej w nastepu-
jacy sposob:

1. Polski logik nie jest konsekwentny w ujmowaniu relacji klasycznego ra-
chunku zdaniowego do intuicjonistycznej logiki zdaniowej. W pracy
z 1938 r. utrzymywat, iz ta ostatnia jest czeScig witasciwg logiki klasycznej,
natomiast w 1952 r. sadzit, iz zachodzi zupetnie odwrotna zaleznosg¢.

2. Teza gtoszaca, ze intuicjonistyczny rachunek zdan zawiera w sobie kla-
syczny rachunek zdan, lecz nie odwrotnie, jest prawdziwa o tyle, o ile dota-
czymy do tego pierwszego definicje (u Lukasiewicza oznaczong jako definicja
63), ktora pozwala na zastapienie wyrazenia zbudowanego za pomocga negacji
i koniunkcji intuicjonistycznej wyrazeniem zapisanym za pomocg klasycznej
implikacji. Definicja ta pozwala wiec na wyrazenie funktora klasycznego za
pomocg funktoréw intuicjonistycznych.

3. Postuzenie sie definicjg 63 w rachunku intuicjonistycznym wydaje sie
nieuprawnione (jest ona tu definicjg twdrcza), gdyz za zmienng funktorowg
8 mozna podstawiac jedynie funktory prawdziwos$ciowe, a funktory intuicjo-
nistyczne zdajg sie posiadaé¢ nie-prawdziwos$ciowy charakter.

4. Wszystkie funktory intuicjonistyczne sg, zdaniem tukasiewicza, moc-
niejsze niz odpowiednie funktory klasyczne. Teza ta wydaje sie by¢ w pew-
nym sensie stuszna (przyktad interpretacji alternatywy intuicjonistycznej),
aczkolwiek nie wszyscy autorzy sie z nig zgadzajg (innego zdania jest np.
Dummett).

5. Rowniez w kwestii poprawnosci systemu logicznego Lukasiewicz prze-
szedt ewolucje pogladéw: od realizmu gtoszacego, ze o wyborze logiki zade-
cyduje zgodnos$¢ z realnym Swiatem (a wiec prawdziwos$é tez) do skrajnego

24 Podobnie uwaza Z. Zawirski (O logice L. E. J. Brouwera, ,,Sprawozdania Poznanskiego
Towarzystwa Przyjaciot Nauk”, 1931, nr 2, 3, 4), dla ktérego jest ona blizsza intuicji niz
chociazby r6zne systemy logik wielowarto$ciowych samego tukasiewicza czynigce ,,nadmierny
wytom w prawach logiki”.
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konwencjonalizmu, wedle ktérego wyboér logiki podyktowany jest wzgledami
pragmatycznymi, przede wszystkim uzytecznoscig (logika jest tylko narze-
dziem, tym lepszym, im bardziej uzytecznym, skutecznym).

6. Do analizy pewnych problem6éw na gruncie matematyki bardziej uzy-
tecznym narzedziem wydaje sie by¢, zdaniem tukasiewicza, logika intuicjo-
nistyczna niz klasyczna.

JAN LUKASIEWICZ’S ACCOUNT OF THE INTUITIONISTIC
PROPOSITIONAL LOGIC

Summary

The aim of the article was to show Lukasiewicz’s programmatic theses that are contained
mainly in his work On the Intuitionistic Propositional Logic and concerning first of all the
connections between the intuitionistic and classical sentential calculi. It was also shown that
in the same article Lukasiewicz did not put into effect the programmatic theses he proclaimed
although he thought that he fulfilled the task formulated in this way. Moreover, an attempt was
made to complement some of the theses proposed by the Polish logician in connection with
understanding of the principle of excluded middle and logical constants occurring in this
principle.

Translated by Tadeusz Kartowicz



