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UWAGI O L. BORKOWSKIEGO METODZIE
ZEROJEDYNKOWEGO SPRADZANIA
WEZSZEGO RACHUNKU PREDYKATOW

W roku 1959 L. Borkowski przedstawil bardzo prosta, przydatng dydak-
tycznie metodg sprawdzania wyrazen wezszego rachunku predykatow z jedng
zmienna. Pewne korekty do tej metody wprowadzil w roku 1964, a do pod-
recznika wlaczyl w roku 1991'.

Mozna jednak wskazaé pewng trudnoéé w dydaktycznym stosowaniu tej
metody. WeZmy nastepujacy przyklad:

(Vx) (A(x)>B(Xx) — @x)(AX)AB(X))

11 111
+—0—0 +—0—0
10 1 1 1 0 0 1
0 1 0 0 0 0

(podwdjne podkresienie wskazuje na to, ze warto$¢ poprzednika jest zalozona,
wykreslenie charakterystyki wskazuje jej pusto$¢, a podkre§lenie przynajmniej
jednego elementu charakterystyki — jej niepustos$¢). Postgpujac wedlug regut

! Por. odpowiednio: L. B o r k o w s k i, Dydaktyczne ujecie zerojedynkowej metody
sprawdzania wyraZei wgiszego jednoargumentowego rachunku predykatéw, ,Studia Logica”,
11 (1961), s. 57-76; te n z e, Poprawki do artykutu ,Dydaktyczne ujecie zerojedynkowej
metody sprawdzania wyrazert weziszego jednoargumentowego rachunku predykatéw”, ,Studia
Logica”, 15 (1964), s. 271-272, oraz t e n 2z ¢, Wprowadzenie do logiki i teorii mnogosci,
Lublin 1991.
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sprawdzania podanych przez Borkowskiego, dla jednego z mozliwych rozkla-
déw otrzymujemy wynik pozytywny?; zakladajac prawdziwosé poprzednika,
zmuszeni byli§my zalozy¢ pusto$¢ drugiej z klas rozkladu, a wigc zbioru
przedmiotéw majacych wlasno$¢ A, a nie majacych wlasnosci B. W nastgpni-
ku sprawdzanej implikacji otrzymali§my /, gdyz wéréd charakterystyk klas
rozkladu wystepuje w nastgpniku przynajmniej jedna /, a to upowaznia nas
do wniosku, ze i1 nast¢pnik wyrazenia jest prawdziwy. Tymczasem z odpo-
wiedniego diagramu Venna widaé, ze wynik jest jednoznacznie negatywny.
Z tego, ze nie istnieja takie przedmioty, ktére maja wlasno$¢ A, a nie maja
wlasnosci B, nie wynika wniosek, ze musza istnie¢ przedmioty majace zara-
zem wilasno$¢ A i1 wlasno§¢ B. Taki wniosek mozna przyjaé jedynie przy
zalozeniu, ze wlasno$¢ A nie jest ,pusta”, tzn. ze w ogéle jakie§ przedmioty
majgce wlasnos$¢ A istnieja.

A B

SR

Oczywiécie w podanym przykladzie kazdy rozpozna wyrazenie bgdace na
gruncie wezszego rachunku predykatéw odpowiednikiem prawa podporzadko-
wania teorii zdan kategorycznych: S a P — S i P, nalezace do grupy twier-
dzeni, ktérych obowigzywanie zalezy od przyjecia zalozenia o niepustosci
terminéw. Podobne do wskazanych trudno$ci mozna poda¢ dla innych odpo-
wiednikéw tez teorii zdan kategorycznych z zalozeniem egzystencjalnym, jak
np. prawa konwersji z ograniczeniem czy trybéw sylogistycznych pochodnych
oraz tych, w ktérych nazwach wystepuje literka p (Fesapo, Bamalip, Darapti,

2 Oczywiscie jest to blad pozorny. Borkowski bowiem, omawiajac reguty sprawdzania,
stwierdza, ze sprawdzenia nalezy dokonaé¢ dla kazdego z mozliwych rozkladéw uniwersum.
Jednakze przyklady, ktére podaje, sugerujg, ze wystarczy sprawdzi¢ dane wyrazenie dla jedne-
go z mozliwych rozkladéw (zawsze w przykladach sprawdzany jest tylko jeden rozktad uniwer-
sum, co w praktyce dydaktycznej czgsto prowadzi do popelniania przez studentéw takich
biedéw jak powyzszy).
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Felapton), czyli takich, ktérych redukcja do trybéw figury I wymaga zastoso-
wania conversio per accidens. Jasne jest tez (co tatwo pokazac), ze powyzsze
sprawdzane wyrazenie nie jest teza wezszego rachunku predykatéw. Teza
wezszego rachunku predykatdéw jest natomiast wyrazenie:

(Vx) (AX) = B(x)) A (3x) AX) - 3x)}AX) A Bx)).

Pierwszg probg uniknigcia trudnos$ci byloby wymaganie, zeby ograniczyé
stosowanie tej metody tylko do takich wyrazen, w ktorych kwantyfikator stoi
przynajmniej raz przed wyrazeniem atomicznym. Postepujac we wskazany
wyzej sposdb, mozna pokazaé, ze ,,sprawdza si¢” nastgpujace, jawnie falszy-
we wyrazenie:

(Vx) (A(X)>B(x)) —» (Hx)A(X)
1 1 1 1

—0 -8 !
1 0 1 1 10
0 1 0 0

choé, inaczej niz w pierwszym z analizowanych przykladéw, przy zalozeniu
falszywos$ci nastepnika tej implikacji poprzednik jej okazuje si¢ prawdziwy,
co wskazuje, ze jednak implikacja ta jest falszywa:

(Vx) (Ax)—=B(x)) = @E0AX)

1 1 1
b3

T 11 T
—6—10 t
1 0 1 1 0 0
0 I 0 0

Problem jednak pozostaje, gdyz trudno zaakceptowaé metodg, ktéra ,w jedna
strong” daje rezultat zgodny z prawdg, a w druga strong zawodzi. Sprébujmy
znalez¢ zrédlo tych trudnosci.

W przykiadach podawanych przez Borkowskiego zakladane jest, ze
w wyrazeniach implikacyjnych zaré6wno w poprzedniku, jak i w nastgpniku
wystepuja te same funktory dwuargumentowe. Sa to wigc najczgSciej prawa
rozkladania bad7? skladania kwantyfikatorow lub odpowiedniki niektérych
trybéw sylogistycznych. Klopoty zaczynaja si¢, gdy weZimiemy wyrazenia,
w ktérych poprzedniku wystepuje funktor implikacji znajdujacy si¢ w zasiegu
kwantyfikatora ogb6lnego, czyli takie, ktérych poprzednik jest swego rodzaju
odpowiednikiem zdania ogdlno-twierdzacego, a w nastgpniku wyrazenie ato-
miczne z kwantyfikatorem lub wyrazenie zlozone za pomoca innego funktora
niz implikacja. Implikacja w poprzedniku jest odpowiednikiem ,,swego rodza-
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7

ju”, gdyz jest to tak zwana staba inkluzja, ktéra — jak zauwazyl Lesniewski
— do swej prawdziwosci nie wymaga niepusto§ci podmiotu zdania. Zdanie
»Wszelki centaur ma wasy” jest, wedlug Le§niewskiego, prawdziwe niezalez-
nie od tego czy centaur ma wasy, czy tez centaur wasdw nie ma. Jego praw-
dziwo$¢ bowiem jest zapewniona przez fakt, ze centaury nie istniejg. Dlatego
Les$niewski odrézniat tzw. funktor stabej inkluzji (wszelkie A jest B) od
funktora mocnej inkluzji (kazde A jest B); tylko to drugie zdanie jest odpo-
wiednikiem zdania postaci SaP teorii zdan kategorycznych. Dzieje sig tak ze
wzgledu na t¢ wlasnos§¢ implikacji, iz jest ona prawdziwa, gdy jej poprzednik
jest falszywy. Jesli réwniez i w nastgpniku implikacji gléwnej jest implikacja,
to nie ma zadnych niedogodnos$ci w sprawdzaniu, choé pozwala to np. na
uznanie prawdziwo§ci wyrazenia:

(Vx) (AX)-B(x) — [(VX)AX)—B(y)]
R 1

fl—
SO
— = D
o o P

o]
o o+

ktorego prawdziwo§é jest zagwarantowana juz przez to, ze przy zalozonej
pusto$ci drugiej klasy rozkladu (I wiersz wykreslony) poprzednik implikacji
wystepujacej w nastepniku implikacji gléwnej jest falszywy, powodujac praw-
dziwo$¢ tego nastgpnika niezaleznie od jakichkolwiek ustaleii co do wolnej
zmiennej y.

Jeshi wigc mamy uzyty w poprzedniku badanego wyrazenia odpowiednik
zdania z funktorem stabej inkluzji, ktére moze by¢ prawdziwe ze wzgledu na
pusto$é zbioru przedmiotéw majacych wlasnos$é A, to metoda ,nie zauwaza”
tego i ,,kaze” nam wyprowadzi¢ wniosek bgdacy zdaniem egzystencjalnym
(cho¢ oczywiscie iloczyn zbioru pustego z dowolnym zbiorem jest réwny
zbiorowi pustemu).

Niestety, problem nie dotyczy tylko implikacjii. Podobne ,bledy” mamy
w wypadku alternatywy wystgpujacej w poprzedniku sprawdzanej implikacji,
np.:

(Vx) (A(x) v BX)) = (Gx)AX)
1
1

> O = =
d: —_— e
D - O

PO - =
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co wskazywaloby, ze powyZzsze wyraZzenie jest prawem logiki. OczywiScie nie
jest to zgodne z prawda.

Rozwiazanie problemu jest nastgpujace. Wyrazenia zlozone poprzedzone
kwantyfikatorem ogélnym moga by¢ prawdziwe na jeden lub wiele sposobow.
Na jeden spos6b jest prawdziwe wyrazenie koniunkcyjne, a na wiele sposo-
béw wyrazenie alternatywne, implikacyjne czy rOwnowaznos$ciowe, np. alter-
natywa A(x) lub B(x) jest prawdziwa nie tylko wtedy, gdy obie wiasnosci sa
»hiepuste”, czyli denotujg niepusty zbidr przedmiotdw i nie istnieja przedmio-
ty, ktére by nie mialy ani wlasnosci A, ani wlasnoSci B, lecz takze wtedy,
gdy jedna z wiasnosci jest ,pusta”. Wyrazenia za$§ zlozone poprzedzone
kwantyfikatorem szczegbétowym sg falszywe na jeden sposéb dla funktoréw
implikacji i alternatywy, a na wiele sposobéw dla funktoré6w réwnowaznosci
i koniunkcji. Jesli wigc zakladamy prawdziwo$¢ poprzednika implikacji, musi-
my uwzglednié, na ile sposobéw jest on prawdziwy, i nastgpnie wszystkie te
wypadki poddaé sprawdzaniu (pamigtajgc, ze zawsze przynajmniej jedna klasa
rozkladu winna by¢ niepusta). W naszym ostatnim przykladzie musimy wigc
zbadaé (poza wypadkiem powyzszym) m.in.:

(Vx) (A(x) v Bx)) - @xAX)

111 1
1 1 10 11
0—+—1 0

0—6—0 0

(Vx) (A(x) v B(x)) = (Gx)AX)
111 1

1 10 —+
0 1 1 0
&—06—06 6

(Vx) (A(x)

!

1

— e
o~

B(x)) = (@x)A(x)
1

1+ o
0 0
66— 6~

Przy tym ostatnim sprawdzaniu okazuje si¢, ze przy prawdziwym poprzedniku
nastepnik implikacji jest falszywy. Wszystkich przypadkéw prawdziwosci
poprzednika tego wyrazenia jest wigc 7 (bo wszystkich klas rozktadu jest
cztery, a kazda moze by¢ pusta lub niepusta, a zatem wszystkich sposobow
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rozkladu jest osiem, przy czym przynajmniej jedna musi by¢ niepusta). Na
szczgScie nie wszystkie one sg mozliwe. W naszym przykladzie liczba mozli-
wos$ci ogranicza si¢ do 3; sg to sytuacje:

a) alternatywa jest prawdziwa, a zadna z wlasno$ci nie jest pusta;

b) alternatywa jest prawdziwa, a pusta jest wlasno§¢ A (bo B(x) v 0 =

= B(x));

¢) alternatywa jest prawdziwa, a pusta jest wlasno$¢ B.

Jesli ktéry§ z tych przypadkéw pominiemy w sprawdzaniu, to mozemy otrzy-
mac¢ bledny wynik.

Aby skroci¢ sprawdzanie, mozemy zastosowac sprawdzanie nie wprost,
tzn. zalozy¢ zaréwno prawdziwo$é poprzednika, jak i falszywo$¢ nastgpnika.
Jesli wyrazenie jest prawem logiki, to w wyniku zaloZenia wszystkie klasy
rozkladu stang si¢ puste lub istnieje taka klasa rozktadu, co do ktérej zaklada
si¢, ze jest pusta, a zarazem niepusta; je§li wyrazenie nie jest prawem logiki,
pozostanie jaka$ klasa rozkiadu niepusta, np.:

(Vx) (A(x) v B(x)) - @xAX)

1 1 1

1

<P

wyrazenie nic jest prawem logiki

=
D — D H
oo+ T

D =

-~
<

(Vx) (A(x) — B(x)) — @x)AX)IAB(x))

1 b

+—t .

—0—0 —06—0- wyrazenie nie jest prawem logiki
1 0 1 1 0 001

0 0 O 000

(Vx) (A(x) = B(x)) =  (@Ex)(~AX)VB(x))

1
1

ray 1 1 1
U 1 T

P
-
g
1

I wyrazenie jest prawem logiki

(i
> D +
R D
=~ YSRGS

Poniewaz ostatnie wyrazenie jest prawem logiki, zalozenie o jego falszywosci
prowadzi do stwierdzenia, ze wszystkie klasy rozkladu sa puste, czyli Ze nie
istnieje takie uniwersum, w ktérym to wyrazenie jest falszywe. Z kolei odpo-
wiednik trybu Barbara sprawdza si¢ ze wzgledu na to, ze falszywos$¢ nastep-
nika wymaga, zeby niepusta byla co najmniej jedna z dwoéch klas rozktadu,
dla ktérej warto$¢ wyrazenia w zasiggu kwantyfikatora wynosi 0; co do kaz-
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dej z tych klas zachodzi sprzeczno$é, tzn. glosi sig, iz jest ona pusta i nie-
pusta:

(VX)(A(x) = B(x)) A (Vx)(B(x) = C(x)) = (VX)(AKx) — C(x))

111 11 111
—t—rt 06— F—0—0
06— o—+—t —t—1
60 01— 0
101 1 111 1 0 0 1 1
o—+—1 —0—0 o—t—6-
01 0 0 1 1 01 1
01 0 01 0 01 0

Na podstawie powyzszych rozwazan wydaje si¢ wigc, iz sprawdzanie zero-
jedynkowe wyrazenn wezszego rachunku predykatéow nalezy przeprowadzaé
metoda nie wprost, wedlug reguly:

Sprawdzanie zaczynamy od zalozenia falszywoS$ci badanej implikacji, czyli
zalozenia zarazem prawdziwoSci poprzednika i falszywosci nastgpnika impli-
kacji. Postgpujemy wedlug regut podanych przez Borkowskiego, zakladajac
niepustos$¢ (podkreslenie jednego elementu charakterystyki) lub pusto§é (wy-
kreslenie charakterystyki) odpowiednich klas rozkladu. Sprawdzanie jest za-
koniczone wynikiem pozytywnym (czyli sprawdzane wyrazenie jest tezg wez-
szego rachunku predykatéw), gdy:

a) wszystkie charakterystyki klas rozkladu sg wykre§lone (jest to sprzeczne
z lezgcym u podstaw wezszego rachunku predykatéw zalozeniem o niepusto-
$ci uniwersum); lub

b) stwierdzamy istnienie takiego wyrazenia atomicznego, ktéremu przystu-
guje zarazem warto§¢ 0 i /; lub

¢) stwierdzamy istnienie takiej klasy rozkladu, ktdrej przysluguje zarazem
pustos$¢ i niepustosé.

Jezeli mozliwych rozkladéw uniwersum spelniajacych zalozenie falszywo-
Sct tmplikacji jest wigcej niz jeden, nalezy dokonad sprawdzenia nie wprost
dla kazdego z mozliwych rozkladéw uniwersum. Wyrazenie nie jest tezg
wezszego rachunku predykatow, gdy istnieje taki rozklad uniwersum, dla
ktorego nie zachodzi zaden z trzech powyzszych punktow.

Stowa kluczowe: logika, rachunek predykatdow, metoda zerojedynkowa
Key words: logic, predicate calculus, truth-table decision procedure



