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CZY GOTTLOB FREGE
PIERWSZY ZDEFINIOWAL LICZBY NATURALNE?

Zazwyczaj w literaturze podaje sig¢, ze pierwszym, ktoéry poprawnie
zdefiniowatl liczby naturalne, byt niemiecki logik z Jeny — Gottleb Frege.
Wskazuje si¢ przy tym na jego dzieto Die Grundlagen der Arithmetik
z 1884 r. Liczby naturalne zostaly w nim okreSlone jako zbiory pojec
z réwnolicznymi ekstensjami'. Niezaleznie od G. Fregego zdefiniowat licz-
by naturalne w 1903 r. B. Russell. W jego ujeciu liczby naturalne to zbiory
réwnolicznych zbioréw?.

Zaréwno G. Frege, jak i B. Russell zdefiniowali liczby naturalne w celu
zrealizowania programu logicyzmu, a wigc wyprowadzenia arytmetyki liczb
naturalnych, a w konsekwencji calej matematyki XIX-wiecznej z logiki®.
Zdefiniowanie liczb naturalnych w kategoriach teoriomnogo$ciowych sta-
nowito milowy krok w prébie realizacji wspomnianego programu. Réwno-
cze$nie pierwsza zadowalajaca odpowiedZ na pytanie, czym sa liczby natu-
ralne, byta niezwykle doniosta dla zasadniczego dziatu filozofii, jakim jest
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"'Por. G.Fre g e, Die Grundlagen der Arithmetik, Breslau 1884, par. 68.

2Por. B.Russell, The Principles of Mathematics, Cambridge 1903, par. 111.
Nalezy pamigtaé, ze pojecie zbioru wszystkich zbioréw réwnolicznych z danym zbiorem
generuje antynomig¢. Dlatego w aksjomatycznych ujeciach teorii mnogos$ci naklada sig
specjalne ograniczenia, ktére pozwalaja uniknaé antynomii zbioru wszystkich zbioréw
rownolicznych z danym zbiorem.

3 Je§li teorie mnogosci, czyli zbioréw (skoficzonych i nieskoficzonych), ujmuje sie jako
odrebna nauke, nie bedaca dziatem logiki, to trzeba méwié¢ o sprowadzeniu arytmetyki liczb
naturalnych nie do logiki, lecz do teorii mnogosci (por. L. Bork ow s ki, Logika
formalna, Warszawa 1970, s. 235).
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ontologia. Jak wazne bylo to pytanie dla wielu filozoféw, moze §wiadczyé
chociazby to, ze w istocie dwa wielkie systemy filozoficzne — Platona
i I. Kanta powstaly w duzej mierze po to, by wyjasni¢ ontologi¢ liczb
naturalnych.

Celem niniejszego opracowania jest jednak pokazanie, ze juz 50 lat przed
opublikowaniem przez G. Fregego Die Grundlagen der Arithmetik, w latach
trzydziestych XIX w., dziatajacy w Pradze niemieckojezyczny filozof,
matematyk, logik i teolog B. Bolzano (1781-1848) zdefiniowat w stylu
fregowsko-russellowskim liczby naturalne®.

B. Bolzano nie jest postacia nie znanag w dziejach matematyki, logiki
i filozofii. Jako pierwszy, jeszcze przed A. Cauchym, podat on definicjg
pojecia granicy, czym przyczynil si¢ do arytmetyzacji podstaw analizy.
Antycypowal wiele poje¢ wspétczesnej logiki, jak: prawda, konsekwencja,
sprzecznos$¢ i prawdopodobiefistwo. Byt réwniez, jeszcze przed G. Canto-
rem, prekursorem teorii mnogosci, podajac jako pierwszy definicj¢ zbioru
nieskoniczonego jako réwnolicznego ze swoim podzbiorem wiasciwym?.

Wspomniany dorobek B. Bolzano zawarty jest w jego znanych, opubliko-
wanych za zycia lub tuz po Smierci dzietach Wissenschaftslehre (1837) oraz
Paradoxien des Unendlichen (1851). Natomiast definicja liczb naturalnych
B. Bolzano byta do niedawna zupelnie nie znana. Wynikato to stad, ze
zawarta ona byla w manuskrypcie praskiego autora zatytutlowanym Reine
Zahlenlehre, napisanym w latach trzydziestych XIX w. i nie publikowanym
do 2. pot. XX w. Manuskrypt ten, zawierajacy teori¢ liczb naturalnych,
teorie liczb wymiernych i teorig liczb rzeczywistych®, przechowywany

4 Jako pierwszy na Bolzanowska definicje liczb naturalnych zwrécit uwage szwedzki
logik i filozof pracujacy na Uniwersytecie Technicznym w Monachium J. Berg, jeden z naj-
bardziej znanych badaczy dorobku B. Bolzano (por. J. B e r g, Einleitung des Herausge-
bers, [w:] B. Bolzan o, Reine Zahlenlehre, hrsg. v. J. Berg, Stuttgart—Bad Cannstatt
1976, s. 8; J. B e r g, Einleitung des Herausgebers, [w:] B. B o1z a n o, Wissenschaft-
slehre, par. 223-268, hrsg. v. J. Berg, Stuttgart—Bad Cannstatt 1988, s. 24 n.). Niniejszy
artykut oparty zostal na spostrzezeniach J. Berga.

SPorr W.Marciszews ki, Bernard Bolzano, [w:] Mata Encyklopedia Logiki,
Wroctaw 19887, s. 26.

® Teorie liczb rzeczywistych zostaly zbudowane w 2. pot. XIX w. przez K. Weier-
strassa, Ch. Meraya, R. Dedekinda i G. Cantora. Préba B. Bolzano, podjeta w ostatnim
rozdziale Reine Zahlenlehre, zbudowania systemu liczb rzeczywistych na czysto arytme-
tycznej podstawie wskazuje, ze moze by¢ on traktowany jako poprzednik wspomnianych
matematykow.

Przy obliczeniach z tzw. nieskoficzonymi pojeciami wielkoSciowymi (unendlichen
Groflenbegriffen) robil B. Bolzano uzytek z operacji na wielkoSciach wymiernych. Jest to



CZY GOTTLOB FREGE PIERWSZY ZDEFINIOWAL LICZBY NATURALNE? 243

w Austriackiej Bibliotece Narodowej w Wiedniu pod sygnatura S.n. 34697,
doczekat si¢ pierwszej publikacji dopiero w 1976 r. w ramach edycji dziet
wszystkich B. Bolzano®. I wtasnie wydawca Reine Zahlenlehre J. Berg
zwrdcit jako pierwszy uwage na zawartg w tym dziele definicj¢ liczb natu-
ralnych B. Bolzano’.

Praski matematyk dokonatl najpierw podzialu pomigedzy konkretnymi i ab-
strakcyjnymi liczbami naturalnymi: ,,Utwdérzmy sobie pewien szereg, ktérego
pierwszym cztonem jest pewna jednostka dowolnego rodzaju A, a kazdy
inny czton jest pewna suma, ktéra zjawia sig¢, kiedy pewien przedmiot,
ktéry poprzedniemu cztonowi jest rowny, zwiazemy z pewna nowa jednost-
ka rodzaju A: tak stanowi dla mnie kazdy czton tego szeregu pewna liczbe,
jesli mySle sobie ten czton ujety przez pewne przedstawienie, ktére podaje
nam spos6b jej powstania. Dla odréznienia od innych szeregéw, ktére zja-
wiaja sig, kiedy zamiast przedmiotéw rodzaju A przedmioty jakiego$ innego
rodzaju jako jednostka sa wzigte, nazywam cztony wcze$niej wspomnianego
szeregu liczhami rodzaju A, u ktérych podstaw lezy jednostka A. Ceche, na
mocy ktoérej kazdy ten czlon staje si¢ pewna liczba (ktéra on wigc zacho-
wuje, kiedy same przedmioty, ktére si¢ jako jednostki bierze, chcialyby by¢é
zmienione), nazywam liczbq w abstrakcyjnym znaczeniu tego stowa albo
abstrakcyjnq liczbq i w przeciwieristwie do takich liczb abstrakcyjnych (tj.
gotych cech) nazywam te czlony same konkretnymi liczbami lub liczbami
w konkretnym znaczeniu tego stowa. Te konkretne liczby sa w niemieckim
takze nazywane, z wyjatkiem pierwszej albo jednostki, Anzahl. Wreszcie
caly szereg nazywam szeregiem liczbowym albo dla odréznienia od innych

poprawne tak dlugo, jak dlugo przyjmuje sig¢, Ze ,nieskoriczone pojecia wielkoSciowe”
moga by¢ identyfikowane z ciggami liczb wymiernych. Przy tej precyzyjnej interpretacji
podstawowych poje¢ B. Bolzano niektére twierdzenia jego teorii liczb rzeczywistych sa
fatszywe. JeSli natomiast prébuje si¢ istotne twierdzenia Bolzanowskiej teorii ratowaé
poprzez to, ze po prostu zastepuje si¢ jego pojecia przez takie, ktére powstaty
w nowocze$niejszych teoriach, wtedy Bolzanowskie pojecia podstawowe pozostaja nie wyjas-
nione (por. B e r g, FEinleitung des Herausgebers, [w:] B o1z a n o, Reine Zahlenlehre,
s. 8).

7 Por. tamze, S. 7.

8 Por. Bolzan o, Reine Zahlenlehre.

Por.Ber g, Einleitung des Herausgebers, [w:] B o1 z a n o, Reine Zahlenlehre,
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szeregdw, ktérych cztonami sa rowniez liczby, naturalnym szeregiem liczb,
albo za niektérymi réwniez szeregiem liczb naturalnych'°.

Na podstawie przytoczonego tekstu mozna sprecyzowad, czym sa liczby
konkretne i liczby abstrakcyjne w ujgciu B. Bolzano. Konkretna liczba
wzgledem pewnego okreslonego rodzaju A (A-liczba) jest czlonem szeregu,
ktéry buduje si¢ w nastgpujacy sposéb: jako pierwszy czlon wybiera sig
dowolny przedmiot rodzaju A, a kazdy nastgpny czton jest zbiorem, ktory
powstaje ze swojego poprzednika przez dodanie nowego przedmiotu danego
rodzaju A. Natomiast abstrakcyjna A-liczba konkretnej A-liczby L jest
cecha, ktérej zakresem jest zbiér wszystkich konkretnych, réwnolicznych
z L A-liczb'!. Zastepujac stowo ,,cecha” (Beschaffenheit) stowem ,,zbidr”,
otrzymuje si¢ bardziej wspotczesna definicjg: abstrakcyjna A-liczba kon-
kretnej A-liczby L jest zbiorem wszystkich konkretnych, réwnolicznych
z L A-liczb.

Oprécz tego wprowadzit B. Bolzano w Reine Zahlenlehre inny podzial
liczb naturalnych — na liczby nazwane (benannte) i nienazwane (unbenan-
nte): ,,JJesli rodzaj przedmiotéw, ktére powinny by¢ traktowane jako jed-
nostki, sa podane réwnocze$nie w przedstawieniu liczby, to chcemy je
nazywa¢ nazwanym przedstawieniem liczby albo (wedlug wspomnianej
w poprzednim paragrafie metonimii) takze nazwang liczba sama; natomiast
w przeciwnym razie, kiedy rodzaj przedmiotéw, ktére powinny byl trak-

10" Bilden wir uns eine Reihe, deren erstes Glied [ein]e Einheit beliebiger Art A, jedes
andere Glied [a]ber eine Summe ist, welche zum Vorschein kommt, indem [wi]r einen
Gegenstand, der dem néchstvorhergehenden [G]liede gleich ist, mit einer neuen der Art A
verbinden: so hei3t mir ein jedes Glied dieser Reihe insofern eine Zahl, als [ic]h mir dieses
Glied durch eine Vorstellung aufgefalt denke, welche uns seine Entstehungsart angibt. Zur
Unterscheidung von anderen Reihen, welche zum Vorschein kommen, wenn statt der Dinge
von der Art A Dinge von einer anderen Art zur Einheit angenommen werden, nenne ich die
Glieder der vorhin betrachteten Reihe Zahlen von der Art A oder Zahlen, denen die Einheit
A zu Grunde liegt. Die Beschaffenheit, vermoge deren ein jedes dieser Glieder zu einer Zahl
wird (die es somit behélt, wie auch die Gegenstinde selbst, die man zu Einheiten annimt,
gewechselt werden mogen) nenne ich eine Zahl in der abstracten Bedeutung des Wortes,
oder eine abstracte Zahl; und im Gegensatz mit solchen abstracten Zahlen (d.h. den blofen
Beschaffenheiten) nenne ich die Glieder selbst concrete Zahlen oder Zahlen in der concreten
Bedeutung des Wortes. Diese concret[e]n Zahlen werden in Deutschen, besonders mit
Ausnahme der ersten oder der Einheit, auch Anzahlen genannt. Endlich die ganze Reihe
selbst nenne ich die Zahlenreihe, oder zum Unterschiede von anderen Reihen, deren Glieder
ebenfalls Zahlen sind, die natiirliche Reihe der Zahlen, oder mit Einigen auch die Reihe der
natiirlichen Zahlen” (B o1 z a n o, Reine Zahlenlehre, s. 15).

"W por. B e r g, Einleitung des Herausgebers, [w:] B o 1 z a n o, Wissenschaftslehre,
par. 223-268, s. 24 n.
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towane jako jednostki, jest pozostawiony jako nieokre$lony, chcemy je
nazywaé nienazwang liczba albo nienazwanym przedstawieniem liczbowym.
I tak na przyktad pojecie trzy jest nienazwanym, natomiast pojecie trzech
punktéw nazwanym pojeciem liczbowym. Nienazwana liczba i abstrakcyjna
liczba sa przez niektérych traktowane jako tozsame. Tego pogladu nie moge
jednak podzieli¢”!2.

Ostatnia uwaga B. Bolzano wskazuje na to, ze nie uwazal on, iz zbiér
liczb nienazwanych i zbiér liczb abstrakcyjnych pokrywaja si¢. Znaczy to,
ze podziaty na liczby konkretne i abstrakcyjne z jednej strony oraz na
liczby nazwane oraz nienazwane z drugiej strony przecinaja sie'®. Dlatego
mozna méwic o liczbach abstrakcyjnych nienazwanych w koncepcji B. Bol-
zano.

Uwagi sformutowane przez B. Bolzano wskazuja, iz kazda liczbe odnie-
siong do jakiegokolwiek rodzaju A nazywat on ,liczba nazwana”. Natomiast
akt abstrakcji od rodzaju A dowolnej nazwanej liczby daje odpowiednia
liczbg nienazwana. Ta ostatnia teza w potaczeniu z wczesniej sformuto-
wanym okreSleniem abstrakcyjnej nazwanej A-liczby konkretnej nazwane;j
A-liczby L daje Bolzanowska definicj¢ abstrakcyjnej nienazwanej liczby
konkretnej nienazwanej liczby L. Mianowicie abstrakcyjna nienazwana
liczba pewnej konkretnej nienazwanej liczby L to cecha, ktérej zakresem
jest zbiér wszystkich konkretnych, nienazwanych i réwnolicznych z L liczb.
Ponownie zastgpujac w tym ostatnim okre$leniu termin ,,cecha” slowem
,Zbior”, otrzymuje si¢ nastgpujaca Bolzanowska definicjg¢: abstrakcyjna
nienazwana liczba pewnej konkretnej nienazwanej liczby L to zbiér wszyst-
kich konkretnych, nienazwanych i réwnolicznych z L liczb.

W ten sposdb analiza tekstow Reine Zahlenlehre B. Bolzano prowadzi
do wniosku, ze byt on bardzo bliski Fregowskiej i Russelowskiej koncepciji
liczb kardynalnych. Zwykle formuluje si¢ poglad, iz zdefiniowanie przez

12 »Wenn die Art der Dinge, welche als Einheiten betrachten werden sollen, in einer
Zahlenvorstellung gleichfalls mit angegeben ist, so wollen wir sie eine benannte
Zahlenvorstellung oder (nach der im vorigen Paragraph erwidhnten Metonymie) auch eine
benannte Zahl selbst; im widrigen Falle dagegen, wenn die Art der Dinge, welche als
Einheiten betrachten werden sollen, unbestimmt gelassen ist, eine unbenannte Zahl, oder
Zahlenvorstellung nennen. So ist z.B. der Begriff Drey, ein unbenannter, der Begriff drey
Punkte aber ein benannter Zahlenbegriff. Die unbenannte Zahl und die abstracte Zahl
werden von Einigen fiir einerley ausgegeben. Dieser Ansicht aber kann ich nicht beytreten”
(Bolzano, Reine Zahlenlehre, s. 23).

3 Por. B e r g, Einleitung des Herausgebers, [w:] B o 1 z a n o, Wissenschaftslehre,
par. 223-268, s. 24.
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G. Fregego pojecia liczby kardynalnej, liczby elementdéw zbioru, za pomoca
poje¢ logicznych stanowi jedno z najwazniejszych osiagnig¢ logiki for-
malnej. Dodaje si¢ przy tym, ze pojecie to stanowilo w ciggu wiekéw
przedmiot wielu analiz filozoficznych, ale dopiero G. Fregemu udalo sig¢
znalezé wlasciwe rozwiazanie zagadnienia definicji pojecia liczby'?.
Niniejszy artykut pokazuje jednak, ze Bolzanowska definicja abstrakcyjnej
nienazwanej liczby, wczes$niejsza o 50 lat od koncepcji G. Fregego, réwniez
oparta na pojeciu rownolicznoSci (w istocie: zbioréw) przynajmniej lezy na
tej samej linii rozwojowej, co p6Zniejsze definicje G. Fregego i B. Russella.

Inaczej jednak niz dwie p6Zniejsze koncepcje definicja B. Bolzano pozo-
stata zupetnie nie znana. Jest to wynik nalozenia si¢ dwu przyczyn. W swo-
ich dalszych pracach B. Bolzano nie postugiwal si¢ pojeciem abstrakcyjne;j
nienazwanej liczby, lecz konkretnej i nienazwanej. Poza tym jego arytme-
tyka zawarta w Reine Zahlenlehre przelezala prawie zupetnie nie znana
w bibliotece wiedenskiej az do czasu pierwszej publikacji dopiero w 1976 r.
Natomiast definicje liczb G. Fregego i B. Russella zostaly natychmiast
opublikowane. Poza tym stanowily one bardzo wazny element realizacji
przez tych uczonych idei logicyzmu, bardzo popularnej na przetomie XIX
1 XX w.

Konkludujac stwierdzamy, ze w pracach B. Bolzano mozna znaleZé
wlaSciwe rozwiazania zagadniefi definicji liczby naturalnej, a takze zbioru
nieskonczonego. Byly to niezwykle znaczace pojecia tworzonej dopiero
kilka dziesigcioleci po S$mierci praskiego matematyka i filozofa teorii
mnogo$ci 1 realizowania idei logicyzmu. Jesli doda si¢ do tego, ze
B. Bolzano byt autorem definicji granicy i prébowat zbudowaé na podstawie
liczb wymiernych teori¢ liczb rzeczywistych, co stanowito fundament
arytmetyzacji XIX-wiecznej matematyki, a wigc niezbednego warunku reali-
zacji programu logicyzmu, to rysuje si¢ na tym polu program dalszych
badan. Bedzie w nim chodzito o udzielenie odpowiedzi na pytanie, czy
dorobek B. Bolzano nie zawiera w sobie préby antycypacji realizacji
programu logicyzmu. Jest to tym bardziej prawdopodobne, ze B. Bolzano
byt pod znacznym wplywem G. W. Leibniza'>, pierwszego twércy idei
logicyzmu.

“Por. Borkowski dz cyt., s. 208.
57. D an ek, Weiterentwicklung der Leibnizschen Logik bei Bolzano, Meisenheim
am Glan 1970.
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HAT GOTTLOB FREGE
ALS ERSTER DIE NATURLICHEN ZAHLEN DEFINIERT?

Zusammenfassung

Gewohnlich wird es behauptet, da die natiirlichen Zahlen zum ersten Male von G. Frege
(1884) und unabhingig davon, von B. Russell (1903) definiert wurden. Dieser Artikel,
welcher auf den Wahrnehmungen des berithmten Forschers des Lebenswerks von B. Bolzano,
J. Berg, basiert, erweist, da3 der Philosoph und Mathematiker aus Prag, schon in der
dreiBiger Jahren des XIX. Jahrhunderts iiber seine Definition der natiirlichen Zahlen — der
sogenannten abstrakten, unbenannten Zahlen — verfiigt hat. Die Begriffsbestimmung von
B. Bolzano steht auf derselben Entwicklungslinie wie die Konzeption von G. Frege und
B. Russell, weil sie auf dem Begriff der Gleichzédhligkeit der Mengen basiert. Die Konzep-
tion von B. Bolzano, beziiglich der natiirlichen Zahlen, ist aber unbekannt geblieben, weil
er seine Arithmetik nicht auf dem Begriff der abstrakten unbenannten Zahlen gestiitzt hat.
AuBlerdem wurde das Manuskript Reine Zahlenlehre bis zum Jahre 1976 nicht publiziert.

Zusammengefafit von Jerzy Dadaczyniski

Stowa kluczowe: liczby naturalne, definicje liczb naturalnych.

Key words: natural numbers, definition of natural numbers.



