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KONCEPCJA NIESKONCZONOSCI
W ANTYCZNEJ MATEMATYCE I FILOZOFII

Twoérca jednego z najwigkszych systeméw filozoficznych starozytnosci
— Arystoteles — poswigcil sporo uwagi filozofii matematyki. W zakresie
ontologii matematyki zajat stanowisko realizmu umiarkowanego, a zdaniem
niektérych wspétczesnych interpretatoréw nawet stanowisko konceptualizmu.
Byta to wigc koncepcja odmienna od tej, jaka zaprezentowal jego nauczy-
ciel Platon, ktéry byl skrajnym realista. Je§li chodzi o kwesti¢ Zrddet
poznania matematycznego, to w przeciwiefistwie do Platona, opowiadajacego
si¢ za aprioryzmem, byl Arystoteles zwolennikiem empiryzmu genetycznego.
Potozyl on bardzo duze zastugi dla pojmowania matematyki jako systemu
aksjomatyczno-dedukcyjnego. Nie traktowal matematyki jako zbioru nie
powiazanych twierdzen,, ale witasnie jako zbiér twierdzei powiazanych,
dedukowalnych z niewielkiej liczby twierdzen wyj$ciowych. Na koncepcji
Arystotelesa wzorowal si¢ tworca pierwszego zachowanego systemu geome-
trycznego — Euklides, Zyjacy wiek po Arystotelesie, ktory przedstawil swa
geometri¢ tez jako system aksjomatyczno-dedukcyjny. Stagiryta swdj pomyst
budowy systeméw aksjomatyczno-dedukcyjnych zrealizowal budujac sylogi-
styke zdan asertorycznych oraz sylogistyke zdain modalnych. Bedac twoérca
pierwszych teorii logicznych, nie powiazal ich jednak z matematyka, jak
chociazby G. W. Leibniz, ktéry stanat na stanowisku logicyzmu. Kierunek
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ten prezentowal poglad, iz matematyka jest wyprowadzalna z logiki, tzn.
terminy pierwotne matematyki mozna zdefiniowa¢ za pomoca terminéw
logicznych, aksjomaty matematyki za§ mozna wyprowadzi¢ z twierdzei
logiki. U Arystotelesa niektérzy interpretatorzy, uwazajacy jego ontologig
matematyki za zblizona do konceptualizmu, doszukuja si¢ réwniez hipo-
tetyzmu w kwestii warto$ci wynikow uzyskiwanych w matematyce. Jest to
poglad przeciwny apodyktyzmowi, utrzymujacy, iz wyniki matematyki sa
tylko warunkowo prawdziwe, jako konieczne nastepstwa wydedukowane
z pierwszych przestanek, ktére sa tylko hipotezami (wzajemnie niesprzecz-
nymi). Takie stanowisko byloby metateoretyczna antycypacja wieloSci
nier6wnowaznych aksjomatyk tych samych dyscyplin matematyki. To stano-
wisko pozwala na przyklad zaakceptowaé, obok geometrii euklidesowej,
réwniez geometrie nieeuklidesowe'.

Juz ten pobiezny przeglad wskazuje, jak wszechstronny i nowatorski byt
wktad Stagiryty w zakresie filozofii matematyki. Znany jest on jednak
rowniez stad, ze podjat, palace w matematyce antycznej, szczegdlowe
zagadnienie z zakresu ontologii matematyki, mianowicie zagadnienie nie-
skoficzono$ci. Z matematycznymi problemami dotyczacymi nieskoniczonosci
Arystoteles zostal zapoznany przez jednego z najwybitniejszych mate-
matykéw starozytno$ci, Eudoksosa’.

! Nie jest wykluczone, ze w starozytnosci, juz za czaséw Arystotelesa, byly znane
elementy geometrii, ktére pdézniej nazwano nieeuklidesowymi. 1. Téth (Das Parallelen-
problem im Corpus Aristotelicum, ,,Archive for History of Exact Sciences”, 1967, vol. 3,
s. 249-422), opierajac sie¢ wtasnie na analizie niektérych tekstéw Arystotelesa, doszedt do
wniosku, iz najpéZniej w IV w. przed Chrystusem zajmowano si¢ systemami geometrycz-
nymi, w ktérych suma katéw tréjkata nie byta réwna dwém katom prostym, lecz wigksza
lub mniejsza od tej wielkosci.

2 Eudoksos z Knidos (406-354) zyt wspéiczesnie z Arystotelesem. Matematyki uczyt
sig w Srodowisku postpitagorejskim w Wielkiej Grecji. Jego nauczycielem byl Archytas.
Przebywat w akademii Platona. Jako pierwszy matematyk antyczny opracowat dwa bardzo
wazne zagadnienia. Stworzyl on teori¢ stosunkéw wielkosci. Teoria ta, odpowiednio
zinterpretowana, pozwolilaby juz w starozytno$ci na S$ciste wprowadzenie liczb
rzeczywistych, w tym oczywiscie liczb niewymiernych. Eudoksos w swej teorii antycypowat
wiele pomystéw, ktére wykorzystal w XIX w. R. Dedekind, wprowadzajac liczby rzeczywiste
przez tzw. przekroje w zbiorze liczb wymiernych. Poza tym Eudoksos stworzyl antyczne
podstawy w zakresie teorii granic oraz rachunku catkowego. Oczywiscie nie wprowadzit on
explicite pojecia granicy ciagu ani calki oznaczonej. Tym niemniej antycypowat metody
teorii granic oraz rachunku catkowego w tzw. metodzie wyczerpywania. Za jej pomoca byt
w stanie obliczy¢ miary wielu figur ptaskich i stereometrycznych. W tej dziedzinie, poza
pracami Archimedesa, nie wniesiono w matematyce nic nowego az do XVII w., kiedy



KONCEPCJA NIESKONCZONOSCI ... 221

Stagiryta jako pierwszy wprowadzit rozréznienie na nieskonczonosé
aktualng i potencjalna oraz zajal negatywne stanowisko w sporze o istnienie
aktualnej nieskoriczonoS$ci. Rozréznienie dokonane przez Arystotelesa zostato
zaakceptowane przez tradycj¢ zaro6wno matematyczna, jak i filozoficzna.
Byto ono istotne przez cale dzieje obydwu tych nauk. Szczeg6lnie ozywiona
dyskusja na temat istnienia nieskonczonos$ci aktualnej i potencjalnej byta
toczona pod koniec XIX i na poczatku XX stulecia w zwiazku ze stworze-
niem przez G. Cantora teorii mnogosci, ktéra w istocie byla teorig zbioréw
(aktualnie) nieskoniczonych, oraz w zwigzku z odkryciem antynomii teorio-
mnogoSciowych. Jednakze naszkicowanie stanowiska Arystotelesa w zakresie
zagadnienia nieskonczonoSci wymaga wczes$niejszego opisu sytuacji, ktéra
w zwiagzku z problematyka nieskoficzonoS$ci zaczeta si¢ tworzy¢é w matema-
tyce antycznej, poczawszy od V w. przed Chrystusem.

Uwyraznienie sytuacji problemowej, ktéra powstata w matematyce V w.
przed Chrystusem, wymaga z kolei uzycia pewnego instrumentarium, Szcze-
gb6lnie odnosnie do pojgcia nieskoriczono$ci. Instrumentarium takie byto
tworzone zarOwno przez Arystotelesa, jak 1 przez matematykéw XIX w.,
gtéwnie B. Bolzano, K. Weierstrassa, G. Cantora oraz R. Dedekinda.
Dlatego omawiajac problemy matematyki antycznej z V w. przed Chrystu-
sem, trzeba uzy¢ — migdzy innymi — rozréznienia Arystotelesa na nie-
skoniczono$¢ aktualna i potencjalna. Z kolei owocne odwotanie si¢ do
narz¢dzi teoriomnogo$ciowych, stworzonych w XIX w., pozwoli zaakcen-
towaé, na marginesie rozwazain dotyczacych matematyki i filozofii an-
tycznej, aktualno$¢ antycznej problematyki nieskoriczonosci.

OczywiScie matematycy antyczni zdawali sobie sprawe, ze ich twierdze-
nia, np. geometryczne, sa powszechne, tzn. dotycza nie tylko skoriczonej
liczby obiektéw, chociazby tréjkatéw, ale ich nieskoficzonego zbioru.

powstal rachunek rézniczkowy i calkowy. Eudoksos byl obok Euklidesa i Archimedesa
postacig pierwszoplanowa w matematyce antycznej.

Imi¢ Eudoksosa warto wspomnieé przy tej okazji z jeszcze jednego powodu. Podjal on
myS§] Platona zbudowania modelu, w ktérym pozorne ruchy Storica, Ksigzyca i planet bytyby
kombinacja jednostajnych ruchéw kolowych. Opis pomystowego modelu skonstruowanego
przez Eudoksosa zamieszczaja Arystoteles oraz Simplikos. Taki model mozna bylo poruszaé.
Trzeba to bylo jednak uczyni¢ za pomoca jakiej$ ,sily z zewnatrz”. Stad powstatl pomyst
,nieruchomego motoru”, ,nieruchomego poruszyciela”. Pojecie to przejal od Eudoksosa
Arystoteles, a od tego drugiego Sw. Tomasz z Akwinu, wykorzystujac je w ,,pigciu drogach”.
Warto, by zajmujacy si¢ teodycea oraz teologia wiedzieli, od kogo wywodzi si¢ tak wazne
pojecie ,.nieruchomego poruszyciela”.
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Jednakze problem nieskoniczonych zbioréw i ciagéw pojawit sig w istocie
z calg jaskrawo$cia w momencie odkrycia niewspétmiernosci®.

Do czasu odkrycia niewspdétmierno$ci podstawa definicji stosunku od-
cinkéw a i b byt tzw. algorytm Euklidesa. Dzigki niemu znajdowano wspdl-
na miar¢ f dwu odcinkéw i jeSli a = mf, b = nf, gdzie m, n byly liczbami
naturalnymi, to a/b = m/n. Jesli jednak obydwa odcinki okazywaty si¢ nie-
wspoOimierne, to algorytm przestawal by¢ skoficzony. Stosunek a/b, prze-
katnej kwadratu, do boku jednostkowego mozna bylo przybliza¢ kolejnymi
utamkami dziesigtnymi 1, 1,4, 1,41, 1,414, 1,4142, 1,41421, ... Ciag takich
przyblizefi byt jednak ciagiem — a wigc i zbiorem — nieskoficzonym. Gdyby
byt ciggiem skoficzonym (tzn. stalym od pewnego momentu), to, jak bardzo
fatwo mozna wykazaé, stosunek a/b mozna by przedstawi¢ za pomoca ilo-
razu dwu liczb naturalnych. Skadinad wiadomo byto, Ze stosunek wymienio-
nych dwu odcinkéw jest niewymierny®.

3 Wszystkie wiadomosci na temat antycznych matematycznych analiz zagadnienia nie-
skoriczono$ci podane w tym artykule zaczerpnigto z pracy I. G. Baszmakowej Grecja staro-
Zytna ([w:] Historia matematyki, t. 1, pod red. A. P. Juszkiewicza, tt. z jez. ros.
S. Dobrzycki, Warszawa 1975, s. 64-115). Dlatego tez — poza niektérymi wyjatkami — nie
podaje si¢ odniesiefi do poszczegdlnych stron jej pracy.

4 Jak pokazaly badania dotyczace podstaw analizy, prowadzone pod koniec XIX w.
przez K. Weierstrassa, G. Cantora, R. Dedekinda, dla wprowadzenia niewymiernych liczb
rzeczywistych konieczne jest postugiwanie si¢ jaka$ forma ciagéw (zbioréw) nieskoriczonych.
I tak np. G. Cantor (i podobnie K. Weierstrass) definiowatl liczbe rzeczywista jako klase
nieskonczonych ciagéw wspoétzbieznych liczb wymiernych. A zatem liczbg niewymierng
bedaca dodatnim pierwiastkiem z 2 definiowaly wszystkie nieskoriczone ciagi liczb wy-
miernych wspélzbiezne z nieskoficzonym ciagiem 1/, 1,4, 1,41, 1,414, 1,4142, 1,41421, ...

Odkrycie niewymiernoSci byto bardzo doniostym, ale i destrukcyjnym wydarzeniem w ma-
tematyce 1 szerzej — w myS$li starozytnej. Zburzylo cata koncepcje filozoficzna pita-
gorejczykow. Byli oni przekonani — na podstawie odkryé w zakresie akustyki oraz astronomii
— ze podstawowym budulcem rzeczywistosci, poszukiwanym arche (w zaleznoS$ci od interpre-
tacji: materialnym badZ, po raz pierwszy w dziejach, formalnym) jest liczba. Skoro jednak
stosunku dwu odcinkéw nie dato si¢ przedstawi¢ jako stosunku dwu liczb naturalnych, to
stanowisko ontologiczne pitagorejczykéw musiato upasé. Zreszta to najprawdopodobniej oni
jako pierwsi odkryli niewymiernoS$ci. Stanowisko to miato skutki nie tylko w zakresie filozofii
pitagorejczykéw. O wiele istotniejsze byly nastepstwa w matematyce. Na antycznym etapie
rozwoju matematyki niemozliwa stata si¢ arytmetyzacja geometrii. Arytmetyke liczb natu-
ralnych przestano uwazaé za dyscypling podstawowa matematyki, taka, do ktérej wszystkie
inne sa sprowadzalne. Od tego momentu zaczat dominowaé inny poglad. To geometria,
w ktérej mozna bylo konstruowaé niewymiernosci, miata staé si¢ podstawowa dyscypling
matematyki. Zaczeto geometryzowaé arytmetyke. Dopiero Kartezjusz, opierajac si¢ na nie
usciSlonym pojeciu liczb rzeczywistych, arytmetyzowal geometrig, tworzac geometrig¢
analityczna. Trzecia arytmetyzacja matematyki miata miejsce w 2. pot. XIX w. dzigki Scistemu
wprowadzeniu liczb wymiernych przez K. Weierstrassa, G. Cantora oraz R. Dedekinda.
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Tak wigc w matematyce antycznej pojawity si¢ w zwiazku z odkryciem
niewymiernoS$ci ciagi, a zatem i zbiory nieskoficzone, podobnie jak na prze-
fomie XIX i XX w. zbiory nieskoficzone weszly do matematyki przy roz-
wazaniu problematyki liczb rzeczywistych oraz miary.

Problematyczna byta tez topologia odcinkéw — a wigc wielkoSci ciagtych
geometrii pitagorejskiej. Wedtug jednej z koncepcji, rozwigzujacej kwestig
budowy odcinka, sktadat si¢ on z punktéw — czeSci niepodzielnych. Tak np.
Euklides definiowat intuicyjnie punkt jako co§, co nie miato cz¢Sci. Takich
elementéw, z ktérych miato sktadaé si¢ continuum liniowe, winno by¢é —
wedlug wspomnianej koncepcji — nieskoriczenie wiele.

Oprocz zbioréw nieskoficzonych w matematyce antycznej pojawity sig
nieskonczone procesy. Dotyczyto to procedur wyznaczania pél figur ptaskich
i objetoSci bryl. Najbardziej znane zagadnienie z tej dziedziny to tzw.
kwadratura kota. W V w. przed Chrystusem Antyfon starat si¢ w naste-
pujacy sposéb rozwiazaé pozytywnie to zagadnienie. W koto nalezy wpisaé
kwadrat. Oczywista jest mozliwo$¢ skonstruowania takiego kwadratu poza
kotem. Nastgpnie nalezy w koto wpisaé wielokat, podwajajac liczbe jego
bokéw w stosunku do wpisanej figury wyjSciowej. Mozna skonstruowac
kwadrat réwny polu takiego oSmiokata. Taka procedur¢ mozna powtarzaé
wielokrotnie, podwajajac za kazdym razem liczbe¢ bokéw wielokata wpi-
sanego w koto i konstruujac kwadrat o powierzchni réwnej powierzchni
wielokata. Zdaniem Antyfona koto jest wielokatem majacym nieskoniczenie
wiele bokéw. Zatem 1 dla kota mozna zbudowacd stosowny kwadrat, o polu
rownym polu danego kota. Antyfon, opierajac si¢ na wskazanym zatozeniu,
pozytywnie rozstrzygnat problem kwadratury kota. Jednakze juz Arystoteles
wskazywal na zbyt daleko idace uogdlnienie, ktérego dokonal Antyfon.
Czym innym jest przyjecie, ze koto jest wielobokiem o bardzo wielkiej
liczbie bokéw, z ktérych kazdy jest bardzo maty, czym innym za$ powie-
dzenie, ze kolo jest wielobokiem o nieskoriczonej liczbie bokéw. Wcale
bowiem nie wiadomo, czy wilasno$¢, ktéra ma wielobok o skoficzonej licz-
bie bokéw, musi mie¢ réwniez wielobok o nieskoriczonej liczbie bokéw>.

5> Tak wtasnie przebiegata krytyka rozwiazania problemu kwadratury kota Antyfona,
przeprowadzona przez Arystotelesa. Dopiero w XIX w. wykazano, ze nie da si¢ skonstruo-
waé kwadratu o powierzchni réwnej danemu kotu. Wéwczas to F. Lindemann (Uber die
Zahl m, ,Mathematische Annalen”, 15(1882), Bd. 20, s. 213-225) udowodnil, ze liczba &
nie jest liczba algebraiczna.
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Generalnie nalezy stwierdzi¢, ze problematyka zwiazana z niewymier-
noSciami (liczbami rzeczywistymi) oraz z miara ujawnita trudnos$ci wy-
nikajace z konieczno$ci postugiwania si¢ zbiorami, ciggami, procesami
nieskoficzono$ciowymi oraz pojgciem ciaglosci. Trudnosci te zaczgto
ujawnia¢ w matematyce 1 filozofii antycznej poczawszy od V w. przed
Chrystusem. Byty one powodem sporéw i dyskusji uczonych, podobnie jak
pokrewne kwestie na przetomie XIX i XX w. byly powodem dyskusji wo-
ko6t podstaw matematyki.

Wspomniane trudnoS$ci zostaty najlepiej wyeksplikowane przez cztonka
szkoty eleackiej, zyjacego w V w. przed Chrystusem, ucznia Parmenidesa,
Zenona z Elei. Zenon postlugiwal si¢ rozumowaniami dedukcyjnymi nie
wprost®. Znane sa przede wszystkim jego aporie dotyczace zagadnienia
ruchu. Wykazujac sprzecznosci zwiazane z ruchem — a w istocie z poj¢-
ciami nieskoriczono$ci oraz ciagtosci — wskazywal na konieczno$¢ odrzu-
cenia ruchu. Preferencje, ktére w szkole eleackiej dawano nie obserwacjom
fizycznym zmiennego $wiata zjawiskowego, lecz rozumowaniom dedukcyj-
nym, opartym na stworzonej przez Parmenidesa logice, powodowaty, iz
odrzucano ruch, zmiennosé, jako co$ sprzecznego’. Jak juz zaznaczono,
aporie Zenona ujawnity trudno$ci zwiazane z pojeciami nieskonczonosSci

® Dowody takie oparte byty na wprowadzonej przez Parmenidesa ontologicznej i meta-
logicznej zasadzie niesprzecznosci.

7 Nalezy w tym miejscu jeszcze raz podkresli¢ zastugi, jakie dla rozwoju samej
matematyki i koncepcji matematyki jako wiedzy aprioryczno-dedukcyjnej ma Parmenides
i szkota eleacka. Parmenides nie akceptowal budowania wiedzy na obserwacji $§wiata
zjawiskowego, lecz na dedukcjach, w ktérych kierowat si¢ odkrytymi przez siebie prawami
logiki: tozsamosSci i sprzeczno$ci. Wowczas gdy wiedza oparta na rozumowaniu dedukcyjnym
nie zgadzala si¢ z wiedza oparta na poznaniu zmyslowym, akceptowal te pierwsza,
odrzucajac druga. Dla wiedzy apriorycznej wskazywal odmienny przedmiot, inny niz Swiat
zjawiskowy. Ta koncepcja Parmenidesa zastosowana do matematyki przez pitagorejczykow
oraz ich antycznych nastgpcOw pozwolita uczyni¢ z matematyki wiedz¢ nieogladowa, oparta
jedynie na przyjetych zalozeniach i regutach przeksztalcania zdan. Tylko w ramach takiego
apriorycznego, nieogladowego rozumienia matematyki mozna bylo zbudowaé geometrig
nieeuklidesowa, niezgodna z potocznym ,ogladem” geometrycznym, a takze w ramach
matematyki stosowanej — astronomii — teori¢ heliocentryczna, takze niezgodna z potocznym
dos§wiadczeniem. Ideal nauki nieogladowej, apriorycznej, zaowocowal matematyka pita-
gorejska, w ktorej w dowodach odwotywano si¢ do regut wnioskowan dedukcyjnych, a nie
do przyktadéw — rysunkéw figur geometrycznych itd. Ta koncepcja nieogladowosci matema-
tyki zostala podjeta w Platona koncepcji matematyki.
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oraz ciagtosci. Oprdécz znanych aporii ruchu dochowato si¢ w przekazach
kilka tzw. aporii mnogosci®.

Jedna z aporii mnogoSci mozna nazwaé aporia miary. Jest ona sformuto-
wana nastgpujaco: ,,jesli istnieje mnogos¢, to powinna ona jednocze$nie by¢
wielka i mata i przy tym wielka bez granic i mata do zniknigcia”.

Trudnosci ujawnione w tej aporii mozna zobrazowaé w sposéb naste-
pujacy. Niech dany bedzie odcinek, ktéry jest zbiorem nieskoficzonym
elementéw niepodzielnych. Wéwczas:

1) jezeli miara (dtugo$é, wielko$¢) kazdego elementu niepodzielnego
(milczaco czyniono zalozenie, ze miara wszystkich elementéw niepodziel-
nych jest jednakowa) réwna jest zeru, to miara odcinka jest réwna zeru;

2) jezeli miara kazdej niepodzielnej czeSci jest rézna (dalej przy
zatozeniu, ze miara wszystkich elementéw niepodzielnych jest jednakowa)
od zera, to odcinek jest nieskoficzony.

Nalezy zauwazyé, ze ta aporia mnogoS$ci sformulowana jest w formie
koniunkcji. Wynikato to zapewne stad, iz jej tworca byl przekonany, ze
miara czg¢$ci niepodzielnych jest tak ,,bliska zeru”, iz rdwnocze$nie moze
by¢ traktowana jako zerowa i jako rézna od zera.

W kazdym razie z dychotomii tej wynika, ze nie mozna podaé miary
odcinka jako sumy miar jego czeSci niepodzielnych. Generalnie miara
zbioru nie musi by¢ réwna sumie miar jego elementdw. Wspdiczesnie
rozwigzuje si¢ cale zagadnienie w ten sposob, Ze najpierw wyznacza si¢
miary pewnych przedzialéw, a nastgpnie systemem takich przedziatéw
,»pokrywa si¢” dany zbidr.

Obok mniej znanych aporii mnogoSciowych znaczenie dla zarysowania
problematyki nieskoficzono$ci w aspekcie matematycznym maja aporie
ruchu. Maja one swoje znaczenie fizyczne. Eleaci za ich pomoca starali sig¢
wykazaé, ze ruch jest niemozliwy’. W niniejszych rozwazaniach nie
potozono akcentu na wydZzwigk fizyczny aporii ruchu, lecz na ich znaczenie
dla pojmowania nieskoficzono$ci w czasach antycznych.

Wedtug argumentacji przedstawionej przez Zenona w aporii dychotomii
ciato, ktére si¢ porusza, nigdy nie przebedzie calej drogi, nie osiagnie jej
kofica. Najpierw bowiem musi ono dojS¢ do potowy drogi, potem do poto-

8 Aporie ruchu Zenona zostaly zachowane w Fizyce Arystotelesa. Natomiast urywki
aporii mnogosci podaje komentator Arystotelesa Simplikos.
® W koncepcji Parmenidesa istniat jeden nieruchomy byt.
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wy potowy, dalej do polowy polowy potowy catej drogi itd. w nieskorniczo-
no$¢. Zatem nigdy nie dojdzie do korica.

Apori¢ t¢ mozna réwniez przedstawié nastgpujaco. Punkt M porusza si¢
po odcinku jednostkowym AB od punktu A do punktu B. Zanim dojdzie on
jednak do punktu B, musi przeliczy¢ nieskoriczony zbiér Srodkéw A, A,,

.. A,, ... Znaczy to tyle, ze nigdy nie dojdzie on do punktu koncowego
B'%. Dlaczego zatem w rzeczywistosci fizycznej, ktéra realizuje podany
model, punkt B jest zawsze osiggany?'!

W aporig tg uwiktanych jest kilka kwestii matematycznych. Podstawowy
problem to ten, czy w matematyce wolno postugiwaé si¢ zbiorami aktualnie
nieskoficzonymi'?. W tym wypadku czy mozna traktowaé uporzadkowany
zbiér wszystkich liczb naturalnych jako gotowy, dany w catos$ci w jednym
momencie ze wszystkimi swoimi elementami? Wéwczas mozna by wprowa-
dzi¢ nowga, pozaskoriczong liczbg porzadkowgq, nastgpujaca po wszystkich,

10 Wedtug 1. G. Baszmakowej aporii tej nie rozwiazuje fakt, iz nieskoficzona suma
szeregu o wyrazie ogélnym 1/2" wynosi 1. Dla wyjasnienia, na czym polega istota aporii
dychotomii, I. G. Baszmakowa powoluje si¢ na przykilad podany przez H. Weyla. Niech
bedzie dana maszyna (komputer), ktéra wykonalaby pierwsza operacje w 1/2 min., druga
w 1/4 min., kolejna w 1/8 min. itd. Taki komputer mégiby w ciagu minuty przeliczyé
wszystkie liczby naturalne. Mozna by go i tak zaprogramowac, by dla kazdej kolejnej liczby
naturalnej, w zadanym czasie, ciagle o polowe krétszym, sprawdzil, czy ma ona pewna
okre§lona wtasnosé, np. czy jest rozwiazaniem jakiego§ réwnania. W ten sposéb komputer
moéglby w ciggu minuty rozwiazaé kazde zagadnienie z teorii liczb zwiazane z problemem
egzystencji, chociazby wielkie twierdzenie Fermata. Oczywiscie fizyczne skonstruowanie
takiego komputera jest niemozliwe (por. B aszm a k o w a, art. cyt,, s. 99).

' Eleaci z aporii dychotomii wyciagali wniosek o nieistnieniu ruchu — byt jest stale
w spoczynku. Dane zmyslowe przeczace osiaganiu punktu B w rzeczywisto$ci zmystowej
odrzucali jako mylace. Nie uznawali oni poznania empirycznego, a jedynie aprioryczne.

12 R. Dedekind zdefiniowal pod koniec XIX w. refleksywnie zbiér nieskoficzony jako
zbidr, ktéry jest réwnoliczny z jakim$ swoim podzbiorem wlasciwym. Zbidr jest rownoliczny
z jakim$§ zbiorem wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja jedno-jednoznaczna prze-
ksztalcajaca pierwszy ze zbior6w na drugi. Tym samym pojeciem zbioru nieskoficzonego
postugiwat si¢ G. Cantor. Analiza tekstéw B. Bolzano pokazuje, ze w zasadzie on byt
prekursorem refleksywnej definicji zbioréw nieskoficzonych.

W prowadzonej tu dyskusji postuzono si¢ terminologia ,,zbiory aktualnie i potencjalnie
nieskoficzone”. O nieskoiczonoSci aktualnej i potencjalnej jako pierwszy pisal w IV w. przed
Chrystusem Arystoteles. Jednakze terminologia ta jest przydatna dla ukazania problematyki
ujawnionej wiek wcze$niej w szkole eleackiej. Przy tym trzeba stwierdzié, iz nie ma precy-
zyjnej definicji nieskoriczonosci aktualnej i potencjalnej. Jest to terminologia odwolujaca
si¢ do pewnej intuicji nieskonczonosci. W wypadku zbioréw aktualnie nieskoriczonych po-
wiada si¢, ze stanowig one co$ ,,gotowego”, ,danego w tym momencie jako cato$¢”. Nato-
miast w wypadku nieskoniczono$ci potencjalnej podaje si¢ pewien paradygmat — to co$, co
~moze rosna¢ ponad wszelka granicg”, ale stale jest czym$ skorficzonym.
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uporzadkowanych wedlug wielkosci, liczbach naturalnych. Wprowadzenie
to odbytoby si¢ na podstawie nastgpujacego schematu:

<0> —> 1;
<0, 1> — 2;

Widaé, ze w wypadku ostatniego kroku uporzadkowany zbiér nieskon-
czony wszystkich liczb naturalnych potraktowany zostal podobnie, jak
wszystkie wystgpujace przed nim uporzadkowane zbiory skoficzone. Zostat
on uznany jako co$ gotowego, aktualnie danego ze wszystkimi swoimi
elementami.

Wedtug teorii mnogosci G. Cantora, z konica XIX w., wprowadzenie
takiej liczby pozaskoriczonej ® jest uprawnione. Istnieje bowiem aktualnie
nieskoficzony zbiér liczb naturalnych!’.

Postugujac si¢ pozaskoniczonymi liczbami porzadkowymi, wprowadzo-
nymi przez G. Cantora, mozna twierdzi¢, iz wybrany wcze$niej punkt M
osigga Srodek odcinka AB, tzn. punkt A,, w chwili #,, polowe potowy od-
cinka, tzn. punkt A,, w chwili ¢,, ..., punkt A, w chwili ¢,, ..., punkt B

3'G. Cantor swe przekonanie o istnieniu aktualnie nieskoriczonego zbioru liczb
naturalnych opart na zasadzie, ktéra mozna nazwac¢ heurystyczng zasada Gutberleta. Wedlug
niej kazda nieskoniczono$¢ potencjalna zaklada istnienie zwiazanej z nia nieskonczonosci
aktualnej. Kazdy akceptuje, ze zbior liczb naturalnych tworzy przynajmniej potencjalnie
nieskoficzony zbidér. Zgodnie z zasada neotomisty K. Gutberleta (Das Unendliche metaphy-
sisch und mathematisch betrachtet, Mainz 1878) taki zbiér musi mie¢ jako ,,podioze”
gotowy, dany ze wszystkimi elementami zbidr aktualnie nieskoriczony.

W XIX w., dzigki pracom B. Bolzano, K. Weierstrassa, G. Cantora, R. Dedekinda,
nastapito swoiste polaczenie trzech poje¢: zbioru, nieskoriczonosci i liczby (nieskoniczonej).
Pojecie zbioru starano si¢ definiowaé np. jako wielo$¢, ktéra da si¢ pomysle¢ jako jednosé.
OczywiScie takie intuicyjne okreSlenia nie mogty wejs¢ do matematyki. Ostatecznie pojecie
zbioru, elementu i relacji nalezenia elementu do zbioru przyjeto jako terminy pierwotne
aksjomatycznych uje¢é teorii mnogosci (np. E. Zermelo). Zbiory nieskoriczone zdefiniowano
refleksywnie, wprowadzajac najpierw pojecie réwnoliczno$ci zbioréw. Natomiast liczby,
w tym liczby nieskonczone, definiowano jako klasy abstrakcji wzgledem relacji réwnolicz-
nosci w klasie zbioréw. Oczywiscie nalezy tu pamigtad, iz pojecie zbioru wszystkich zbioréw
jest antynomijne (antynomia Cantora).
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(= A, zaS w chwili twm. Zatem wprowadzenie pozaskonczonych liczb
porzadkowych poniekad rozwiazuje apori¢ dychotomii. Tyle tylko, ze to
rozwigzanie zostato zaproponowane pod koniec XIX w. Matematycy i filo-
zofowie antyczni znali tylko liczby skoriczone, naturalne'’. Dlatego nie
wprowadzili pierwszej liczby porzadkowej pozaskoriczonej. Poza tym,
przynajmniej pozornie, z powodu niewtasciwego ustalenia relacji kwan-
tytatywnych pomig¢dzy zbiorami nieskoficzonymi przyjecie istnienia zbioréw
aktualnie nieskoficzonych grozito powstaniem paradokséw, na ktére pdZniej
zwrdcili uwage matematycy perscy, Galileusz i G. W. Leibniz.

Paradoksy braly si¢ stad, ze dwa zbiory traktowano jako réwne wtedy
i tylko wtedy, gdy istniala relacja wzajemnie jednoznaczna przeksztalcajaca
jeden zbiér na drugi. Zbiér traktowano jako mniejszy od danego woéwczas,
gdy byt on podzbiorem wilasciwym danego zbioru lub réwnoliczny z jego
podzbiorem wtasciwym. Kiedy jednak brano pod uwage zbiory nieskori-
czone, wéwczas zdarzalo si¢, ze dany zbiér byl réwnoliczny z pewnym
zbiorem, a réwnoczesnie byl jego podzbiorem wtasciwym. W mysl przed-
dedekindowskiego okreSlenia relacji kwantytatywnych pomigdzy zbiorami
dany zbidr byl réwny pewnemu zbiorowi, a réwnocze$nie byt mniejszy od

4 1. G. Baszmakowa (art. cyt., s. 100) podaje, ze R. Baire na podstawie takiej wiasnie
konstrukcji wprowadzil liczbe porzadkowa ®, nastepujaca jako pierwsza po wszystkich
liczbach naturalnych.

15 W czasach antycznych liczbami byty w zasadzie tylko liczby naturalne. Funkcje liczb
wymiernych spetniaty stosunki liczb naturalnych. Znali je juz pitagorejczycy. Stosunki te
nigdy w czasach starozytnych wprost nie zostaty nazwane liczbami. Eudoksos wprowadzit
rowniez do matematyki stosunki pomigdzy wielko$ciami (liczbami naturalnymi, odcinkami,
polami, objetos$ciami). Stosunki wielko$ci spetnialy w starozytnosci funkcje liczb
rzeczywistych. Aparat stosunkéw wielkoSci stworzony przez Eudoksosa byl w zasadzie
wystarczajacy do S$cistego wprowadzenia liczb rzeczywistych. Na pomysle Eudoksosa
wzorowal si¢ R. Dedekind, konstruujac w XIX stuleciu teorig¢ liczb rzeczywistych.
W S§redniowieczu w Srodowisku arabskim oraz chrze$cijafiskim zaczeto traktowaé stosunki
wielkos$ci jako liczby, wprowadzajac dla nich operacje arytmetyczne. I. Newton (Arithmetica
universalis sive de compositione et resolutione arithmetica liber, Cantabrigiae 1707 — cyt.
za: A.P.Juszkiewicz, Arytmetyka i algebra, [w:] Historia matematyki, t. 11, pod
red. A. P. Juszkiewicza, tt. z jez. ros. S. Dobrzycki, Warszawa 1976, s. 40) nazywal
stosunki wielkosci liczbami: ,przez liczb¢ rozumiemy nie tyle zbiér jednosci, ile
abstrakcyjny stosunek jakiejkolwiek wielkosci do drugiej wielkosci tego samego rodzaju,
przyjetej za jednostke. Liczba moze by¢é w trzech postaciach: catkowita, utamkowa i nie-
wymierna (surdus). Calkowita jest taka liczba, ktéra wymierza jednosci; ulamkowa —
calkowite czesci jednoSci; liczba niewymierna jest niewspdtmierna z jedno$cia”. Jesli chodzi
o liczby ujemne, to sprawialy one w starozytno$ci wiele ktopotu. Odnoszac si¢ do praktyki
kupieckiej, okreslano je jako ,,dtug”. Dopiero postgpy algebry w XVI i XVII w. pozwolity
wartos$ci ujemne nazwaé liczbami i opatrzy¢ znakiem ,,minus”.
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niego. Przeczyto to antycznemu aksjomatowi matematycznemu, ktéry jako
piaty aksjomat umieszczony jest w Elementach Euklidesa i stwierdza, iz
»cato$¢ jest wigksza od czeSci”. Przyktadem dwu takich zbioréw sa ciag
kwadratéw liczb naturalnych 7, 4, 9, ..., n?, ... oraz zbiér wszystkich liczb
naturalnych'S. Istnieje funkcja odwzorowujaca wzajemnie jednoznacznie
zbiér liczb naturalnych na zbiér ich kwadratéw f: n — n”. Z drugiej strony
zbiér kwadratéw liczb naturalnych jest podzbiorem wtasciwym zbioru liczb
naturalnych, do pierwszego zbioru nie nalezy liczba 2, do drugiego za$
nalezy. A wigc w myS§l przyjetych okreslen relacji kwantytatywnych po-
migdzy zbiorami zbiér kwadratéw jest réwny zbiorowi liczb naturalnych,
a réwnoczes$nie od tego zbioru jest mniejszy. To z kolei jest niezgodne
z antycznym aksjomatem, iz ,.cato$¢ jest wigksza od czeSci”. Antyczni
mySliciele nie znali jeszcze galileuszowych paradokséw teoriomnogos$cio-
wych, ale gdyby je znali, bylby to dla nich kolejny argument za odrzu-
ceniem istnienia zbior6w aktualnie nieskonczonych. Staloby si¢ tak ze
wzgledu na pozorng sprzeczno$¢ réwnosci i mniejszosci zbioréw oraz ze
wzgledu na niezgodno$¢ koniunkcji tych relacji z aksjomatem antycznym
orzekajacym, ze ,,cato$¢ jest wigksza od czegsci”.

W XIX w. paradokséw teoriomnogos$ciowych uniknigto, modyfikujac
relacje kwantytatywne pomigdzy zbiorami. Pozostawiono definicj¢ réwnosci
zbiorow jako tych, ktére mozna wzajemnie jednoznacznie przeksztatcié
jeden na drugi. Natomiast w przypadku relacji ,bycia mniejszym niz”
zazadano dwu warunkéw: bycia podzbiorem wtasciwym danego zbioru oraz
nieistnienia funkcji przeksztalcajacej wzajemnie jednoznacznie jeden zbidr
na drugi. W ten sposéb G. Cantor wykluczyl mozliwo$¢ zachodzenia
rownoczesnego: relacji réwno$ci i mniejszosci pomigdzy dwoma zbiorami.
Natomiast wystgpowanie réwnolicznoSci zbioru i nadzbioru wlasciwego
potraktowano jako witasno$¢ definicyjna zbioréw nieskoficzonych. W tym
znaczeniu odsunigto antyczny aksjomat stwierdzajacy, ze ,.cato$¢ jest
wigksza od czeSci”. Cato§¢ w wypadku zbioréw nieskofczonych byta
,Z definicji” rownoliczna (réwna) z czeScia.

OczywiScie w XIX w. okazalo si¢, ze dowolne operowanie zbiorami nie-
skoficzonymi prowadzi do antynomii. Tym razem nie mozna ich byto wyeli-
minowaé, modyfikujac relacje kwantytatywne migdzy zbiorami. Te pozosta-
wiono. Natomiast aksjomatyczne teorie mnogoSci budowano tak, by nie

16 Jest to przyktad pochodzacy od Galileusza.
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wprowadzaé zbioréw ,zbyt duzych”. Jest to tak zwane (B. Russell)
,ograniczenie rozmiaru” (,limitation of size”).

Inna aporia Zenona to tzw. Achilles i z6tw. Z aporii tej wynika, ze
Achilles, ktéry w mitologii greckiej uchodzit za szybkobiegacza, nigdy nie
dogoni z6twia, ktéry jest uosobieniem powolnosci. Niech bowiem Achilles
znajdzie si¢ w odleglosci a za z6twiem i biegnie od niego k razy szybciej.
W momencie kiedy Achilles dojdzie do punktu, z ktérego wychodzit z6tw,
a zatem przejdzie odcinek o dlugosci a, z6tw, ktéry jest k razy wolniejszy,
przejdzie odcinek a/k. Nastepnie kiedy Achilles przejdzie odcinek a/k,
woéwczas z6tw zdazy juz pokonaé odcinek a/k? itd. Zawsze pomigdzy Achil-
lesem a z6twiem pozostanie réznica wigksza od zera.

W aporii Achillesa i z6twia wystgpuje ta sama trudnoS$¢, co w aporii
dychotomii. Chodzi o przeliczenie nieskoficzonego zbioru odcinkéw.
Powstaje pytanie, czy mozna przyjaé istnienie zbioru aktualnie nie-
skoficzonego, a zatem i liczb pozaskoniczonych, za pomoca ktérych mozna
by przeliczy¢ kolejne odcinki.

Oprécz tej trudnosci wystepuje w aporii Achillesa 1 z6twia jeszcze inna.
Niech bedzie tak, ze w chwili ¢, Achilles jednak dogoni z6twia. Drogi
przebyte przez Achillesa oraz przez zétwia mozna zapisaé nastgpujaco:

Sy, =a+ak + alk® + ..;
S, = a/k + a/k? + a/k’ ...

Mozna teraz zauwazy¢ pewna paradoksalng wilasnos¢ obydwu zbioréw
odcinkéw. Z jednej strony Achilles powinien przebiec do momentu dogo-
nienia z6twia doktadnie tyle samo odcinkéw, co ten drugi, kazdemu bowiem
odcinkowi o dlugosci a/k" przebytemu przez Achillesa odpowiada odcinek
a/k"*'. W przypadku pierwszych odcinkéw Achillesowemu a/k’, czyli a,
odpowiada zétwiowy odcinek a/k', czyli a/k. Natomiast, z drugiej strony,
istnieje funkcja wzajemnie jednoznaczna przyporzadkowujaca kazdemu
odcinkowi przebytemu przez z6twia réwny co do dilugosci odcinek drogi,
ktéry musi przebiec Achilles. Zawsze n-temu odcinkowi drogi zétwia
odpowiada co do dtugoSci n + 1 odcinek drogi Achillesa. Pierwsza czgs§¢
drogi Achillesa, ta o dtugosci a, nie jest w tym przyporzadkowaniu wzigta
pod uwage. Zatem do momentu spotkania Achilles musi przeby¢ o jeden
odcinek drogi wigcej niz z6tw, jest to odcinek pierwszy o dtugosci a. Jesli
oznaczy si¢ liczbe odcinkéw pokonanych przez zétwia litera B (gdzie B jest



KONCEPCJA NIESKONCZONOSCI ... 231

w istocie pozaskoriczonag liczba porzadkowa), to wowczas otrzymuje sig
réwnos¢:

1+B=B

Jest to pogwalcenie antycznego aksjomatu Euklidesowego (,,czgs$¢ jest
wigksza od catosci”). Dlatego tez matematycy i filozofowie antyczni
odrzucili teze, ze istniejg zbiory (w tym wypadku odcinkéw) aktualnie
nieskoriczone. Natomiast trzeba doda¢, ze w Cantorowskiej teorii mnogosci,
po zaakceptowaniu istnienia zbioréw aktualnie nieskoniczonych i wprowa-
dzeniu liczb pozaskoriczonych, jako twierdzenie funkcjonowato réwnanie
1 + ® = o. Jednakze w teorii tej nie funcjonowal juz antyczny aksjomat,
umieszczony u Euklidesa, ktéry stwierdzal, ze ,calo$¢ jest wigksza od
cze$ci”. Zbiory nieskoficzone byty wodwczas definiowane — jak to juz
wcze$niej wskazano — refleksywnie, jako te zbiory, ktérych podzbidr
wlasciwy jest réwnoliczny z calym zbiorem.

Znaczenie matematyczne ma réwniez aporia stadionu. Aporia ta wynika
z zalozenia, ze po prostych réwnolegtych (po stadionie) poruszaja si¢ rowne
masy, o rownych predkoSciach, w kierunkach przeciwnych. W tej aporii A,,
A,, A;, A, oznaczaja masy nieruchome, spoczywajace na stadionie, B, B,,
B;, B, masy, ktére poruszaja si¢ w prawo, natomiast I';, Iy, I';, I’y masy
poruszajace si¢ w lewo. Poszczegdlne masy A, B,, I'; w tej aporii trak-
towane sa jako niepodzielne. Mozna stwierdzi¢, iz w niepodzielnej chwili
czasu masy B, I'; przebywaja niepodzielng cze$¢ przestrzeni. Gdyby bowiem
byto inaczej, tzn. gdyby w ciagu niepodzielnej chwili czasu jaka§ masa
przebywata odcinek dluzszy anizeli jedna niepodzielna cze$¢ przestrzeni, to
woéwczas niepodzielna chwila czasu bytaby podzielna. JeSliby za$ dana masa
w ciaggu niepodzielnej chwili przebywata przestrzeih mniejsza od niepodziel-
nej czgsci przestrzeni, to wéwczas ta niepodzielna czesS¢ przestrzeni bytaby
podzielna.

Istotne dla aporii stadionu jest teraz rozpatrzenie ruchu mas B, I
wzgledem siebie. W ciggu dwoéch niepodzielnych chwil masa B, przebywa
dwie niepodzielne, nieruchome masy (odcinki) A; 1 w ciagu tych samych
dwu niepodzielnych chwil minie cztery niepodzielne masy (odcinki) I',. Jest
to niezgodne z wyjSciowym stwierdzeniem, ze w ciagu jednej niepodzielnej
chwili konkretna masa przebywa jedna niepodzielng czgs$¢ przestrzeni.

Aporig t¢ dla celéw teoriomnogoSciowych mozna przedstawié jeszcze
inaczej. W ciagu jednego odcinka czasu ¢ punkt B, przebedzie polowe
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odcinka A,A, oraz caly, poruszajacy sie, odcinek I')I'y. Ale kazdej nie-
podzielnej czgsSci czasu odpowiada niepodzielna — jak wskazano wyzej —
przebywana w tym czasie czgS¢ przestrzeni. Zatem w dwu odcinkach,
odpowiednio dlugosci a i 2a, zawiera sig¢ tyle samo niepodzielnych czgsci
przestrzeni, tzn. punktéw. Odcinki te mozna na siebie wzajemnie jedno-
znacznie odwzorowaé (sa one rownoliczne). Mozna to zobrazowaé i w ten
sposob, ze kazdemu punktowi z przedziatu obustronnie domknigtego [0, a]
mozna przyporzadkowaé wzajemnie jednoznacznie punkt z przedziatu
obustronnie domknigtego [0, 2a]. Funkcj¢ jedno-jednoznaczng okresla sig
wzorem f(x) — 2x, gdzie x nalezy do pierwszego z rozpatrywanych prze-
dziatéw. Jesli tak, to odcinki a i 2a, zawierajace tyle samo punktéw, sa
sobie réwne — oczywiScie przy zatozeniu, iz miara odcinka jest suma miar
elementéw niepodzielnych. Z drugiej za$ strony odcinek a zawiera si¢ jako
podzbiér wilasciwy w odcinku 2a. Zatem czg$¢ réwna sig calosci, co
przeczy antycznemu aksjomatowi, iz ,,calo$é jest wieksza od czesci”!’.

W Vi IV w. przed Chrystusem cata problematyka nieskoficzonosci i cia-
gtosci, wywotana odkryciem niewymiernoSci, zagadnieniami miary oraz
aporiami Zenona, byla bardzo zywo dyskutowana. Zastanawiano si¢ nad
mozliwo$cia zaakceptowania lub odrzucenia zbioréw aktualnie nieskon-
czonych. Dyskutowano nad tym, czy wielkoSci ciggte (odcinki, pola, czas)
sktadaja si¢ z niepodzielnych czeSci, i nad tym, jaka jest liczba owych
niepodzielnych czeSci. Aporia mnogosciowa Zenona wykluczata dla staro-
zytnych przyjecie nieskoiczonej liczby niepodzielnych elementéw. Przyjecie
skoficzonej liczby elementéw o mierze réznej od zera tez nie wchodzito

17 Caly czas nalezy pamigtad, ze istota, celem, dla ktérych Zenon zbudowat aporie, byto
pokazanie paradoksalnosci ruchu i w efekcie odrzucenie ruchu jako czego$ sprzecznego.
Aporie mialy zatem w zamyS$le ich autora znaczenie fizyczne, a takze — i chyba przede
wszystkim — znaczenie ontologiczne. Eleaci szukali bowiem potwierdzenia dla tezy
Parmenidesa, ze istnieje jeden i nieruchomy byt.

Wspoélczesnie wskazuje sie na aktualno$¢ fizykalnego wymiaru aporii skonstruowanych
przez Zenona z Elei. 1. G. Baszmakowa (art. cyt., s. 102) powoluje si¢ przy tym na
autorytet D. Hilberta oraz P. Bernaysa. Ich zdaniem rozwiazanie paradoksu dychotomii
polega na wskazaniu, ze wcale nie powinno si¢ zywié¢ przekonania, iz matematyczne,
przestrzenno-czasowe przedstawienie ruchu ma znaczenie fizyczne dla dowolnie matych
przedzialéw przestrzeni oraz czasu. Nalezy raczej uwazaé, ze zastosowanie takiego modelu
matematycznego do wielko$ci dowolnie matych jest nieuprawniona ekstrapolacja z tej
dziedziny do§wiadczenia, ktéra jest dostepna ludzkim zmystom. Innymi stowy: wedlug
D. Hilberta i P. Bernaysa ruch fizyczny w dowolnie matych przedzialach czasu i przestrzeni
rzadzi si¢ innymi prawami anizeli ruch obserwowany w §wiecie makroskopowym. Na to
m.in. miata wskazywaé aporia dychotomii Zenona z Elei.
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w rachube, bo taka wielko§¢ mozna byto podzieli¢ na potowy. Tym nie-
mniej pojawilty si¢ réwniez proby (Demokryt) stworzenia takiej matematyki
»skonczonoSciowej”. Takze z powoddéw, ktére nizej zostang podane, préba
ta skorficzyta si¢ niepowodzeniem.

Ujawnione trudnoSci dotyczace nieskoficzono$ci, topologii wielkoSci
cigglych generowaly tez skrajne koncepcje matematyki. Protagoras, zyjacy
w V w. przed Chrystusem, twierdzit, ze w zwiazku z nierozwiazywalnymi
trudno$ciami w matematyce nalezy po prostu odrzuci¢ wszystkie abstrakcje
matematyczne. Protagoras byl zdania, ze nie wolno postugiwad si¢ poje-
ciami linii bez szeroko$ci oraz punktéw bez zadnych wymiaréw, w rzeczy-
wisto$ci bowiem nikt ich nie widzial. Wedlug niego prosta styczna do
okrggu nie ma z nim tylko jednego punktu wspdlnego, lecz stykaja si¢ one
na pewnym odcinku.

Wiadomo tez, ze Demokryt staral si¢ zbudowaé¢ matematyke skoriczona.
Wielkosci geometryczne (odcinki, pola) miaty si¢ sktadaé ze skoriczonej
liczby matych elementdw, o znanym wymiarze, réznym od zera. Po pierw-
sze jednak, z ta atomistyczna koncepcja mozna byto dyskutowaé, twierdzac,
iz atomy majace pewna miar¢ sa jednak podzielne na czgsci, ktérych miara
rownala si¢ polowie miary atomu. Poza tym za pomoca sumowania skon-
czonej liczby matych elementdw-atoméw nie mozna byto uzyskaé miary
calej figury. Demokryt pierwszy wpadt na pomysi, aby miarg pewnych figur
wyliczy¢ jako sume¢ miar ich matych czesci. I tak proponowat najprawdo-
podobniej, by miarg ostrostupa otrzymac jako miar¢ sum skonficzonej liczby
matych, wpisanych wen graniastostupéw. Jednakze okazuje si¢ to niemo-
zliwe bez przejScia do granicy i przyjecia nieskoficzonego (przynajmniej
potencjalnie) ciagu ,,wpisan” coraz mniejszych graniastostupéw, ktérych
wielko§¢, wraz z powigkszaniem ich liczby, dazy do zera. Zatem przed-
siewzigcie stworzenia matematyki ,,skoficzonej”, przyjmujacej skoficzona
liczbg elementéw w wielkoSciach ciaglych, skoriczyto si¢ niepowodzeniem.
Tym niemniej pomyst Demokryta zaowocowal powstaniem prototypéw me-
tod catkowych w czasach antycznych, dostrzegalnych w pracach Eudoksosa
oraz Archimedesa. Pomyst polegal na przyblizonym, lecz dowolnie do-
ktadnym zestawianiu jakichkolwiek figur dwuwymiarowych oraz bryl
tréjwymiarowych z duzej liczby czesci elementarnych, ktérych miara jest

znana ! 8.

18 Eudoksos i Archimedes, obliczajac miary takich figur, postugiwali si¢ tzw. metoda wy-
czerpywania, ktéra byta embrionalna, antyczna postacia teorii granic i rachunku catkowego.
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Ostatecznie, po dtugich sporach, w ramach filozofii i matematyki antycz-
nej, przyjeto odnos$nie do zagadnienia budowy wielkosci ciagltych stano-
wisko, ktére po raz pierwszy wyrazil Anaksagoras w V w. przed Chrystu-
sem: ,,w malym nie istnieje najmniejsze, lecz zawsze jest jeszcze mniejsze”.
Zatem ostatecznie zaakceptowane zostato stanowisko, wedtug ktérego nie
wykluczono nieskoriczonej podzielnosci wielko$ci i zanegowano to, ze taki
proces mogtby zosta¢ w ktéryms$ miejscu zakoriczony. Tym samym odrzuco-
no stanowisko atomistyczne i skoficzono$ciowe Demokryta oraz te stano-
wiska atomistyczne, wedlug ktérych wielko$¢ ciagta sktadata si¢ z aktualnie
nieskoficzenie wielu niepodzielnych czeSci. Jako wzorzec przekonania
prezentowanego przez Anaksagorasa podawano dzielenie odcinka na czgsci.
Te z kolei znowu sa podzielne i w procesie dzielenia nigdy nie dojdzie si¢
do czgsci niepodzielnych.

I wlasnie w efekcie prowadzonych w V i IV w. przed Chrystusem
dyskusji dotyczacych zagadniei nieskoniczono$ciowych Arystoteles jako
pierwszy w dziejach mys§liciel wprowadzil podziat na nieskoriczono$¢
aktualna i1 potencjalng i jako pierwszy wypowiedzial si¢ zdecydowanie za
ta druga, wykluczajac jednoczesnie istnienie nieskonczonosci aktualnej!®.
Arystoteles dyskutowat zagadnienie nieskoniczono$ci w III ksigdze Fizyki.
Rozgraniczyl on pomigdzy mozliwoScia dalszego dodawania jednostek do
ostatniego wyrazu dowolnego ciagu liczb, takich jak np. ciag kolejnych
liczb naturalnych: I, 2, 3, ... oraz mozliwos$cia kolejnego podziatu odcinka,
zawartego pomigdzy dwoma punktami odcinka, ktéry wczedniej byt podzie-
lony na czg$ci okreslona liczbe razy. Tutaj mozliwos¢ péjscia ad infinitum
jest tym, co powoduje, ze ciag moze by¢ okreSlony jako nieskoriczony,
a odcinek nieskorniczenie podzielny — bo zawierajacy nieskoriczenie wiele
czeSci. Podane przyktady sa paradygmatami — wzorcami nieskoficzonoSci
potencjalnej. Arystoteles stwierdzit rowniez, Zze mozna prébowaé wyobrazié
sobie wszystkie elementy ciagu liczb naturalnych oraz — co wydaje sig¢
trudniejsze — wszystkie cze$ci niepodzielne linii jako dane w ich kompletnej
calosci. To paradygmaty nieskoficzonosci aktualnej.

19 Wprowadzone przez Arystotelesa dopiero w IV w. przed Chrystusem rozréznienie
nieskoficzonos$ci potencjalnej oraz aktualnej zostalo w niniejszym opracowaniu uzyte juz przy
omawianiu sporéw z V w. przed Chrystusem dotyczacych nieskoriczonosci. Uczyniono tak,
by ujawni¢ przyczyny trudnos$ci, ich podtoze. Poza tym mozna przypuszczaé, ze wyrazony
explicite dopiero przez Arystotelesa podziat byt juz implicite zawarty w sporach wokét
problematyki nieskoniczonosci i ciaglosci z V w. przed Chrystusem.
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Wypada podkresli¢, ze Arystoteles nie postuzyt si¢ zadna definicja
nieskonczono$ci, zar6wno potencjalnej jak i aktualnej. Podat tylko pewne
przyktady jednej i drugiej. Wzorce te wskazuja, iz pojmowat on nieskon-
czono$¢ potencjalng jako co$, co w danym momencie zawiera zawsze
skoniczenie wiele elementéw, ale moze by¢ dowolnie powigkszane — przez
dodawanie kolejnych elementéw lub przez kolejne podziaty (odcinka). Nie-
skoficzono$¢ aktualna za$ to wielo$¢, ktérej nie trzeba powigkszac, nie jest
ona czymS§ ,.dynamicznym”, zmiennym, rosngcym ponad kazda skoficzona
granicg. To wielo$¢, ktéra sktada sig¢ juz teraz (a wigc aktualnie)
z nieskoriczenie wielu elementéw?’.

Wyniki sporéw dotyczacych nieskoriczonosci i wielkos$ci ciagtych z V w.
przed Chrystusem nie pozwolity zaakceptowaé Arystotelesowi pogladu, ze
istnieje nieskoficzono$¢ aktualna. Przyjecie istniejacych naraz wszystkich
elementéw zbioru liczb naturalnych mogto prowadzi¢ do koncepcji istnienia
pozaskoniczonych liczb porzadkowych 1 w efekcie do sformutowania kontr-
przyktadu dla antycznego aksjomatu ,cato$¢ jest wigksza od czeSci”.
Ujawnita to przeprowadzona wyzej analiza aporii Achillesa 1 zdétwia.
Natomiast przyjecie istnienia nieskoficzenie wielu niepodzielnych elementéw
odcinka grozito paradoksami ujawnionymi w trakcie analizy aporii mno-
goSciowej oraz aporii stadionu. Dlatego tez Arystoteles, wprowadziwszy
podzial na nieskoniczono$¢ potencjalng i aktualna, opowiedzial si¢ za ta
pierwsza.

Trzeba zaznaczy¢, ze Stagiryta, opowiadajac si¢ za nieskoficzono$cia
potencjalna, odwotal si¢ do argumentéw natury pragmatycznej. Stwierdzit
on mianowicie, ze matematykom wystarczy catkowicie dla uprawiania ich

20 Termin ,,wielo§¢” w przedaksjomatycznej teorii mnogosci oznaczat co$§ zakresowo
szerszego niz zbidr. Nie wszystkie wieloSci byly zbiorami, natomiast kazdy zbiér byt
wieloscia. I tak G. W. Leibniz uwazal, ze istnieja nieskoriczone wielo$ci, te, ktére generuja
paradoksy teoriomnogo$ciowe, lecz nie sa one zbiorami. Powdd byt ten, Zze — zdaniem
G. W. Leibniza — nie dawaly si¢ one niesprzecznie pomyS§le¢ jako jednos$¢, wiasnie
generowaly paradoksy. G. Cantor, dzigki nowemu okresleniu relacji kwantytatywnych
pomiedzy zbiorami, zaliczyl paradoksalne wieloSci do zbioréw. Okazato si¢ jednak, zZe
niektére z tych zbioréw — ,,zbyt mocne” — generuja antynomie (Cantora, Burali-Fortiego).
Tym wieloSciom ponownie odméwiono wtasnosci ,,.bycia zbiorem”. Odzyt zatem w Canto-
rowskiej, przedaksjomatycznej teorii mnogoSci podzial na wielosci, ktére sa i nie sa
zbiorami, a wigc na te, ktére daja si¢ i nie daja si¢ pomySle¢ jako jednos¢.

Aksjomatyka E. Zermelo nie zachowata dualizmu zbioréw i wieloSci. Odzyt on jednak
w aksjomatyce teorii mnogosci J. v. Neumanna, gdzie wyrdzniono klasy nie bedace zbiorami
oraz zbiory.
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dyscypliny naukowej pojecie nieskoficzonosci potencjalnej. Jego zdaniem
matematycy nie posluguja si¢ w rzeczywistoSci nieskonczono$cia aktual-
na?!.

Argument, iz matematykom wystarczy pojecie nieskonczonosci potencjal-
nej, jest dyskutowany po dzied dzisiejszy. I tak na przykilad zwolennicy
platonizmu sg zdania, ze juz dla wprowadzenia liczb niewymiernych
(rzeczywistych), jako nieskoriczonych wspétzbieznych ciagéw liczb wy-
miernych, konieczne jest przyjecie nieskoiiczono$ci aktualnej. Natomiast
przeciwnicy nieskonczonosci aktualnej, do ktérych w XX w. nalezy zaliczy¢
przedstawicieli intuicjonizmu (konstruktywizmu), odrzucaja istnienie nie-
skoniczono$ci aktualne;j.

Wydaje sig¢, ze Arystoteles staral si¢ zajaé stanowisko jak najbardziej
wywazone. Przyznanie matematykom mozliwosci postugiwania si¢ nieskon-
czonoS$cia potencjalna nie burzylo niczego w zastanej przez niego mate-
matyce antycznej. Stwierdzenie, iz ten typ nieskonczonoSci wystarcza,
chronito matematyke przed popadnigciem w paradoksy. Byt wigc to efekt
doSwiadczen wyniesionych z dyskusji z V w. przed Chrystusem. Jedno-
cze$nie w stanowisku Arystotelesa ujawnito si¢ co$, co mozna by okreslié
jako ,lek przed nieskonczonoscia”.

Wielorako komentowano pragmatyczne podejScie Arystotelesa do za-
gadnienia nieskonczonosci. Pojawily si¢ rowniez glosy, ze pragmatyzm byt
wyrazem dualnego rozwiazania problematyki nieskoficzonosci w matematyce.
Wedlug tej interpretacji Arystoteles mialby dopuszczaé aktualnie nie-
skoficzone zbiory w tych systemach matematyki czystej, ktére nie sa
aplikowalne do przyrodoznawstwa, a §ciSlej do fizyki. Natomiast w teoriach,
ktére sa stosowalne do fizyki, dopuszczalna bytaby jedynie nieskoficzono$¢
potencjalna. Wynikatoby to zapewne stad, ze w aporiach Zenona pojawitly
si¢ paradoksy w momencie, gdy zastosowano aparatur¢ matematyczna do
opisu zjawisk fizycznych, przede wszystkim ruchu®2.

2l Arystoteles w Fizyce pisat: ,[...] nasze rozumowanie, odrzucajace nieskoriczono$é
aktualng, nie odbiera matematykom ich teorii; przeciez nie potrzebuja oni takiej
nieskoniczono$ci i nie postuguja si¢ nia: matematykom trzeba tylko, by ograniczona linia byta
taka wielko$cia, jakiej sobie zycza, i by w takiej proporcji, w jakiej dzieli si¢ najwigksza
wielkos$é, dzieli¢ tez mozna byto jakakolwiek inng” (cyt. za: B a s z m a k o w a, art. cyt.,
s. 104).

2 Por.S.K 6 rner, The Philosophy of Mathematics: An Introductory Essay, London
1960, s. 21.
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W niniejszych analizach stwierdzono, ze podjgcie przez Arystotelesa
zagadnienia nieskoficzono$ci bylto skutkiem sytuacji problemowej, ktéra
w matematyce i filozofii antycznej powstata co najmniej wiek wcze$niej.
Nieskonczono§¢ w matematyce pojawita si¢ w zwiazku z odkryciem nie-
wspOtmiernoSci oraz wprowadzeniem procedur nieskoiczonos$ciowych.
Zwrécenie uwagi na te problematyke bylo dzietem pitagorejczykow.
W innym Srodowisku intelektualnym Wielkiej Grecji, wsrdd eleatéow, zagad-
nienie nieskoriczonoS$ci pojawilo si¢ w zwiazku z ontologicznymi i fizykal-
nymi probami zanegowania zjawiska ruchu. Znane aporie Zenona ujawnity
paradoksy zwigzane z pojeciem nieskorficzonosci i ciagtosci®’. Arystoteles,
wspomagany przez Eudoksosa, starat si¢ uniknaé trudno$ci zwiazanych
z nieskonczonos$cia. Dlatego, mimo iz nie podal on definicji nieskon-
czonoSci (zbioréw nieskoficzonych), wprowadzit dychotomie nieskoficzonosci
aktualnej i potencjalnej. Sam opowiedziatl si¢ za istnieniem nieskonczonos$ci
potencjalnej. Byl to wyraz antycznego ,lgku przed nieskoriczono$cia”.
Antyczne trudnos$ci zwiazane z pojeciem nieskoriczono$ci rozwiazano do-

23 Przegladajac Elementy Euklidesa, mozna wyciagnaé wniosek, ze antyczni matematycy
nie do konca mieli okreS§lony poglad na zagadnienie ciagloSci. Znali oni jeden z grupy
aksjomatow ciaglosci, sformutowany po raz pierwszy przez Eudoksosa, a nazywany
aksjomatem Archimedesa. Stwierdza on, Ze jesli dane sa dwie wielko$ci a oraz b, to musza
istnie¢ liczby naturalne m i n takie, Zze na > b oraz mb > a. Takie wielkoSci nazywa sie
archimedesowymi. Pojecie wielkosci obejmowato w starozytnoSci zaréwno liczby naturalne
— wielkosci dyskretne, jak i wielkosci ciagte. W istocie przez odniesienie do tego aksjomatu
mozna zdefiniowaé wielkosci nieskonczenie male. Jesli 1 jest taka wielko$cia, ze nie istnieje
liczba naturalna n, dla ktérej nm > 1, to m jest wielkoScia nieskoriczenie mata. Starozytni
matematycy znali przyktady wielkoSci nieskoriczenie matych, np. katy rogoksztattne.
Aksjomat Archimedesa pozwala tez na zdefiniowanie wielko$ci nieskoniczenie wielkich. Jesli
A jest taka wielko$cia, ze n < A dla kazdego naturalnego n, wéwczas A jest wielkoscig
nieskonczenie wielka. Eudoksos sformutowat wspomniany aksjomat po to, by wyeliminowaé
wielkoSci nieskoriczenie mate i wielkoSci nieskoriczenie wielkie, zwane niearchimedesowymi,
ze swej teorii stosunkéw wielkosci. W XVII w. wielko$ci nieskoficzenie mate pojawity sig
ponownie w matematyce w zwiazku z powstaniem rachunku rézniczkowego i catkowego.
Dwa wieki pdZniej, na podstawie wynikéw uzyskanych przez Cauchy’ego, K. Weierstrassa,
G. Cantora i R. Dedekinda, okazalo sig¢, ze analiz¢ matematyczng mozna $ci§le uprawiaé
postugujac si¢ wytacznie liczbami rzeczywistymi. Wydawato sig¢, ze tym uczonym udato si¢
— podobnie jak Eudoksosowi w IV w. przed Chrystusem — wyeliminowaé z matematyki
wielkoS$ci nieskonczenie mate. W XX w. okazalo si¢ jednak, Ze mozna skonstruowac analizg
niestandardowa, oparta wilasnie na wielkoSciach nieskoriczenie matych.

Powiedziano, ze starozytni wprowadzili z grupy aksjomatéw ciagtoSci jedynie aksjomat
Archimedesa. Innym aksjomatem z tej grupy mdgtby by¢ tzw. aksjomat zupetnoS$ci
Dedekinda. Zapewnia on istnienie punktu wspdlnego ciaggu zawartych jeden w drugim
zstepujacych odcinkow.
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piero w XIX w., kiedy powstala teoria zbioréw nieskonczonych (teoria
mnogoS$ci). Wigzato si¢ to jednak z odrzuceniem starozytnego aksjomatu
stwierdzajacego, ze ,cato§¢ jest wigksza od czeSci”. Arystotelesowskie
rozréznienie na nieskoniczono$¢ potencjalna i aktualna weszlo na state do
instrumentarium filozoféw i filozofujacych matematykéw. Po dzied dzi-
siejszy nie ma ws$réd nich zgody, czy zaakceptowal istnienie zbioréw
aktualnie nieskoiczonych. Jedno jest pewne: matematyka od czaséw
antycznych potrzebuje jakiej$S formy nieskoriczono$ci.
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DIE KONZEPTION DER UNENDLICHKEIT
IN DER ANTIKEN MATHEMATIK UND PHILOSOPHIE

Zusammenfassung

In der vorliegenden Analysen wurde festgestellt, da3 die Aufnahme von Aristoteles des
Problems der Unendlichkeit von ihm eine Stellungsnahme zu der Problemlage war, welche
in der antiken Mathematik und Philosophie zumindest ein Jahrhundert vorher entstanden ist.
Die Unendlichkeit in der Mathematik erschien im Zusammenhang mit der Entdeckung der
Inkommensurabilitit und der Einfithrung der Unendlichkeitsverfahren. Auf diese Angelegen-
heit haben die Pythagoreer ihre Aufmerksamkeit gelenkt. In einem anderen intellektuellen
Medium des GroBen Griechenlands, unter den Eleaten, ist das Problem der Unendlichkeit
im Zusammenhang mit den ontologischen und physikalischen Proben der Verneinung des
Effekts der Bewegung aufgetreten. Die bekannten Aporien von Zeno zeigten die Paradoxe,
die mit dem Begriff der Unendlichkeit und der Stetigkeit verbunden sind. Aristoteles, mit
Hilfe Eudoxios, bemiihte sich den Schwerigkeiten, die mit der Unendlichkeit verbunden
sind, zu entgehen. Deshalb, trotzdem er die Begriffsbestimmung der Unendlichkeit (der
unendlichen Mengen) nicht angegeben hat, fiihrte er die Dichotomie der aktuellen und
potentiellen Unendlichkeit ein. Er selbst erkldrte sich fiir das Dasein der potentiellen
Unendlichkeit. Das war die Ausserung der antiken ,,Furcht vor der Unendlichkeit”. Die mit
dem Begriff der Unendlichkeit verbundenen antiken Probleme wurden erst im XIX. Jahr-
hundert gelost, als die Theorie der unendlichen Mengen (Mengenlehre) entstanden ist. Das
war aber im Zusammenhang mit der Ablehnung des altertiimliches Axioms, welches fest-
stellt, daB ,,die Ganzheit groBer als ein Teil ist”.

Die aristotelische Unterscheidung auf potentielle und aktuelle Unendlichkeit hat einen
bestindigen Platz im Instrumentarium der Philosophen und der philosophierenden Mathe-
matiker gefunden. Bis zum heutigen Tag herrscht unter ihnen keine Einigkeit, ob das Dasein
der aktuellunendlichen Mengen akzeptiert sein soll. Eins ist sicher. Die Mathematik braucht
seit der altertiimlichen Zeiten irgendeine Form der Unendlichkeit.

Zusammengefafit von Jerzy Dadaczyriski
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