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KRZYSZTOF WOJTOWICZ

O UZASADNIANIU W MATEMATYCE

WSTEP

W pracy tej rozwazam zagadnienie prawdziwo$ci i uzasadniania zdai
matematycznych w konteks$cie tradycyjnych stanowisk w filozofii matematyki.
Celem jest rekonstrukcja logiczna, a nie historyczna: ukazanie, jak — z punk-
tu widzenia poszczegdlnych stanowisk — traktowane bytoby to zagadnienie,
nawet jeSli explicite nie byto ono (w prezentowanej tu formie) podejmowane
przez przedstawicieli danego nurtu. Prezentowane w artykule analizy nie sa
wyczerpujace, przedstawiam w nich jedynie wybrane klasyczne stanowiska
w filozofii matematyki, a mianowicie: formalizm, konceptualizm, realizm
Quine’a i Godla. Nie podejmuje analizy problemu uzasadniania w Swietle
nowszych stanowisk w filozofii matematyki, takich jak fikcjonalizm Fielda,
naturalizm Maddy, strukturalizm Resnicka i Shapiry, modalny strukturalizm
Hellmana czy modalny antyrealizm Chihary.

Moéwiac w artykule o ,,prawdziwo$ci”, mam na mySli klasyczne pojecie
prawdy (w stylu Tarskiego). Prawdziwo$¢ (egzystencjalnych) zdan matema-
tycznych zakltada wigc, ze maja one korelaty semantyczne.

1. ZAGADNIENIE UZASADNIANIA

Pojecie ,,uzasadniania zdai matematycznych” mozna rozumie¢ na dwa
sposoby:
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(1) Mozna je interpretowac jako pojecie czysto techniczne, dotyczace za-
gadnienia, ktére zdania jezyka sa formalnymi konsekwencjami teorii. W ta-
kim ujeciu problem uzasadniania jest sformutowany relatywnie do przyjetego
pojecia konsekwencji (moze to by¢ konsekwencja semantyczna lub syntak-
tyczna — zrelatywizowana do przyjetej semantyki czy danego systemu dowo-
dzenia). Uzasadnienie zdania matematycznego polega wigc na wskazaniu jego
formalnego dowodu i tylko poprzez dowdd takie uzasadnienie moze nastapic.
Jest to zatem problem techniczny; nie bedzie on przedmiotem analiz w tym
artykule.

(2) Mozna jednak réwniez postawié teze, ze pojecie ,,uzasadniania” wy-
kracza poza pojecie ,,dowodu formalnego”. Jak wéwczas nalezy rozumie¢ po-
jecie ,,uzasadniania”? Jakie sg kryteria uzasadniania? Czy ma ono charakter
obiektywny? W jaki spos6b mozna uzasadnia¢ zdania, ktére nie sa formal-
nymi konsekwencjami danej teorii? Jaka jest zalezno$§¢ pomiedzy pojeciem
,uzasadniania” a pojeciem ,,prawdziwo$ci zdania matematycznego”?

Jesli uznamy te pytania za dobrze postawione, w szczegdllnoSci jeSli
uznamy, ze jest sens méwi¢ o uzasadnianiu zdaii matematycznych wykracza-
jacym poza czysto techniczne procedury dowodowe, to pojawia si¢ problem
argumentacji pozaformalnej. Nie jest on problemem technicznym, choé
oczywiscie w ramach takiej argumentacji czgste i naturalne bgdzie odwo-
tywanie si¢ do wynikéw technicznych. Aby unikna¢ nieporozumien, nalezy
tu zaznaczy¢, ze uznanie za sensowny problemu uzasadniania pozaformalnego
oczywiscie nie pocigga za soba twierdzenia, ze w ten sposéb pojawil sig
nowy rodzaj dowodu i ze zamiast dowodzi¢ twierdzen, bgdziemy je uznawad
(np. uznamy bez dowodu, ze obowiazuje jakie$ twierdzenie matematyczne,
ktére postuzy nam nastgpnie do obliczenia wytrzymato$ci mostu). Rola i ran-
ga dowodu pozostaja nienaruszone; jednakze zostanie uznane za sensowne
pojecie ,,uzasadniania”, wykraczajace poza pojecie ,,dowodliwosci”.

Oczywiste zatozenie, jakie nalezy przyjaé, aby te rozwazania byly sen-
sowne, glosi, ze uzasadnianie nie moze kolidowa¢ z dowodliwos$cia. Problem
uzasadniania moze zatem dotyczy¢ w zasadzie tylko zdan niezaleznych. Moze
réwniez dotyczy¢ zdan jeszcze nierozstrzygnigtych, ktérych metamatema-
tyczny status nie jest jeszcze znany — wtedy jednak odgrywac¢ ono moze
jedynie rolg heurystyczng'.

' Mozna jednak wyobrazié sobie sytuacje, w ktérej pozaformalne rozwazania dopro-
wadza do rewizji teorii — na przykitad wtedy, gdy otrzymany wniosek jest wysoce kontr-
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W kontekscie pytania o uzasadnianie zdain matematycznych mozna wyr6z-
ni¢ (choé¢ podziat ten nie jest ostry) dwa zasadnicze problemy:

(2.a) problem uzasadniania aksjomatéw dla pewnej teorii;

(2.b) problem uzasadniania zdan niezaleznych od teorii.

Ad (2.a) Aksjomatyzacja teorii pojawia si¢ w pewnym, dostatecznie
dojrzatym stadium rozwoju danej dyscypliny, dopiero po jakim§ okresie
badan. Tak byto na przykiad w wypadku aksjomatyzacji teorii prawdopodo-
biefistwa przez Kolmogorowa, aksjomatyzacji teorii mnogosci przez Zermela
czy aksjomatyzacji arytmetyki liczb naturalnych przez Peana. Wprowadzenie
aksjomatyki nie pojawia si¢ ad hoc — jest zazwyczaj poprzedzone zaréwno
analizami pojeciowymi, jak i badaniami technicznymi; jedne i drugie sa ze
soba silnie zwigzane i od siebie wzajemnie zalezne. Problem uzasadniania
aksjomatéw w tym wypadku dotyczy przede wszystkim tego, w jakiej mierze
dane aksjomaty uscislaja tres¢ juz funkcjonujacego w matematyce pojecia,
ktéra z alternatywnych precyzacji (aksjomatyk) jest lepsza, etc.

Przyktadem moze by¢ problem tego, jak ,,uchwyci¢” w aksjomatach teorii
mnogosci pojecie definite Eigenschaft’ — czy ma byé to whasnosé definio-
wana formutg pierwszego, czy drugiego rz¢gdu. Podobny charakter ma zagad-
nienie, czy aksjomat ufundowania jest zasadny, albo czy pewnik wyboru —
kontrowersyjny ze wzgledu na swdj niekonstruktywny charakter — winien
zosta¢ przyjety jako aksjomat teorii mnogosci. Zasadnicze pytanie ma zatem
w tym wypadku postaé: jakie aksjomaty ,tkwia” w samym pojeciu zbioru,
czy — innymi stowy — za pomoca jakich aksjomatéw mozna pojecie zbioru
najlepiej opisac, ,,uchwyci¢”?

W stosunku do aksjomatéw pojecie uzasadniania moze miec jedynie sens
preformalny — nie mozna bowiem aksjomatéw dowodzi¢. W wypadku aksjo-
matéw dopiero konstruowanej teorii nie pojawi si¢ zatem problem ewen-
tualnej sprzeczno$ci pomigdzy uzasadnianymi a formalnie dowodzonymi
zdaniami.

Ad (2.b) Pytanie o uzasadnianie zdan niezaleznych od teorii pojawia sig¢
dopiero w kontekScie pewnej sformalizowanej teorii, pewnego systemu pojeé
matematycznych. Teoria ta musi by¢ juz $ciSle sformutowana, aby mozna
byto prowadzi¢ badania metamatematyczne, umozliwiajace stwierdzenie, iz

intuicyjny. Mozna wtedy rozwaza¢ modyfikacj¢ aksjomatéw, aby uniknaé takich niepoza-
danych konsekwencji.

2 Pojeciem tym postugiwano si¢ we wczesnych stadiach rozwoju teorii mnogosci, gdy
formutowano dla niej aksjomatyke.
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pewne zdania sa niezalezne. Problem przyjmuje postaé: ,,czy pewne zdanie
niezalezne @ winno by¢ dotaczone do teorii T?”. Z zatozenia, same aksjomaty
teorii T nie pozwalaja na formalne rozstrzygnigcie tego problemu, jednakze
za przyjeciem zdania ¢ (badZ —¢@) moga przemawiaé jakie§ argumenty innego
typu. Znaczenie terminéw pierwotnych teorii T zadane jest poprzez aksjo-
maty, ale — o czym $wiadczy fakt niezupetnosci T — nie jest to petna
charakterystyka. Mozna jednak si¢ zastanawial, do jakiego stopnia dane
rozszerzenie @ teorii T doprecyzowuje treS¢ pewnego pojecia, ktérego
znaczenie jest juz (czeSciowo) zadane przez aksjomaty. Pojecie ,,zasadno$ci”
zdania wykracza zatem — w tym ujgciu — poza pojecie ,,dowodliwosci”, be-
dace pojeciem czysto technicznym.

W historii matematyki mozna wskazaé przyktady takich rozwazani. Najbar-
dziej znanym przykladem sa badania techniczne i dyskusje wokét hipotezy
continuum (CH)3, ktéra jest niejako paradygmatycznym przyktadem zdania
niezaleznego.

Analizy w tym artykule beda miaty charakter metodologiczny — w tym
sensie, ze dotycza raczej sensownoSci samego problemu uzasadniania niz
konkretnych zagadnieit matematycznych. Rozwazane problemy maja wigc po-
stac: ,,czy sensowne jest pytanie ‘czy @?°?”, a nie postaé: ,.czy faktycznie
¢?”. Na przyktad w wypadku CH problem przyjalby postaé: ,,czy jest sens
pytaé o prawdziwos¢ i mozliwo$¢ uzasadnienia CH?”. Dopiero jako pochodne
rozwazane byloby pytanie: ,ile faktycznie wynosi warto$¢ continuum?”
i ewentualnie — ,jakie argumenty moga przemawial na rzecz konkretnej
decyzji”?*

Aby struktura dalszych rozwazan byla bardziej przejrzysta, wskaze¢ kilka
pytan, jakie pojawiaja si¢ w kontekscie problemu uzasadniania zdan. Moje
analizy opiera¢ si¢ beda na tej roboczej klasyfikacji:

3 Hipoteza continuum méwi, ze moc zbioru liczb rzeczywistych jest nastepna liczba
kardynalng po mocy zbioru liczb naturalnych. Oznaczajac przez X, X, X,, X,,..., etc. kolejne
nieskonczone liczby kardynalne (gdzie X jest moca zbioru liczb naturalnych), a moc zbioru
liczb rzeczywistych przez c, hipoteza continuum przyjmuje postaé: c¢=¥,. Sformutowana
zostala ona juz przez Cantora w XIX wieku, lecz jej metamatematyczny status jako zdania
niezaleznego od aksjomatéw ZFC ustalili dopiero Godel i Cohen (Godel 1940; Cohen 1966).
Podobna sytuacja miata miejsce w wypadku pewnika wyboru (AC). Wokét tego aksjomatu
(niezaleznego od pozostatych aksjomatow teorii mnogosci ZF) toczyta si¢ ozywiona dyskusja.
OczywiScie argumenty na rzecz jego przyjecia (badZ odrzucenia) mogly mie¢ jedynie charak-
ter pozatechniczny, np. pragmatyczny (por. Moore 1982).

* Ta problematyka nie jest tu podejmowana. Czytelnik znajdzie doktadniejsza prezen-
tacje np. w: Maddy 1988; Wéjtowicz 1999.



O UZASADNIANIU W MATEMATYCE 531

1) Czy sensowne jest pytanie o uzasadnianie zdan i czy jest ono réwno-
wazne z pytaniem o prawdziwos$¢ tych zdan (tzn.: jaka jest zalezno$¢ migdzy
problemem uzasadniania zdaii a problemem ich prawdziwosci, gdy pojecie
,»prawdziwos$ci” rozumiane begdzie w sposéb klasyczny)?

2) Jakie sa kryteria uzasadniania (prawdziwoS$ci) zdan?

3) Czy te kryteria dotycza aksjomatéw dla teorii matematycznych czy
(takze) zdan niezaleznych od juz sformutowanej teorii? Czy problem uza-
sadniania jest dobrze postawiony tylko dla aksjomatéw czy (takze) dla zdan
niezaleznych od teorii? Jaka jest klasa zdan matematycznych, w stosunku do
ktérych problem uzasadniania jest sensowny i ciekawy poznawczo?

4) Czy problem uzasadniania dotyczy poszczegdlnych zdan, czy tez catych
teorii? Co jest przedmiotem uzasadniania?’

5) Jak dalece istotne — w ramach danego stanowiska — dla samej argumen-
tacji dotyczacej uzasadnieri dla aksjomatéw i zdan niezaleznych sg racje
natury filozoficznej i do jakiego stopnia argumentacja taka jest pochodna
w stosunku do stanowiska filozoficznego?

2. ,ROBOCZE STANOWISKO MATEMATYKA”

Jakie jest ,,robocze stanowisko” matematyka w kwestii prawdziwosci i uza-
sadniania zdan matematycznych? Chodzi tutaj przede wszystkim o ,,prawdzi-
wego matematyka” — tj. specjalisty nie od podstaw matematyki, logiki czy
teorii mnogosci, ale raczej od réwnan rézniczkowych, teorii prawdopodo-
biefistwa, geometrii rézniczkowej etc. Klasyfikacja ta nie ma oczywiscie
charakteru wartosciujacego — chodzi jedynie o wskazanie faktu, ze pewne
galezie matematyczne sa blizsze ,,rdzenia” matematyki®.

5> Oczywiscie pytania o to, jakie zdanie dotaczyé i jakie teorie badaé, sa w jakims
sensie rownowazne — pytanie: ,,czy do danej teorii T dotaczy¢ zdanie @ czy —@?” mozna
interpretowac jako pytanie: ,,czy wybraé teori¢ T+, czy teorie¢ T+-@?”. W analizach chodzi
zatem nie o udzielenie kategorycznej odpowiedzi, ale raczej o wskazanie punktu cigzkosci.
Pytanie (4) wiaze si¢ bezpoSrednio z pytaniem (3): problem, czy rozpatrywaé zdania czy
teorie, pojawia si¢ oczywiScie dopiero wtedy, gdy dysponujemy juz sformutowana teoria.

® Pojawia sie pytanie, co to znaczy ,zwykla matematyka”. Simpson (jeden ze wspét-
twércow programu tzw. matematyki odwrotnej) odpowiada na to pytanie w sposéb nastgpu-
jacy: ,Moéwiac ogélnie, przez zwykla matematyke rozumiemy bedaca w giéwnym nurcie
badari matematycznych matematyke nie-teoriomnogosciowa, tj. matematyke, z jaka mieliSmy
do czynienia, zanim zabrali si¢ za nig specjaliSci od abstrakcyjnej teorii mnogosci. (Lub
raczej: matematyke taka, jaka bytaby, gdyby nie zabrali si¢ do niej specjaliSci od abstrak-
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Zasadne bgdzie okreslenie tego stanowiska mianem ,,zdroworozsadkowego,
optymistycznego realizmu”. Oto jego podstawowe cechy’:

(1) Matematyka jest nauka o najwyzszym stopniu S$cistoSci i precyzji,
a zatem wiedza uzyskana w ramach matematyki ma range wiedzy pewnej.
Scistosé, precyzja, jednoznaczno$¢ sformutowan — to wszystko powoduje, ze
odnos$nie do wynikéw matematycznych nie mozna mie¢ watpliwosci. Wpraw-
dzie w podstawach matematyki zdarzaty si¢ kryzysy, jest to jednak rzecz
miniona (ostatni taki kryzys miat miejsce na przetomie wiekéw, w zwiazku
z odkryciem pewnych antynomii w teorii mnogosci Cantora®). Zrédta
bowiem tych kryzyséw zostaly szybko rozpoznane i usuniete’. Miaty one
zreszta znaczenie przede wszystkim dla badain w teorii mnogosci i logice; w
mniejszym stopniu dla badafi prowadzonych w ramach ,prawdziwej”
matematyki.

(2) Procedury dowodowe w matematyce maja charakter obiektywny, sg
sprawdzalne, mozliwa jest petna weryfikacja na kazdym etapie. To, czy jakie§
zdanie ma dowdd, czy nie, jest faktem nie budzacym watpliwosci'®.

(3) Argumentacja naiwno-indukcyjna przekonuje nas, ze w matematyce
sprzecznoS$ci nie ma — §wiadczy o tym olbrzymia liczba dowodzonych twier-
dzen, w ktérych nie wykryto sprzecznosci (sprzecznos$¢ za§ w teorii Cantora
pojawila si¢ na poziomie elementarnym). Mozna postawi¢ spekulatywna hipo-
teze, ze gdyby sprzeczno$¢ faktycznie istniala w matematyce, wéwczas juz
dawno by si¢ pojawila. Mozna takze spekulowaé, ze nawet jeSli taka sprzecz-

cyjnej teorii mnogos$ci). Zwykta matematyka obejmuje zatem geometrig, teori¢ liczb, rachu-
nek rézniczkowy i catkowy, réwnania rézniczkowe, analize rzeczywista i zespolona, prze-
liczalng algebre, typologi¢ zupetnych o§rodkowych przestrzeni metrycznych, logike matema-
tyczna i teori¢ obliczen. Nie obejmuje ona abstrakcyjnej teorii mnogos$ci, abstrakcyjnej
analizy funkcjonalnej, topologii ogdlnej i algebry nieprzeliczalnej” (Simpson 1984, s. 783).
Nie podejmuj¢ tu analizy pojecia ,,zwyklej matematyki”; poprzestang na tego typu ogdlnej,
roboczej charakterystyce.

" Chodzi tu o prezentacje pewnego wyidealizowanego stanowiska, a nie o wskazanie
konkretnego przedstawiciela.

8 Chodzi tu o np. paradoks zbioru wszystkich zbioréw i o paradoks zbioru wszystkich
liczb porzadkowych.

® Przyczyna np. paradoksu Russella jest zbyt ogélny schemat istnienia zbioréw: dla
kazdej formuly ¢ obowigzywaé mial aksjomat IxVy(ye x<@(y)) stwierdzajacy istnienie
zbioru obiektéw o wilasnosci @. Dla formuly @(x) = x¢ x powstaje paradoks. Usuwa si¢ go,
modyfikujac aksjomat istnienia zbioréw do postaci VzIxVy[ye x&(@(y)Aye z)].

10 Nalezy tu doda¢ jedno drobne zastrzezenie: brak jest bowiem zgody w sprawie
statusu tzw. dowodéw komputerowych. Problem ten jednak jest (przynajmniej na razie) pro-
blemem marginalnym.
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nos¢ by sig¢ pojawita, to tylko w jakim§ malym fragmencie, i ze mozna byto-
by dos$¢ tatwo przeciwdziata¢ temu, nie naruszajac zasadniczej struktury
matematyki.

(4) Poniewaz matematyka dostarcza wiedzy pewnej, wigc problem uzasad-
nienia jest rozwigzany w sposéb trywialny. Po prostu sama natura matematyki
powoduje, iz jej twierdzenia maja charakter absolutny, niepodwazalny. Uza-
sadnieniem zdania matematycznego jest to, ze mozna dla niego sformutowacd
dowdd, wykorzystujac uznane w Srodowisku matematykéw procedury dowo-
dowe i udowodnione wczesniej twierdzenia.

(5) Dla zdroworozsadkowego realisty pytanie: ,,czy twierdzenia matema-
tyczne sa prawdziwe?” jest réwnie banalne, jak np. pytanie: ,.czy istnieje
Swiat?” — obie odpowiedzi sa w oczywisty sposéb twierdzace. Matematyka
opisuje pewna rzeczywistoS¢: teoria funkcji rzeczywistych opisuje wtasnoSci
liczb rzeczywistych, arytmetyka Peana opisuje liczby naturalne, teoria grup
opisuje pewne struktury algebraiczne etc. Zdania matematyczne nie sa fik-
cjami, nie dotycza tez jedynie przeksztalcania znaczkéw — dotycza pewnej
obiektywnej rzeczywistoSci matematycznej.

3. PROBLEM UZASADNIANIA Z PUNKTU WIDZENIA
TRADYCYINYCH STANOWISK FILOZOFII MATEMATYKI

3.1. Skrajny formalizm

Skrajny formalizm jest stanowiskiem, w myS$l ktérego matematyka jest
nauka o pewnych formach graficznych czy inaczej — o wynikach pewnych
operacji syntaktycznych dokonywanych na ciaggach symboli. System matema-
tyczny jest wigc utozsamiany z pewnym czysto formalnym systemem, w kto-
rego ramach dokonujemy operacji syntaktycznych. Zdania matematyczne nie
zawieraja treSci — co najwyzej tre§¢ metamatematyczna, traktowanag jako
wiedza o systemach symbolicznych. Takze semantyczny fragment metateorii
— dotyczacy modeli dla teorii — bedzie mial dla skrajnego formalisty sens
tylko o tyle, o ile da si¢ go sformalizowaé i sprowadzi¢ do pewnych meta-
metatwierdzen!!. Mozna zatem powiedzieé, ze w my§l stanowiska formali-

' Metatwierdzenia (czyli twierdzenia metateorii T, dotycza np. modeli dla teorii T.
Metametatwierdzenia dotycza skladni metateorii T, traktowanej (zgodnie ze stanowiskiem
formalistycznym) jako niezinterpretowany system formalny.
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stycznego, matematyka to swoista ,,gra szklanych paciorkéw”, pozbawiona
przedmiotowych odniesieri zabawa intelektualna.

Dla formalisty kategoria ,,prawdziwoS$ci” nie jest wlasciwa kategorig opisu
zdah matematycznych. Kiedy bowiem méwimy o prawdziwosci (w klasycz-
nym sensie — przyjetym w tym artykule), woéwczas mamy na myS§li pewna re-
lacj¢ taczaca obiekty jezykowe (wyrazenia) z obiektami pozajezykowymi, tj.
relacje migdzy jezykiem a rzeczywistoScia pozajezykowa. Oczywiscie forma-
lista odrzuca istnienie rzeczywisto$ci matematycznej — zdania matematyczne
nie opisuja zadnych obiektéw matematycznych. Pytanie o prawdziwos$¢ nie
ma sensu'>.

Czy jednak w zwiazku z tym pytanie o uzasadnianie zdan matematycznych
ma sens — i jaki? Pytanie o uzasadnianie dla formalisty przyjmuje postac:
,Czy warto badac takie-a-takie teorie, systemy formalne? Czy warto dofaczyé
do naszych aksjomatéw T jaki§ nowy aksjomat @, i w ten sposéb wzbogacié
teori¢?”. Uzasadniajac zdanie @, nie dokonuje si¢ oczywiScie tym samym
»deklaracji ontologicznej” — uzasadnienie przyjecia tego zdania nie jest
uzasadnieniem prawdziwoS$ci tego zdania. Dla formalisty ,,uzasadni¢ zdanie
matematyczne” nie znaczy ,,pokazaé, ze jest prawdziwe (czy nawet: prawdo-
podobne)”, lecz moze jedynie znaczy¢: ,,pokazac, ze jest ono interesujace czy
owocne z punktu widzenia rozwoju danej dyscypliny matematycznej”. Forma-
lista oczywi$cie jest §Swiadomy faktu, ze matematycy wiaza z pojeciami tech-
nicznymi pewne wyobrazenia, jest §Swiadom istnienia zjawisk psychologicz-
nych towarzyszacych pracy matematyka. Nie przypisuje im jednak obiektyw-
nych korelatow. W szczeg6lnosci takie terminy, jak ,tre$¢ pojeé matematycz-
nych”, ,znaczenia poj¢¢ pierwotnych teorii”, interpretuje jako terminy
psychologiczne (badZ — w skrajnym wypadku — jako terminy pozbawione
sensu).

Uzasadnianie aksjomatéw nie moze si¢ opiera¢ na zatozeniu istnienia
pozajezykowej rzeczywisto$ci matematycznej. Racje, ktére moga przemawiac

12 Gwoli $cistosci: dla formalisty oczywiscie sensowne beda pytania o prawdziwosé
pewnych zdaid metamatematycznych — dotyczacych np. tego, czy w danej teorii T da sie
formalnie udowodni¢ dane zdanie @, etc. Klasa jednak tych pytan bedzie do$¢ waska.
Sensowne bedzie pytanie: ,,czy w PA da si¢ udowodni¢ zdanie ¢?”, ale nie pytanie: ,.czy
zdanie ¢ wyraza pewng prawde¢ o liczbach naturalnych?”. Stanowisko formalistyczne zajmuje
np. Cohen. W odniesieniu do problemu continuum twierdzi on, ze zastanawianie si¢ nad tym,
jaka jest ,prawdziwa warto$S¢ continuum”, nie ma sensu. Problem ten bowiem jest
rozwigzany poprzez ukazanie metamatematycznego statusu CH jako zdania niezaleznego (por.
Cohen 1971).
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za przyjeciem danej aksjomatyki, sa innego typu. Dla formalisty skrajnego
jedyne sensowne wzgledy, jakie tu moga wchodzié w gre, przypominaja
racje, dla ktorych warto gra¢ raczej w szachy czy brydza niz w wojne¢ albo
w kotko i krzyzyk. Pewne teorie sa ciekawe, inne nie, niektore teorie do-
starczaja interesujacych tamigtéwek do rozwigzania, inne za$ nie. Warto sig¢
zajmowaé tymi ciekawymi. Kryterium uznania problemu ,,czy nalezy badac
teori¢ T” za sensowny jest to, jak dalece teoria T jest interesujaca z punktu
widzenia matematyki, dowodzenia nowych twierdzen, dostarczania nowych
metod dowodowych, tworzenia nowych pojgc etc. Jednakze kategoria ,,warto
si¢ zajmowaé” ma charakter jedynie psychologiczny; to, ze warto si¢ zaj-
mowa¢ dang teoria, wynika jedynie stad, ze dostarcza ona ciekawych zagad-
niefi, ze ma bogata struktur¢ — a nie stad, ze teoria ta cokolwiek opisuje.

OczywiScie formalista zdaje sobie sprawe z faktu zastosowan matematyki:
przydatno$¢ teorii bgdzie dostarczal pragmatycznej motywacji do podjecia
takich, a nie innych badan. Formalista jednak nie zadaje sobie pytania, dla-
czego czysto formalne tamigtéwki umozliwiaja (czy ulatwiaja) opisanie Swia-
ta. Formalista moze uznaé fakt stosowalnosci za pierwotny, nieredukowalny
— za pewng zasadnicza ceche¢ rzeczywistoSci. Nie wynika ona jednak stad, iz
matematyka opisuje strukturg rzeczywistosci, gdyz matematyka po prostu nic
nie opisuje. Co najwyzej moze okazaé si¢ przydatnym narzedziem, a pytanie
o to, dlaczego matematyka jest takim narzedziem (dlaczego $wiat jest mate-
matyczny), nie dotyczy juz samej matematyki i jest nieistotne dla dyskus;ji.

Reasumujac — stanowisko formalistyczne opiera si¢ na pewnych zaloze-
niach filozoficznych, ktére niejako determinuja odpowiedzi na pytania
o prawdziwo$¢ i1 uzasadnianie zdan:

(1) Matematyka jest systemem niezinterpretowanym — dlatego nie ma sen-
su stawiaé pytania o prawdziwo$¢ zdan matematycznych. Obiekty matema-
tyczne nie istnieja.

(2) Matematyka — jako system pozbawiony przedmiotowego odniesienia
— to swoista ,,gra szklanych paciorkéw”. Racje na rzecz badania takiego,
a nie innego systemu maja charakter psychologiczno-pragmatyczny — w tym
sensie, ze niektore systemy sa ciekawsze od innych. Pojecie ,,uzasadniania”
odwotuje si¢ jedynie do tego typu racji. Poza tym jedynym kryterium jest
niesprzeczno$¢ — wszystkie systemy niesprzeczne sa réwnoprawne.

(3) Sensowne sa jedynie pytania metateoretyczne — pytania dotyczace
metamatematycznego statusu zdaii matematycznych — a nie pytania dotyczace
tego, czy zdania te prawdziwie opisujq rzeczywisto§¢ matematyczng.
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3.2. Formalizm Hilberta

Na przetomie XIX i XX wieku w matematyce pojawity si¢ pewne trudno-
$ci natury fundamentalnej — méwi si¢ w tym kontekscie czgsto o kryzysie
w podstawach matematyki. Toczyta si¢ wéwczas zywa dyskusja dotyczaca
formalizacji matematyki, dopuszczalnych metod dowodowych, wlasciwe;j
aksjomatyzacji dla teorii mnogoS$ci, pojawily si¢ nurty intuicjonistyczne,
kwestionujace prawomocno$¢ klasycznych zasad logicznych itp. W atmosferze
tej dyskusji i poznawczego niepokoju, jaki wzbudzal problem podstaw i me-
tod matematyki, Hilbert sformutowat swéj program, ktérego celem byto
ugruntowanie matematyki, uprawomocnienie jej metod dowodowych oraz wy-
jasnienie statusu problematycznych pojec.

Hilbert wyréznit w matematyce zespét pojeé, ktére sa dobrze ugruntowane
(0o nich méwia tzw. zdania realne), oraz zespot poje¢ — takich jak pojecie
,hieskoficzono$ci” — ktére (same w sobie problematyczne) miaty pelnié
jedynie funkcje narzedzi. Zdania idealne, wykorzystujace te pojecia, miaty dla
Hilberta status zdad pomocniczych, stuzacych do dowodzenia zdah real-
nych'3.

Rozréznienie to staje si¢ punktem wyjscia programu Hilberta. Opiera si¢
on zasadniczo na teorii dowodu. W programie Hilberta mozna wyréznic trzy
etapy (por. np. Simpson 1988):

(1) Pierwszy etap polega na wyréznieniu nie budzacego watpliwosci,
finitystycznego fragmentu matematyki. W tej wyrdznionej czg$ci matematyki
musimy by¢ w stanie sformalizowaé przynajmniej elementarne operacje
teorioliczbowe i operacje na skoniczonych ciagach symboli. Ten fragment
matematyki jest ugruntowany w sposéb pewny.

(2) W drugim kroku cala matematyka (wlaczajac w to oczywiscie takze
matematyke idealng) ma by¢ sformalizowana w jednym systemie formalnym,
ktérego formuly sa skoriczonymi ciggami symboli. Formuly bgdzie mozna
zatem opisywac i analizowad, uzywajac metod finitystycznych, wyréznionych
w pierwszym kroku.

13 Jako przyktady takich idealnych, jedynie pomocniczych obiektéw shuzyé moga:
wielko$ci nieskoriczenie mate, stosowane w rachunku rézniczkowym i catkowym, czy punkt
w nieskoficzono$ci, wystgpujacy w geometrii.



O UZASADNIANIU W MATEMATYCE 537

(3) Ostatni krok ma polega¢ na udowodnieniu niesprzecznosci tego sy-
stemu oraz jego nietwérczosci wzgledem klasy zdaii realnych!* za pomoca
metod finitystycznych (czyli metod matematyki realnej)'>. W ten sposéb
wyjasniony zostanie status pojeé idealnych i usunie si¢ Zrédto trudnosci
1 niepewnosci.

Pytanie o uzasadnianie zdan jest wigc pytaniem sensownym. Rozpada sig¢
ono niejako na dwa podproblemy:
(a) uzasadnianie zdan realnych,
(b) uzasadnianie zdafi idealnych.

Ad (a) Zdania realne to zdania dotyczace konkretnych skoriczonych
obiektoéw (takich jak ciagi symboli). Fakt, ze zdania te mozemy uzasadniac,
Hilbert wyjasnia poprzez odwotanie si¢ do pewnej podstawowej zdolnosci,
pewnej intuicji danej wraz z tymi obiektami. MOwi o tym wyraZnie naste-
pujacy fragment:

Juz [Kant] uczyt [...], ze matematyka posiada tres¢ pewna i niezalezng od jakiejkolwiek
logiki i ze w zwiazku z tym nigdy nie moze zosta¢ ugruntowana w oparciu o sama tylko
logike. Dlatego tez préby Fregego i Dedekinda nie doprowadzity do niczego. Jako waru-
nek wstepny stosowania wnioskowan logicznych i wykonywania operacji logicznych dane
jest juz co§ w przedstawieniu (in der Vorstellung): [mianowicie] pewne pozalogiczne
konkretne obiekty, ktére jawia si¢ jako doswiadczane bezposrednio przed wszelkim
mys$leniem. [...] W szczegdlno$ci w matematyce przedmiotem naszych rozwazan sa kon-
kretne znaki, ktérych ksztatt [...] jest bezposrednio jasny i rozpoznawalny (Hilbert 1926,
s. 170-171; ttum. za: Murawski 1986).

Ad (b) Zdania idealne petnia jedynie funkcj¢ pomocnicza. Sa jednak do-
puszczalne, o ile uda si¢ (metodami finitystycznymi) wykazac, iz ich dota-
czenie do matematyki realnej jest nietwércze. Kryterium uznawania tych zdan

4 Méwimy, ze teoria T*, sformutowana w jezyku L*, jest nietwércza w stosunku do
teorii T, sformutowanej w jezyku L (gdzie LcL* oraz TcT*), wzgledem klasy zdan &P, jesli
dowolne zdanie @€ P, ktoére jest konsekwencja T*, jest tez konsekwencja T. Innymi stowy:
wzbogacenie teorii T do T* nie pozwala na udowodnienie zadnych nowych zdan z klasy .

15 Hilbert nie sprecyzowat pojecia ,.zdania realnego” czy ,systemu dopuszczalnego z
finitystycznego punktu widzenia”. Pojecia te nie mialy charakteru technicznego, stad za$
wynikaja pewne trudno$ci interpretacyjne dotyczace tego, co doktadnie Hilbert miat na
myS$li. Najczesciej jednak uwaza sie, ze program Hilberta w oryginalnej postaci nie jest
mozliwy do przeprowadzenia, co pokazuja twierdzenia Godla. Rozwazane sa natomiast
zmodyfikowane wersje programu Hilberta (por. np. Sieg 1988 czy Simpson 1988). Dla
prowadzonych tu analiz te fakty nie maja jednak zasadniczego znaczenia.
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ma zatem charakter techniczny: uzasadnieniem dopuszczalnos$ci (i pozytecz-
noSci) ich stosowania jest rola tych zdafi w zdobywaniu wiedzy matematycz-
nej dotyczacej zdan realnych. Fakt, ze jest to dopuszczalne, wynika z (po-
stulowanej przez Hilberta) nietwérczo$ci matematyki idealnej nad realng
wzgledem klasy zdai realnych.

Zdania realne i idealne sa wigc uzasadniane na podstawie innych kryte-
riow. Inaczej przedstawia si¢ tez problem prawdziwoSci w wypadku zdan
realnych i idealnych. Pytanie o prawdziwo$¢ zdan realnych ma taki sam sta-
tus, jak pytanie o prawdziwos$¢ zdain mdéwiacych o liczbie krzeset. Kategoria
prawdziwo$ci moze by¢ wigc stosowana do zdan realnych. Tymczasem w wy-
padku zdan idealnych jest inaczej: Hilbert pisze, ze takie pojecia, jak
,hieskoficzono$¢”, nie odnosza si¢ do niczego w rzeczywistym Swiecie. Zda-
nia te petniag jedynie funkcj¢ czysto pomocnicza; tym samym problem ich
prawdziwos$ci si¢ nie pojawia.

Jesli chodzi o problem zdan niezaleznych, to nalezy pamigta¢ o stwier-
dzeniu Hilberta, ze w matematyce nie ma zadnego ignorabimus i ze wszyst-
kie dobrze postawione problemy bedgq mogty zosta¢ rozwigzane. W szczegol-
noSci Hilbert sam prébowatl (bezskutecznie) rozwiazaé problem continuum,
przekonany o tym, ze jest to problem rozstrzygalny. Tym samym — mozna
przypuszczaé — nie uznalby za istotny problemu zdan niezaleznych.

Punktem wyjscia Hilberta jest jego epistemologia: w uzasadnianiu zdan
realnych odwotuje si¢ on do intuicji pewnego rodzaju'®. Takze odméwienie
zdaniom idealnym tre$ci jest decyzja o charakterze filozoficznym — niejako
zastosowaniem brzytwy Ockhama do zdan, ktérych tres¢ wykracza poza kon-
teksty skoriczone. Hilberta mozna zatem nazwaé nominalista — w kazdym ra-
zie w stosunku do obiektéw matematyki idealnej, ktérych istnienie odrzuca.

Reasumujac — program Hilberta opiera si¢ na nastgpujacych zatozeniach
natury filozoficzno-metodologicznej:

(1) Bezposrednie Zrédto wiedzy matematycznej (intuicja matematyczna)
dostarcza wiedzy ograniczonej do skoniczonych, konkretnych obiektéw.

(2) Pojeciu ,,nieskoniczonosci” nie odpowiada nic w rzeczywistosci; zdania,
w ktérych mowa o nieskoriczono$ci, maja charakter pomocniczy. W matema-
tyce wystepuja zatem pojecia, ktére nalezy traktowaé w sposéb czysto instru-
mentalny.

16 Epistemologie Hilberta Godel okresla jako efekt ograniczenia czasoprzestrzennej
intuicji Kanta do konfiguracji skoficzonej liczby dyskretnych obiektéw (Godel 1972, s. 271),
a program Hilberta jako ,,materialistyczna prob¢ ugruntowania matematyki klasycznej”.
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(3) Nalezy zadbac o zachowanie catej sity dowodowej (i sity formutowania
poje¢) matematyki. Hilbert odrzuca wigc intuicjonistyczne przeformutowania
matematyki, ktére ostabiaja jej site dowodowa.

(4) Procedura ugruntowania matematyki ma zasadniczo charakter syntak-
tyczny.

3.3. Instrumentalizm

,Bliskim krewnym” formalizmu jest instrumentalizm'’. O ile jednak for-
malista nie interesuje si¢ Swiatem, tylko intelektualnymi ,tamigiéwkami”,
o tyle instrumentalizm stanowi prébg¢ odpowiedzi na pytanie o rolg mate-
matyki w naukach przyrodniczych.

W mysl stanowiska instrumentalistycznego, teorie matematyczne majg sta-
tus narzedzi, za pomoca ktérych opisujemy $wiat, ktére pomagaja w zdoby-
waniu wiedzy, ale same wiedzy na zaden temat nie dostarczaja. Podobnie
zatem jak (dla fizycznego instrumentalisty) obiekty teoretyczne stanowig
jedynie pewne konstrukty logiczne, utatwiajace opis i wyjasnienie danych
empirycznych'® — tak dla matematycznego instrumentalisty status taki maja
teorie matematyczne. Matematyczne instrumentarium stuzy jedynie do tego,
aby ufatwi¢ nam rozumowania i umozliwi¢ skrétowe opisanie sytuacji fi-
zycznej. Matematyka jest wigc jedynie czym$§ w rodzaju sktadni jezyka
fizyki, zbiorem konwencji umozliwiajacych ekonomiczny opis zjawisk. Sama
jednak jest pozbawiona przedmiotowego, pozaj¢zykowego odniesienia. Podob-
nie jak dla instrumentalisty fizycznego nie ma uktadéw kwantowych — tak
dla instrumentalisty matematycznego nie ma tez przestrzeni Hilberta, w ktore;j
te uklady kwantowe sa opisywane i reprezentowane.

Pytanie o prawdziwo$¢ aksjomatéw czy zdan matematycznych jest — we-
dtug instrumentalisty — Zle postawione (lub, przy innej interpretacji, try-
wialne: zdania matematyczne niczego nie dotycza). Interesujace i sensowne
jest natomiast pytanie o uzasadnianie zdan (czy teorii) matematycznych; o to,

17 Przedmiotem analizy jest tutaj instrumentalizm matematyczny, ktry a priori nie
musi by¢ takze instrumentalizmem fizycznym. Mozliwe jest bowiem stanowisko, w mysl
ktérego teorie fizyczne stanowia prawdziwy opis rzeczywisto$ci; jednakze instrumentarium
matematyczne stanowi jedynie skuteczne narzedzie.

8 W (duzym) uproszczeniu, credo instrumentalisty brzmi: ,Swiat jest taki, ze w trakcie
eksperymentu na kliszy pojawia si¢ — w pewnych okres§lonych okolicznosciach — §lad.
Wtedy, dla wygody i oszczednosci opisu, méwimy, iz §lad pozostawil elektron”.



540 KRZYSZTOF WOITOWICZ

jakie zdania matematyczne winny by¢ przyjete jako aksjomaty badZ dotaczone
do juz istniejacych teorii matematycznych.

Kryterium uzasadniania stanowi uzyteczno$¢. Dane zdanie (czy zespot
zdal) mozna uwazaé za uzasadnione, jeSli jest ono uzytecznym narze¢dziem
w naukach przyrodniczych (oczywiScie nie wynika stad jego prawdziwosc!).
Racje za przyjeciem danego aksjomatu (teorii) maja wigc charakter prag-
matyczny. Przyjmuje si¢ bowiem te konwencje (zdania pomocnicze), ktére
okazuja si¢ przydatne w opisie zjawisk przyrodniczych. Pojgcie ,,uzasad-
nienia” nie wiaze si¢ zatem z takimi pojgciami, jak ,tres$¢ teorii”, ,,znaczenie
poje¢ matematycznych”, lecz jedynie z pojeciem ,,przydatnoSci”.

Instrumentalista postuguje si¢ teoriami, ktére stanowia — mozna powie-
dzie¢ — pewne caloS$ci (narzedziem instrumentalisty jest teoria matematyczna,
stosowana w teorii empirycznej, pewien — na ogoét ztozony — zesp6t pojed).
Instrumentalista ocenia zatem nie poszczegdlne zdania matematyczne, lecz
cafe teorie matematyczne'®. Mozna powiedzieé, ze , kwantem oceny metodo-
logicznej” jest teoria. Dlatego, jesli pewne zdanie ¢ jest niezalezne od pewnej
teorii T, to dla instrumentalisty nie jest wazny problem, czy samo ¢ jest
uzasadnione czy nie, czy lepszym doprecyzowaniem znaczei poj¢é matema-
tycznych wystgpujacych w teorii T jest ¢, czy =¢@. Do takich poj¢é, jak ,,pre-
cyzacja znaczefi”, instrumentalista w ogéle si¢ nie odwotuje. Wazny wszakze
jest dla niego problem, ktéra z teorii: T+¢ czy T+, jest bardziej uzyteczna
z punktu widzenia nauk empirycznych. Tym kryterium instrumentalista bedzie
si¢ kierowal w swoich wyborach. Sama w sobie niezalezno$¢ nie jest wiec
dla niego interesujaca. Nie ma sensu pytanie o to, czy nalezy przyja¢ zdanie
¢, jeSli przyjecie tego zdania nie bedzie mialo znaczenia dla zastosowan
matematyki. Problem uzasadniania jest zatem z natury rzeczy ograniczony do
takich teorii matematycznych, ktére moga mieé zastosowanie w naukach
przyrodniczych. Jesli dodanie np. do aksjomatéw ZFC jakiego$ zdania nieza-
leznego ¢, dotyczacego np. wlasnosci liczb rzeczywistych, moze miec znacze-
nie z punktu widzenia zastosowan, to instrumentalista bedzie sktonny roz-
wazac racje na rzecz przyjecia tego zdania. Natomiast w wypadku zdan nie-
zaleznych, ktére nie maja (bezpoSredniego) zastosowania w naukach empi-
rycznych, problem ten w ogdle nie bgdzie analizowany i1 zostanie uznany za
nieistotny.

19 Oczywiscie, jesli teoria ma skoficzony zbiér aksjomatéw, to problemy te sa réwno-
wazne. Najczesciej jednak mamy do czynienia z teoriami innego typu.
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Dla stanowiska instrumentalisty znaczenie maja nastgpujace przestanki
o charakterze filozoficzno-metodologicznym:

(1) Pewne sktadniki (fragmenty) teorii fizycznych mozna traktowaé czysto
instrumentalnie, jako pozbawiony tresci zesp6t zdaii pomocniczych. Mate-
matyka odgrywa wtasnie rolge systemu konwencji, zdain pomocniczych.

(2) Matematyka stanowi wigc jedynie zesp6t zdafh pomocniczych, pozba-
wionych odniesienia w rzeczywistoSci pozajezykowej. Nie istniejg obiekty
matematyczne, a kategoria ,,prawdziwoS$ci” nie ma zastosowania do zdani
matematycznych.

(3) Matematyka wystepuje jako istotny sktadnik teorii fizycznych. Tym
samym zasadne jest postawienie pytania, ktére teorie i pojgcia matematyczne
sa wazne. Zagadnienie uzasadniania zdan matematycznych jest zatem dobrze
postawione, kryterium za$ stanowi rola danej teorii w naukach empirycznych.

3.4. Konceptualizm

Dla konceptualisty matematyka jest jedynie konstrukcja uprawiajacego ja
matematyka (matematykéw). Obiekty matematyczne maja zatem ontologiczny
status obiektéw mentalnych.

Zasadne jest rozréznienie ontologicznej i metodologicznej tezy koncep-
tualizmu:

(1) Teza ontologiczna dotyczy istnienia i sposobu istnienia obiektéw
matematycznych, jako obiektéw mentalnych, konstruowanych przez podmiot
poznajacy.

(2) Teza metodologiczna dotyczy sposobu uprawiania matematyki i jest
zwigzana z teza ontologiczna. Fakt, Ze obiekty matematyczne sa naszymi
konstrukcjami, naktada na nas pewne ograniczenia w sposobie uprawiania
matematyki. Dopuszczalne sa tylko metody konstruktywne, w szczegdlnosci
nalezy odrzuci¢ oparte na prawie wylaczonego Srodka niekonstruktywne
dowody istnienia®’. Niesie to za soba takze ograniczenia co do dopu-
szczalnych sposobéw definiowania obiektéw — niedopuszczalne staja si¢ np.

definicje niepredykatywne?!.

20 przyktadem takiego dowodu, odrzucanego przez intuicjonistéw, jest dowéd twierdze-
nia, ze istnieja liczby niewymierne a, b takie, ze a® jest liczba wymierna. Pot6zmy bowiem
a=b=\2. Wtedy albo c=a’ jest liczba wymierna (co koriczy dowéd), albo nie jest liczba
wymierng. Jesli jednak ¢ nie jest liczba wymierna, to ¢ = (\/2\/2)‘/2 = 2 jest liczba wymierna.
UdowodniliSmy wigc, ze istnieja takie dwie liczby, ale nie wiemy, ktore.

21 S3 to definicje, w ktérych pewien obiekt O jest definiowany przez odwotanie si¢ do
wlasnosci calego ogétu obiektéw O, ktérego O jest elementem. Przykladem takiej definicji
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Twierdzenia matematyki, wedtug konceptualisty, odnosza si¢ do konstruo-
wanych przez niego obiektéw mentalnych. Zdania matematyczne sa prawdzi-
we lub nie; korelatami terminéw matematycznych sa pewne obiekty mentalne.
Tym samym pytanie o prawdziwo$¢ zdain matematycznych jest dobrze posta-
wione, a stad wynika, iz takze pytanie o uzasadnianie zdain matematycznych
jest sensowne.

Kryteria, jakimi postuguje si¢ konceptualista, sa pochodne w stosunku do
ontologicznej tezy konceptualizmu; sa to zatem racje natury filozoficzne;j.
W szczegdlnosci konceptualista opowiada si¢ za konstruktywistyczna wizja
matematyki, czego wyrazem jest matematyka intuicjonistyczna we wszelkich
jej odmianach, takich jak matematyka konstruktywistyczna, matematyka
obliczalna Bishopa, ultrafinityzm etc.?

Intuicjonizm w najwigkszym stopniu (sposrdéd przedstawianych w tym arty-
kule stanowisk) odwotuje si¢ do argumentacji i racji natury filozoficzne;j.
Ontologiczna teza dotyczaca sposobu istnienia obiektéw matematycznych ma
zasadniczy wplyw na przyjmowane przez intuicjonistéw aksjomaty, reguty
wnioskowania czy zasady metodologiczne®®. Rozstrzygnigcia natury filo-
zoficznej dotycza nie tylko tego, czy dane pytanie uznamy za sensowne.
Dostarczaja takze narzgdzi do rozstrzygania prawdziwos$ci konkretnych zdan
matematycznych czy przyjecia konkretnych aksjomatéw lub regut wnioskowa-
nia (z punktu widzenia intuicjonisty nie jest np. dopuszczalna zasada wy-
faczonego §rodka). Mozna powiedzied, ze intuicjonizm jest ,,rewizjonistyczny”
— w tym sensie, ze w imi¢ pewnych zasad filozoficznych, intuicjonista gotéw
jest zrezygnowaé z uprawiania matematyki w postaci klasycznej, czyli do-
prowadzié¢ do rewizji praktyki matematycznej?*. Racje filozoficzne sa zatem
dla intuicjonisty wazniejsze niz racje wewnatrzmatematyczne czy racje wy-
nikajace z faktu zastosowan matematyki w naukach przyrodniczych.

jest teoriomnogos$ciowa definicja zbioru liczb naturalnych jako najmniejszego zbioru sposréd
wszystkich zbioréw zawierajacych zero i domknigtych na operacj¢ nastgpnika. Konstrukty-
wista odrzuca taka definicj¢: wedtug niego pojecie ogétu obiektéw O jest sensowne dopiero
wtedy, gdy uprzednio zostanie zdefiniowany obiekt O.

22 Zwiezty opis tych stanowisk mozna znalezé np. w: Murawski 1995.

23 Matematyka wyrosta z inspiracji intuicjonistycznych nie stanowi jednolitego tworu.
Tym samym reprezentanci poszczegéllnych kierunkéw beda kierowaé si¢ nieco innymi
racjami i przestankami filozoficznymi. Nie bede ich tu analizowaé, poniewaz przedmiotem
analizy jest tu inny problem: c zy w o g 6 1e racje i argumenty natury filozoficznej sa
tu brane pod uwage.

24 Tak stanowisko intuicjonistyczne ocenia np. Maddy i z tego powodu je odrzuca —
przyjmuje bowiem tez¢ metodologiczna, iz filozofia matematyki powinna traktowa¢ praktyke
matematyczng at face value, a nie dazy¢ do jej reformy.
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3.5. Realizm Quine’a®

Quine przyjmuje stanowisko realistyczne w odniesieniu do przedmiotéw
matematycznych. Opiera si¢ ono na kilku nastgpujacych podstawowych zato-
zeniach filozoficznych i metodologicznych:

(1) Quine odrzuca podzial zdahi na analityczne i syntetyczne, ktory to
podzial stanowi podstawe tezy, iz zdania matematyki maja czysto analityczny
charakter i stanowia jedynie zbiér konwencji dotyczacych jezyka nauki.

(2) Quine przyjmuje w zwiazku z tym holistyczne podejScie w traktowaniu
zobowigzan ontologicznych teorii. Pomigdzy nauka a ontologia istnieje cia-
glto§¢ — w tym sensie, ze pytania o istnienie obiektéw fizycznych, teore-
tycznych i abstrakcyjnych sa pytaniami tej samej klasy. Nie jest — wedlug
niego — uzasadniony ,,czg$ciowy” realizm, w myS§l ktérego interpretacje maja
tylko niektére terminy wystgpujace w teorii fizycznej (a mianowicie terminy
odnoszace si¢ do obiektéw fizycznych), natomiast inne terminy wystgpujace
w teorii fizycznej (terminy matematyczne) sa pozbawione interpretacji.
Nalezy wigc uznad istnienie wszystkich obiektoéw, do ktérych odnosi si¢ dana
teoria.

(3) Kryterium tego, kiedy dana teoria odnosi si¢ do obiektéw pewnego
typu, stanowi kwantyfikacja. W sktad zobowiazan ontologicznych teorii
wchodza wszystkie obiekty znajdujace si¢ w zakresie zmienno$ci zmiennych.
Quine nie rozréznia sposobOw istnienia — przedmioty rdéznié si¢ moga
wlasno$ciami (np. jedne znajduja si¢ w czasoprzestrzeni, inne nie), ale nie
sposobem istnienia.

(4) Matematyka stanowi zasadnicza, nieusuwalna cze$¢ teorii fizycznych.
A zatem przyjecie stanowiska realistycznego w stosunku do teorii empirycz-
nej naktada na nas obowiagzek uznania takze zobowigzai ontologicznych tej
teorii ,,w $wiecie obiektéw matematycznych”. Quine zatem — podobnie jak
instrumentalista — wychodzi od faktu, iZ matematyczne instrumentarium jest
fragmentem teorii empirycznych. Zupetnie inaczej jednak niz instrumentalista,
interpretuje matematyczne zdania egzystencjalne — interpretuje je at face
value, bezposrednio, a nie jako pozbawione treSci zdania pomocnicze.

Z punktu widzenia Quine’a pytanie o prawdziwo$¢ zdaii matematycznych
jest sensowne, podobnie jak pytanie o to, czy prawdziwe jest zdanie doty-
czace czastek elementarnych, gestoSci wody czy dowolna inna hipoteza fi-
zyczna. Pytania ontologiczne (w szczegdlno$ci pytania o istnienie obiektow

25 Szczegbtowa prezentacje argumentacji Quine’a dotyczacej istnienia obiektéw matema-
tycznych mozna znalezZé np. w: Wdjtowicz 1997.
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matematycznych) stanowia ciagle przedluzenie pytain naukowych. Kategoria
prawdziwo$ci moze by¢ wigc stosowana do zdafi matematycznych na réwni
ze zdaniami dotyczacymi obiektéw fizycznych (obiekty te bowiem rdznia sig
nie sposobem istnienia, ale wtasnosciami). Konsekwentnie, zasadne jest takze
pytanie o uzasadnianie.

Kryterium prawdziwo$ci zdan matematycznych jest fakt, czy wystepuja
jako fragment teorii empirycznych. Nalezy uzna¢ za prawdziwe takie zdania,
dla ktérych mozna znalez¢ empiryczne potwierdzenie — dotyczy to zaréwno
zdan o tredci ,,czysto fizycznej”, jak i zdan matematycznych.

Nalezy tu zauwazy¢, ze Quine nie absolutyzuje swojej teorii zobowigzan
ontologicznych. Zobowigzania ontologiczne dotycza zawsze poszczegdlnych
teorii. Pytania, jakie si¢ pojawiaja w tym konteks$cie, nie dotycza absolutnego
istnienia obiektéw (fizycznych czy matematycznych), ale tylko ich istnienia
relatywnie do danej teorii T. Dlatego nie ma sensu pytanie o absolutng
prawdziwo$¢ zdah matematycznych, lecz jedynie w kontekScie przyjmowa-
nych w nauce teorii empirycznych?®.

Zasigg kryterium Quine’a ogranicza si¢ do niektérych fragmentéw mate-
matyki. Aby dane zdanie matematyczne mozna bylo ocenia¢ pod wzgledem
prawdziwos$ci, musi ono wystgpowac jako fragment instrumentarium w pew-
nej teorii empirycznej. Tym samym tylko zdania matematyki stosowanej (przy
calej nieostro$ci tego pojecia) podlegaja temu kryterium. Teorie matematyki
czystej moga pelni¢ co najwyzej funkcje porzadkujaca czy upraszczajaca
teorie matematyki stosowanej, poza tym stanowia jedynie systemy niezinter-
pretowane?’. W ujeciu Quine’a nie ma wiec sensu stawiaé pytania o praw-
dziwos¢ tych teorii (tj. o to, czy maja interpretacj¢), tak jak nie ma sensu
stawia¢ pytania o to, czy reguly jakiej$ gry majq interpretacjge. W odniesieniu
do tych (niezinterpretowanych) zdai problem uzasadniania si¢ nie pojawia.

Stanowisko Quine’a prowadzi zatem do wyrdznienia pewnej grupy pytan
sensownych. Nie ma sensu zastanawiaé si¢ nad prawdziwoScia czy uzasad-
nieniem zdad matematycznych, ktére nie maja zwiazku z zastosowaniami.

26 Nie nalezy tego oczywiscie rozumie¢ jako tezy, Ze zdania matematyczne sa uza-
sadniane empirycznie. Status procedur dowodowych w matematyce pozostaje nienaruszony.
Wzgledy empiryczne za$§ §wiadcza o tym, ktéra teoria fizyczna winna by¢ uznana za teorie
zinterpretowana i — konsekwentnie — jakie obiekty (w tym matematyczne) winny by¢ wia-
czone do naszej ontologii.

27 Opini¢ taka Quine wyraza np. w: Quine 1984.
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Pod tym wzglgdem stanowisko Quine’a jest podobne do stanowiska instru-
mentalistycznego®.

Stanowisko filozoficzne (i metafilozoficzne) Quine’a motywuje wigc
konkretne decyzje metodologiczne (warto uprawiaé przede wszystkim taka
matematyke, jaka znajduje zastosowanie w teoriach fizycznych). To, jak
traktowane jest zagadnienie prawdziwo$ci 1 uzasadniania zdad matematycz-
nych?’, wynika z nastepujacych tez Quine’a:

(1) Pomigdzy pytaniami naukowymi a ontologicznymi nie ma réznicy ro-
dzaju, lecz jedynie rdznice stopnia; sa one pytaniami tego samego typu
i istnieje pomiedzy nimi ,.ciagle” przejscie.

(2) Teorie naukowe nalezy interpretowac holistycznie.

(3) Nalezy uznac¢ pelne zobowiazania ontologiczne teorii; nie jest uzasad-
niony czgSciowy realizm.

(4) Kryterium istnienia stanowi kwantyfikacja (nalezy uzna¢ istnienie tych
obiektow, ktére sa wartoSciami zmiennych).

3.6. Realizm Godla®

Reprezentantem innego typu stanowiska realistycznego jest Godel. Teorie
matematyczne opisuja, wedlug niego, pewien Swiat matematyczny, istniejacy
niezaleznie od badajacego go matematyka. Prawdy matematyczne dotycza
pojeé, ktore ,,tworza obiektywna rzeczywisto$é, ktérej nie mozemy tworzyé
ani zmienia¢, ale jedynie postrzegac i opisywac” (Godel 1951, s. 320). Godel
zdecydowanie odrzuca interpretacje instrumentalistyczne czy syntaktyczne,
w mysSl ktérych matematyka jest jedynie sktadnia jezyka nauk empirycznych
czy jedynie narzgdziem ulatwiajacym opis sytuacji fizycznej. Matematyka
dzieli si¢, wedlug Godla, na obiektywng i subiektywna: matematyka subiek-
tywna dotyczy zdain dowodliwych w danych systemach formalnych, a mate-
matyka obiektywna sktada si¢ z prawd matematycznych opisujacych rzeczy-
wisto§¢ matematyczna. Pytanie o prawdziwos$¢ zdan matematycznych jest
wigc sensowne — tak jak kazde pytanie o prawdziwo$¢ zdania dotyczacego
rzeczywistosci.

28 podobienstwo polega oczywiscie tylko na uznaniu faktu, iz klasa sensownych
probleméw ma zwiazek ze stosowalno$cia matematyki.

2 Przypominam, Ze celem jest rekonstrukcja logiczna — zatem nawet jesli dane
zagadnienie nie byto explicite rozwazane przez danego autora, staram si¢ pokazaé, jakie tezy
na temat problemu uzasadniania wynikaja z przyjecia jego stanowiska.

30 Stanowisko Godla prezentowane jest tu szkicowo. Doktadniejsza prezentacje mozna
znalezé w: Wojtowicz 2002.
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Pojawia si¢ zatem pytanie, jak uzasadnia¢ prawdziwo$¢ zdan matematycz-
nych. Podzial na matematyke obiektywna i subiektywna wskazuje, ze same
formalne procedury dowodowe nie wystarczg do uzasadnienia prawdziwosci
wszystkich zdan prawdziwych. Istnieja bowiem prawdy matematyczne wymy-
kajace si¢ opisowi formalnemu. Nie da si¢ (zgodnie z pierwszym twier-
dzeniem Godla) zamknaé catej matematyki w jednym systemie formalnym.
Konieczne jest wigc odwolywanie si¢ do kryteriéw innego typu.

Godel — w sprawie kryteriow uznawania zdafh matematycznych za prawdzi-
we — zajmuje stanowisko odmienne od Quine’a. Quine wychodzi od analiz
metanaukowych, dotyczacych roli matematyki w naukach przyrodniczych,
i odrzuca argumenty oparte na racjach czysto filozoficznych®'. Tymczasem
punktem wyjscia Godla jest stanowisko zdecydowanie antyscjentystyczne,
antypozytywistyczne, w ktérym podkre§lana jest ranga zagadnieit metafi-
zycznych. W (Godel 1961) podaje on swoista klasyfikacje stanowisk filo-
zoficznych, dzielac je na ,lewe” i ,prawe”. Kryterium tego podziatu jest
ranga, jaka w ramach danego stanowiska nadawana jest problematyce meta-
fizycznej. Do grupy lewej zalicza materializm, sceptycyzm, pozytywizm, do
prawej — spirytualizm, idealizm i teologi¢. Sam deklaruje si¢ zdecydowanie
jako zwolennik grupy prawej, uwazajac problematyke metafizyczna za pod-
stawowa dla filozofii. W szczegdlnoSci za istotny uznaje problem istnienia
i natury obiektéw matematycznych.

Godel wyrdznia dwa typy procedur, stosowanych w uzasadnianiu zdani
matematycznych:

(1) Oparte na swoistej intuicji, ktéra umozliwia nam rozumienie pojeé
matematycznych. Takimi podstawowymi pojeciami matematycznymi sa poje-
cia teorii mnogoS$ci, a mianowicie pojgcie ,,zbioru” i pojecie ,,nalezenia”.
Intuicja umozliwia nam analiz¢ treSci pojeé (,,wniknigcie” w te pojecia), co
z kolei pozwala na sformutowanie aksjomatéw i uznanie ich prawdziwosci.
Kryterium, jakim nalezy si¢ tu kierowac, jest swoista oczywistoS¢ aksjo-

matéw2.

31 Quine reprezentuje metafilozoficzne stanowisko, w mysl ktérego rzeczywistosé jest
opisywana, identyfikowana i analizowana ,,w nauce, a nie w jakiej$ uprzedniej wobec niej
filozofii pierwszej” (Quine 1981, s. 49).

32 Oto najbardziej charakterystyczny fragment pism Godla dotyczacy problemu intuicji:
,Pomimo ich oddalenia od danych zmystowych mamy co§ w rodzaju percepcji obiektéw teo-
rii mnogosci, co widaé z faktu, ze aksjomaty narzucaja si¢ nam jako prawdziwe. Nie widze
powodu, aby mie¢ mniej zaufania do tego rodzaju percepcji, tj. do intuicji matematycznej,
niz do percepcji zmystowej, ktéra pozwala nam budowac teorie fizyczne, w oczekiwaniu,
ze przyszte dane zmystowe beda z nia zgodne, i co wigcej oczekiwaé, ze problem, ktéry
teraz nie jest rozstrzygalny, jest mimo to sensowny i moze zosta rozstrzygnigty w przy-
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(2) Analiza tresci poje¢ na podstawie intuicji matematycznej nie jest jed-
nak jedyna metoda uzasadniania zdan. Drugie kryterium zasadno$ci zdafi to
ich owocno$¢ w badaniach matematycznych: dany aksjomat powinien zostaé
przyjety, jesli okaze sig pomocny w rozwiazywaniu istniejacych probleméw
matematycznych, dostarczy nowych metod ich rozwiazywania, umozliwi ujed-
nolicenie metod dowodowych — etc.?

Pytanie o zasadno$¢ dotyczy zaréwno aksjomatéw — gdyz precyzuja one
znaczenia pewnych poje¢ matematycznych — jak i zdan niezaleznych, takich
jak hipoteza continuum. Nie ma tu istotnej réznicy metodologicznej —
zar6wno bowiem zdania niezalezne, jak i aksjomaty stanowia precyzacje
znaczen poje¢ matematycznych. W wypadku teorii mnogos$ci stanowia one
precyzacje pojecia ,,zbioru”. Intuicja, ktéra pomaga w rozpoznaniu praw-
dziwoS$ci podstawowych aksjomatéw, moze tez by¢ zastosowana do analizy
zdan niezaleznych.

Aksjomaty i zdania niezalezne moga si¢ jednak rézni¢ co do metod uza-
sadniania. Kryterium owocnos$ci moze by¢ bowiem stosowane dopiero w mo-
mencie, gdy powstang problemy, ktére wymagalyby rozwiazania. Tym samym
moze by¢é ono stosowane dopiero do zdad niezaleznych od teorii — aby
mozna byto sformutowa¢ problemy i wyréznic¢ klas¢ probleméw nierozwiazal-
nych, konieczne jest uprzednie sformulowanie pewnej teorii.

Godel przez dtugi czas prowadzit badania dotyczace problemu uzasadnia-
nia nowych aksjomatéw, mogacych rozstrzygnaé¢ CH. Poczatkowo, po udo-
wodnieniu metoda zbioréw konstruowalnych niesprzeczno$ci CH z ZFC, sa-
dzil, ze takim wiarygodnym aksjomatem, umozliwiajacym rozstrzygnigcie tej
kwestii, jest aksjomat konstruowalno$ci (V=L). PdZniej jednak doszedt do
wniosku, Ze jest to aksjomat zbyt restryktywny i Ze nie moze on zosta uzna-
ny za naturalny aksjomat precyzujacy pojecie zbioru (taka opini¢ wyraza w:

sztosci” (1947/64, s. 271). Godel od okoto 1959 roku interesowat si¢ takze fenomenologia;
wtasnie fenomenologia miata stanowié, wedtug niego, metode wnikania w tre§¢ poje¢ mate-
matycznych (por. takze Godel 1961). Nie rozwinal jednak swojej koncepcji intuicji, stad
wynikaja trudnoS$ci interpretacyjne.

33 Charakterystyczny jest tu nastepujacy fragment: ,Moga istnie¢ aksjomaty tak owocne
w weryfikowalne konsekwencje, rzucajace tak duzo Swiatlta na cala dyscypline i dostar-
czajace tak silnych metod rozwiagzywania probleméw (i to rozwigzywania konstruktywnego,
tak dalece, jak jest to mozliwe), ze niezaleznie od zagadnienia, czy sa one wewngtrznie
konieczne, powinny zosta¢ zaakceptowane przynajmniej w takim stopniu, jak dowolna dobrze
ugruntowana teoria fizyczna” (Godel 1947/64, s. 265). O tym, ze w rozstrzyganiu ,kon-
kretnych” probleméw matematycznych istotne moga by¢ ,,abstrakcyjne” aksjomaty dotyczace
duzych liczb kardynalnych, Godel pisat wielokrotnie.
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Godel 1947/64). Wierzyt wszakze, iz uda si¢ znalez¢ naturalne aksjomaty,
ktére rozstrzygna problem CH>*.

Stanowisko filozoficzne Godla niewatpliwie dostarczyto mu inspiracji do
badan logicznych i metamatematycznych oraz stanowito dla niego uzasadnie-
nie stosowanych metod. Pisal o tym w listach do Wanga (por. Wang 1974,
s. 9). Takze poglady Godla na zagadnienie prawdziwosci i uzasadniania zdan
matematycznych sa wyrazem jego stanowiska filozoficznego. Mozna wskazaé
kilka istotnych w tym kontek$cie fragmentéw:

(1) Podczas dyskusji nad dopuszczeniem definicji niepredykatywnych Go-
del powotuje si¢ na swoje stanowisko realistyczne, piszac, ze: ,,Jesli defi-
niowane obiekty istnieja niezaleznie od naszych konstrukcji, nie ma nic
absurdalnego w stwierdzeniu, ze istnieja obiekty definiowalne wytacznie
w terminach ogétu obiektéw, do ktérych naleza” (1944, s. 219). Odrzuca
tezg, w mySl ktérej obiekty matematyczne sg jedynie naszymi konstrukcjami.

(2) Takze przy okazji dyskusji nad tym, czy pytania otwarte, takie jak
hipoteza continuum, nalezy uzna¢ za prawomocne pytania matematyczne,
Godel explicite powotuje si¢ na swoje stanowisko filozoficzne. Skoro bowiem
istnieje obiektywna, niezalezna od matematykow rzeczywisto§¢ matematyczna,
to pytania o to, jaka jest ta rzeczywisto$¢, sa pytaniami uzasadnionymi,
podobnie jak np. pytanie o to, jaka jest temperatura Storica. Realizm Godla
stanowi niejako rekojmi¢ stosowanych przez niego metod i uznania za sen-
sowny problemu prawdziwoSci i uznawania zdai matematycznych. Godel zaj-
muje wigc stanowisko skrajnie r6zne od formalisty Cohena.

(3) Godel — inaczej niz Quine — wszelkie otwarte pytania matematyczne
uwaza za sensowne, niezaleznie od problemu zastosowan. Pytanie o ich
prawdziwo$¢ i uzasadnienie jest, wedlug Godla, istotne poznawczo. Jego
argumentacja bowiem nie opiera si¢ na analizie struktury teorii empirycznych.
Pytania matematyczne sa prawomocne niezaleznie od roli matematyki w nau-
kach empirycznych, dotycza bowiem pewnej obiektywnie, niezaleznie od nas
istniejacej rzeczywistosci.

3 Godel pozostawit po sobie rekopisy, w ktérych zaproponowat aksjomaty majace
umozliwi¢ rozwiazanie problemu continuum (Godel 1970a, b). Okazalo si¢ jednak, ze
rozumowanie Godla zawierato btedy (por. Ellentuck 1975; Solovay 1995).
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4. PODSUMOWANIE

Na jednym kranicu prezentowanych stanowisk lokuje si¢ skrajny formalizm.
Pojecie ,,prawdziwo$ci” w odniesieniu do zdadn matematycznych jest —
w myS$l] stanowiska formalistycznego — pozbawione sensu, a pojecie ,,uzasad-
niania” dotyczy jedynie takich kwestii, jak te, czy teoria jest interesujaca, czy
dostarcza ciekawych zagadniern albo czy jest dostatecznie bogata.

Bardziej umiarkowane jest stanowisko Hilberta: kategoria prawdziwosci
przystuguje zdaniom realnym, ktére uzasadniamy dzigki naszej intuicji. Zda-
nia idealne nie moga by¢ rozpatrywane w kategoriach prawdziwoSci, a ich
przyjecie uzasadniane jest poprzez wskazanie ich roli w matematyce.

Wedtug konceptualistow zdania matematyczne sa prawdziwe — odnosza sig¢
do obiektéw mentalnych. Uzasadniamy je dzigki intuicji matematyczne;j.
Jednakze klasa zdan akceptowalnych, z punktu widzenia intuicjonisty, jest
inna niz klasa zdai matematyki klasyczne;j.

Wedtug Quine’a zdania matematyki moga by¢ prawdziwe. Kryterium tej
prawdziwosci jest analiza metanaukowa. Jesli pewna teoria empiryczna zosta-
nie uznana za zinterpretowana, to nalezy przyjaé cala jej ontologi¢ — wraz
z postulowanymi w niej obiektami matematycznymi. Klasa zdai uznanych za
prawdziwe zalezy od analiz metanaukowych.

Godel reprezentuje najbogatsza wersje realizmu. Kazde zdanie matema-
tyczne dotyczy rzeczywistoSci matematycznej; przystuguje mu wigc warto$é
logiczna. Nie kazde jednak zdanie da sig¢ rozstrzygnaé na drodze badan czysto
technicznych. Aby ,,pokonaé” zjawisko niezalezno$ci, konieczne jest odwo-
lanie si¢ badZ do intuicji matematycznej, badz do analiz dotyczacych roli
badanych zdan w rozwigzywaniu probleméw matematycznych.
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ON JUSTIFICATION IN MATHEMATICS
Summary

In this article the problem of justification of mathematical axioms (in the context of
traditional standpoints in the philosophy of mathematics) is discussed. Stress is laid on the
methodological analysis, which concerns the notion of “justification” itself. Concrete choices,
known from mathematical practice are not discussed here.

In the process of formulating an axiomatic theory, the problem of the choice of the
appropriate axiom system and of the justification of this choice emerges. In particular, the
following problems are connected with it:

(1) The problem of the relation between the concept of “justification” and “truth” of
mathematical sentences (when the classical definition of truth is assumed).

(2) The problem which criteria of justification can be considered appropriate, and whether
the problem of justification is well-posed.

(3) The problem, whether these criteria can be applied only to axioms, in the process of
constructing an axiomatic theory, or also to independent sentences (after their metama-
thematical status has been settled. In that case, extending a theory T by an independent
sentence ¢ or ¢ cannot be justified by a formal proof.)

(4) The problem, whether the choice of a particular justificatory procedure is motivated
philosophically; in particular, whether the problem of justification is considered well-posed.

These questions are analysed in the context of classical philosophical standpoints in the
philosophy of mathematics, such as: (1) strict formalism; (2) Hilbert’s formalism; (3)
mathematical instrumentalism; (4) intuitionism; (5) Quine’s realism; (6) Godel’s realism. The
standpoint of the “working mathematician” is also discussed.

Summarized by the Author
Stowa kluczowe: filozofia matematyki, formalizm, instrumentalizm, konceptualizm, realizm.
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