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KS. JERZY DADACZYNSKI

MODELE SEMANTYCZNE W DZIEJACH MATEMATYKI

Teoria modeli powstata w latach trzydziestych XX w. Jej twérca byt Al-
fred Tarski, ktéry wychodzac od badan nad teorig prawdy, sformutowat poje-
cie spetniania i caly szereg innych podstawowych pojeé teoriomodelowych'.
De facto niektére wazne twierdzenia, ktéore mozna zaliczy¢ do klasycznych
w zakresie teorii modeli, sformutowano i udowodniono wcze$niej. Mozna tu
wspomnieé twierdzenie Godla o petnosci® czy tez twierdzenie Lowenheima-
-Skolema wskazujace na istnienie paradoksalnie matych czy tez wielkich mo-
deli dla teorii matematycznych. Twierdzenia te sformutowano i udowodniono
juz w latach dwudziestych i na poczatku lat trzydziestych XX w.

Zazwyczaj utrzymuje si¢, ze teoretyczne badania modeli matematycznych,
w ktérych Tarski potozyl szczegdlny nacisk na powiazania sktadni (jezyka,
w ktéorym budowana jest teoria) z semantyka, byly logiczng konsekwencja
pojawienia si¢ modeli w matematyce XIX w. Wskazuje si¢ przy tym zazwy-
czaj na dwa Zrédta modeli w matematyce tego okresu: algebrg i geometrig.

W XIX w. powstalo wiele teorii algebraicznych: teoria grup, pierScieni,
cial itd. Szczegblne zastugi potozyli w tym zakresie: Galois, Abel i Dedekind.
Pojawienie si¢ teorii algebraicznych bylo efektem superpozycji dwu czyn-
nikéw: wyabstrahowania z zastanych dziedzin matematyki pewnych ,,struktur”
(algebraicznych witasnie) i dazenia — juz w XIX w. — do aksjomatyzacji pe-
wnych teorii matematycznych. Chociaz nie odrézniano wtedy jeszcze explicite
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U'Por. A. T ar s k i. Pojecie prawdy w jezykach nauk dedukcyjnych. Warszawa 1933.
2 Twierdzenie Godla o petnosci méwi, ze wnioskowanie semantyczne i wnioskowanie
syntaktyczne sa jednakowe, tzn. zdanie ® jest wywiedlne syntaktycznie w danej teorii 7 wtedy
i tylko wtedy, gdy & jest spetnione w kazdym modelu teorii 7.
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teorii 1 modelu, syntaktyki i semantyki, to jednak zdawano sobie sprawe, Ze
»teoria” grupy ,.spetniana” jest w dziedzinie liczb catkowitych czy wymier-
nych z — na przyklad — dodawaniem. Mozna twierdzi¢, ze teoria modeli byta
poniekad uogdlnieniem czy rodzajem teorii teorii algebraicznych, takich jak:
teoria grup, pierScieni, ciat itd.

Drugie Zrédto modeli i ,,my$lenia modelowego” w matematyce XIX w.
wskazuje si¢ w geometrii, a konkretnie w fakcie powstania geometrii nie-
euklidesowych i catej dyskusji metageometrycznej, ktéra z tym faktem byta
zwiazana. Przy tym nie tyle istotne byto zbudowanie samych teorii geometrii
nieeuklidesowych, z zaprzeczonym piatym postulatem Euklidesa, przez Gaus-
sa, Lobaczewskiego i Bolyaia, co wskazanie ich euklidesowych modeli przez
Beltramiego® w 1868 r. i Kleina* w 1871 r. Istnienie modeli euklidesowych
geometrii nieeuklidesowych wykorzystano potem w dowodach niesprzecznosci
(teorii) geometrii nieeuklidesowych i niezaleznosci piatego postulatu Eukli-
desa od pozostatych postulatéw. Ten watek — wykorzystania modeli w pod-
stawach geometrii — tez znalazt swoje odzwierciedlenie w pracach Tarskiego.

Zaprezentowany szkic zdaje si¢ potwierdzaé schemat: modelami zaczgto
si¢ postugiwa¢ w matematyce w XIX w., logiczng konsekwencja byto zbudo-
wanie teorii modeli w latach trzydziestych XX w.

Celem niniejszego opracowania jest pokazanie, Ze schemat ten nie
uwzglednia pewnych wczesniejszych wydarzei w dziejach matematyki i w fi-
lozofii matematyki. Modele pojawity si¢ w matematyce o wiele wczes$niej,
a w ramach jej filozofii tez o wiele wczesniej, niz to si¢ zazwyczaj przyj-

3Por. E.Beltrami. Saggio di interpretazione della geometria non euclidea. ,,Gior-
nale di mathematiche” 6:1868 s. 284-312. Wspoélczesnie twierdzi si¢ (por. M. J. Scanlan.
Beltrami’s Model and the Independence of the Parallel Postulate. ,History and Philosophy
of Logic” 9:1988 s. 13-34), ze Beltrami, podajac modele euklidesowe dla geometrii nie-
euklidesowych, nie mial na celu udowodnienia ani niesprzeczno$ci geometrii nieeuklidesowej,
ani niezaleznoS$ci piatego postulatu od pozostatych aksjomatéw geometrii euklidesowej. Dopiero
J. Hoiiel (Note sur l’impossibilite de demontrer par une construction plane de la theorie des
paralleles dit ,, Postulatum” d’Euclide. ,,Giornale di mathematiche” 8:1870 s. 84-89) dostrzegt
znaczenie modelu podanego przez Beltramiego dla dowodu niezaleznosci piatego postulatu
Euklidesa. Jeszcze pdzZniej, bo dopiero po r. 1890, rozpoznano znaczenie istnienia modeli
euklidesowych geometrii nieeuklidesowych dla dowodu niesprzecznosci (wzglednej) tychze
geometrii. W dowodzie takim korzystano tez z metateoretycznej tezy, ze teoria majaca model
nie moze by¢ niesprzeczna. De facto problem niesprzecznoSci geometrii nieeuklidesowych
redukowano do kwestii niesprzecznosci geometrii euklidesowych.

4 Por. F. K1ein. Uber die sogenannte nicht-Euklidische Geometrie. ,,Mathematische
Annalen” 4:1871 s. 573-625.
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muje, pojawily si¢ pewne wypowiedzi, ktére mozna by zaliczy¢ do teorio-
modelowych.

Wydaje sig, ze istotna wypowiedZ wilasnie natury teoriomodelowej zawarta
jest juz w Paradoksach nieskoriczonosci Bernarda Bolzano’. Dzieto to zosta-
fo napisane w latach czterdziestych XIX w. i wydane po S$mierci Bolzana
przez jego ucznia Prihonskiego w Bautzen (Budziszynie) w 1851 r.°

W pierwszych dwunastu paragrafach Paradoksow nieskoriczonosci Bolzano
starat si¢ opisac¢ nieskoriczono$¢ aktualng. Byta to w istocie najdoskonalsza
forma przedcantorowskiej teorii mnogoS$ci. Wéréd wielu twierdzefi wypowie-
dziat Bolzano 1 to, ze kazdy zbiér nieskoficzony mozna jednojednoznacznie
odwzorowacé na jego podzbidr wtasciwy. Te wtasnos¢ przyjal potem Dedekind
za definicj¢ zbioréw nieskoficzonych. Sam Bolzano nie podat definicji zbioru
nieskoniczonego. Podat w istocie system twierdzeri o zbiorach nieskoriczonych,
z ktorych czesci nie dowodzil. Mozna przyjaé, ze potraktowat je jako aksjo-
maty, byt bowiem Bolzano zdecydowanym zwolennikiem zaksjomatyzowania
wszystkich dyscyplin matematycznych. Innymi stowy: w pierwszych dwunastu
paragrafach Paradoksow nieskoriczonosci podat Bolzano pewna teori¢ zbioréw
nieskoniczonych. Pojecie zbioru nieskoriczonego potraktowatl w tej teorii jako
pojecie pierwotne. Niedowiedlne tezy stanowity jego uwiktana definicje’.

Nastepna czg$¢ swoich rozwazan otworzyt Bolzano nastgpujacym pyta-
niem: ,,Skoro tedy uzgodniliSmy, jakie pojecie bedziemy wiazaé ze stowem
nieskoriczony, i u§wiadomiliSmy sobie jasno czesci, z ktérych je sktadamy,

5 Jako pierwszy na teoriomodelowy charakter 13 paragrafu Paradokséw nieskoriczonosci
zwrécit uwage J. Danek (Weiterentwicklung der Leibnizschen Logik bei Bolzano. Meisenheim
am Glan 1970 s. 89 n.).

® W niniejszym opracowaniu postuzono si¢ niemieckojezycznym wydaniem Paradokséw
nieskoriczonosci z 1955 r. (B. B o 1 z a n o. Paradoxien des Unendlichen. Hrsg. von A. Hofler,
mit Anmerkungen von H. Hahn, F. Meiner. Hamburg 1955). Polski tekst cytowany jest wedtug
przektadu L. Pakalskiej, zamieszczonego w: Filozofia matematyki. Antologia tekstow klasycz-
nych. Wybér i oprac. R. Murawski. Poznan 1986 s. 116-130.

7'W 1810 r. Bolzano podat swoja koncepcje metody matematyki. Wedtug niego metoda
wsp6lna wszystkim teoriom matematycznym jest metoda aksjomatyczno-dedukcyjna. Wszystkie
teorie matematyczne powinny by¢ zaksjomatyzowane. Aksjomaty to prawdy obiektywnie
niedowiedlne. Wszystkie terminy teorii powinny zosta¢ zdefiniowane poza tzw. pojeciami
prostymi, ktére mozna utozsami¢ z pojeciami pierwotnymi teorii. Mozna zauwazy¢ przekonanie
Bolzany, ze aksjomaty sa definicjami w uwiktaniu pojeé pierwotnych teorii. Bolzano miat
nawet §wiadomos$¢ podania regut wnioskowania (dowodzenia) — za takowe uwazat tezy rozbu-
dowanej sylogistyki arystotelesowskiej. W efekcie mozna uchwyci¢ w tek$cie Bolzany kon-
cepcje dowodu jako pojecia zrelatywizowanego do pojeé¢ aksjomatu i reguly wnioskowania
(por. B. B o1z an o. Beytrige zur einer begriindeteren Darstellung der Mathematik. Prag
1810 — reprint w: Philosophie der Mathematik. Hrsg. von H. Fels. Paderborn 1926 s. 45-107).
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to nastgpne pytanie dotyczy jego przedmiotowosci, tzn. sprawy, cZy istnieja
rzeczy, do ktérych daje si¢ ono zastosowaé, mnogosci, ktére mozemy nazwac
nieskoiiczonymi w wyjasnionym znaczeniu?”’®

Pytanie o przedmiotowos$¢ stowa ,,nieskoiczony”, o istnienie rzeczy, co do
ktérych daje sig ono zastosowad, nie jest w istocie niczym innym, jak pyta-
niem o istnienie modeli teorii, w ktérej w sposéb uwiklany zostato zdefinio-
wane (opisane) pojecie nieskoinczonosci. Bardzo wyraZne jest tu rozréznienie
teorii, sformutowanej w pewnym jezyku (potocznym), a wigc pewnej syntak-
sy, ktoéra Bolzano rozwinat w pierwszych dwunastu paragrafach Paradoksow
nieskorczonosci, oraz modeli tej teorii — pewnych przedmiotéw. Dostrzezenie
tych dwu elementéw: teorii i modeli §wiadczy o ,,Swiadomo$ci” semantycznej
praskiego autora. W tekscie Bolzany padaja nawet odpowiedniki wspotczes-
nego terminu teoriomodelowego: ,,spelnianie” — chodzi o stowa: ,,zastosowaé
do rzeczy” (Dingen, auf die er [der Begriff — przyp. J. D.] sich anwdinden
laft] i ,,przedmiotowos¢” (Gegenstdindlichkeit).

Przyktad Bolzany pokazuje, ze refleksja nad zagadnieniami seman-
tycznymi, refleksja natury teoriomodelowej — oczywiScie bez skomplikowa-
nych rozwigzan ,technicznych” i uzycia wspétczesnej terminologii — miata
miejsce w filozofii juz prawie sto lat przed opublikowaniem prac Tarskiego
na ten temat’. Charakterystyczne jest tez, ze Bolzano w swej refleksji teorio-
modelowej nie nawiazal do algebry i geometrii, a wigc tych dziedzin matema-
tyki, w ktérych w XIX w. postugiwano si¢ juz implicite pojgciem modelu
i ktére pdzniej inspirowaly powstanie teorii modeli. Refleksja Bolzany rozpo-
czela sig¢ od poszukiwania modeli dla przedcantorowskiej teorii mnogosci.

8 .Sind wir einig geworden, welchen Begriff wir mit dem Worte unendlich verbinden
wollen, und haben wir uns auch die Bestandteile, aus denen wir diesen Begriff zusammen-
setzen zu einem klaren Bewufitsein erhoben: so ist die nidchste Frage, ob er auch Gegenstind-
lichkeit habe, d. h., ob es auch Dingen gebe, auf die er sich anwidnden 14Bt, Mengen, die wir
in der erkldarten Bedeutung unendlich nennen diirfen?” (Paradoxien des Unendlichen par. 13).

 Warto przy okazji wspomnieé, ze Bolzano antycypowal rozwiazania Tarskiego nie tylko
w zakresie teorii modeli. Dotyczy to réwniez logiki, a bardziej szczegétowo pewnych fragmen-
téw koncepcji teorii dedukcyjnych. Wysuwa si¢ twierdzenie, ze Bolzanowska relacja pomigdzy
zdaniami — Ableitbarkeit — antycypowata pojecie konsekwencji logicznej, wprowadzone przez
Tarskiego (por. H. S ¢ h o 1 z. Die Wissenschaftslehre Bolzanos. Eine Jahrhundert-Betrach-
tung. W: Mathesis universalis. Abhandlungen zur Philosophie als strenger Wissenschaft. Hrsg.
von H. Hermes. Basel 1961 s. 219-267). Pojecie konsekwencji logicznej Tarskiego zaktada
oczywiscie pojecie modelu. Bolzano wprowadzajac koncepcje Ableitbarkeit, tez implicite
zatozyl pojecie modelu, ktére zawarte jest w jego koncepcji metody wariacyjnej (Variations-
methode).
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Precyzyjniejsze badania z zakresu historii matematyki pokazuja jednak, ze
myS§lenie teoriomodelowe w matematyce nie rozpoczeto si¢ dopiero w zwiaz-
ku z powstaniem geometrii nieeuklidesowych, teorii grup Galois czy po-
szukiwaniem modeli dla Bolzanowskiej teorii mnogo$ci. Mozna pokazaé, ze
implicite modelami teorii matematycznych postugiwano si¢ juz dwa stulecia
wczesniej.

Wiek XVII to ten okres w dziejach matematyki, kiedy uksztattowalo sig¢
pojecie algebry. W opracowaniach z zakresu historii matematyki wielokrotnie
opisywano, jak do powstania algebry przyczynito si¢ wprowadzenie do aryt-
metyki wielko$ci zmiennych, symboliki oznaczajacej te zmienne oraz sym-
boliki literowej, oznaczajacej stale arytmetyczne. Istotne dla prowadzonych
tu badai jest to, ze powstanie algebry w XVII w. bylo S$ci§le zwiazane
Z pojawieniem si¢ w Owczesnej matematyce istotnych intuicji dotyczacych
istnienia modeli matematycznych.

Mimo ze Eudoksos juz w starozytnosci przedstawit — w swej teorii stosun-
kow wielko$ci — rozwiazanie problemu niewymierno$ci (przypominajace
w gléwnych zarysach konstrukcje Dedekindowska liczb rzeczywistych), to
jednak dla matematyki XVII w. zagadnienie konstrukcji liczb rzeczywistych
nadal stanowito problem. Jedno z rozwiazan przedstawit Kartezjusz, postu-
gujac si¢ wypracowanymi niedawno metodami algebraicznymi. Rozwiazanie
Kartezjusza zaktada — implicite — pojecie modelu.

Kartezjusz przyjat na poczatku pewna algebre!’. Gdyby te algebre prébo-
waé zaksjomatyzowaé, to okazaloby sig, ze chodzi o teorig opisujaca wtasno-
Sci cial. Uzywajac wspotczesnych kategorii, mozna by powiedziec, ze mode-
lem tej algebry bytaby dziedzina liczb rzeczywistych (z dodawaniem i mno-
zeniem), gdyby w czasach Kartezjusza potrafiono poprawnie skonstruowaé
liczby niewymierne. Nastgpnym krokiem Kartezjusza, nie byto nic innego, jak
znalezienie modelu przyjetej algebry (oczywiscie Kartezjusz nie postuzyt sie
terminem ,,model”). Taki model znalazt on w dziedzinie odcinkéw ptaszczyz-
ny euklidesowej. Okreslit w niej dziatania odpowiadajace algebraicznemu

,,dodawaniu” i ,mnozeniu”!''. »Wynikiem” tak okre$lonych funkcji byt za-

10 Kartezjariska ,,konstrukcja” liczb niewymiernych — dokonana przy wykorzystaniu ,,narze-
dzi” teoriomodelowych — zostata przedstawiona na podstawie dwu opracowan: A. P. J u s z-
kie wic z Arytmetyka i algebra. W: Historia matematyki. T. 2. Tt. z jez. ros. S. Dobrzycki.
Red. A. P. Juszkiewicz. Warszawa 1976 s. 26-60;J. D ad a c z y 11 s k i. Filozofia matematy-
ki w ujeciu historycznym. Tarnéw 2000 s. 102-109.

' Faktycznie okreslit Kartezjusz w dziedzinie odcinkéw cztery dziatania. Dla prowa-
dzonych badari istotne jest to, ze okreslit on odpowiedniki dla algebraicznego ,,dodawania”
i ,mnozenia”. Szczegdlnym postgpem w stosunku do starozytnej algebry geometrycznej byto
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wsze odcinek. Dziedzina odcinkéw z tak zdefiniowanymi dziataniami ,,spet-
niala” Kartezjanska algebre.

Nastegpnie dokonal Kartezjusz szeregu ,,utozsamiei’”. Przy zalozeniu, ze
w dziedzinie odcinkéw okreSlona jest jednostka miary, mozna bylo utozsamié
kazdy odcinek dtugoSci wyrazalnej catkowita liczba jednostek z liczba cal-
kowita, natomiast kazdy odcinek ditugoSci wymiernej — z liczba wymierna.
Dziatania na odcinkach zostaly utozsamione ze zwyklym dodawaniem i mno-
zeniem w dziedzinie liczb wymiernych. Kartezjusz poszedt jeszcze dalej.
Kazdy odcinek niewymierny utozsamit on z czyms§, co tez nazwal ,liczba”
(nombre). Dokladniej: odcinki niewymierne zostaty utozsamione z czyms,
co nazwal on ,liczbami gtuchymi” (nombres sourds). Dzialania w dziedzinie
wszystkich odcinkéw mialy ,,odpowiada¢” dzialaniom w dziedzinie liczb
wymiernych, uzupetnionej o ,,liczby gluche”. Innymi stowy: tak rozszerzona
dziedzina liczb byla drugim ,modelem” Kartezjanskiej algebry. ,Liczby
gtuche” za$, odpowiedniki odcinkéw niewymiernych, byly ,,poszukiwanymi”
przez Kartezjusza liczbami niewymiernymi.

Okazuje sig, ze ten sposéb wprowadzenia liczb niewymiernych do aryt-
metyki zaktadat istnienie daleko idacych intuicji teoriomodelowych. Co po-
zwolilo Kartezjuszowi uzupeini¢ dziedzing liczb wymiernych o ,liczby gtu-
che”, czyli liczby niewymierne? W tym celu konieczne byto poczynienie dwu
istotnych zalozen. Po pierwsze nalezato zatozy¢, ze Kartezjariska algebra ma,
obok dziedziny odcinkéw, drugi model w dziedzinie liczb. Ten drugi model
nie mégt by¢ modelem dowolnym. Trzeba bylo jeszcze drugiego zalozenia,
a mianowicie tego, ze model liczbowy algebry jest — uzywajac wspoétczesnej
terminologii — izomorficzny z modelem w dziedzinie odcinkéw plaszczyzny
euklidesowej'?. Dopiero te zalozenia — w istocie swej teoriomodelowe —
pozwolily Kartezjuszowi ,,uzupetni¢”, na podstawie ,,analogii” (zatozonego
izomorfizmu modeli) z dziedzina odcinkéw, dziedzing liczb o liczby nie-
wymierne.

Generalnie zatem mozna stwierdzi¢, ze juz w XVII w. postugiwano sig¢
modelami w matematyce. Bylto to nieodigcznie zwiazane z powstaniem bar-
dziej ,,abstrakcyjnej” dyscypliny matematycznej niz wszystkie znane do tam-

takie okreSlenie mnozenia odcinkéw, by wynik byl tez odcinkiem. Dla starozytnych ,,wyni-
kiem” mnozenia dwu odcinkéw byl odpowiedni prostokat, ,,wynikiem” mnozenia trzech od-
cinkéw byl odpowiedni prostopadloScian, natomiast mnozenie czterech odcinkéw bylo nie-
wykonywalne.

12 Dzisiaj powiedziano by, ze chodzi o izomorfizm dwu cial: ciata odcinkéw i ciata liczb
rzeczywistych.
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tych czaséw, a mianowicie algebry. Matematycy XVII w. mieli §wiadomos¢,
ze algebra moze posiada¢ model, a w istocie moze posiada¢ wigcej modeli.
Co wigcej, zdawano sobie sprawg, ze dwa modele moga pozostawaé do siebie
w tej relacji, ktéra wspoétczeSnie nazywa si¢ izomorfizmem. Z wlasnosci
dziedzin izomorficznych korzystano w prowadzonych badaniach matematycz-
nych — najlepszym przyktadem jest Kartezjariska ,konstrukcja” liczb niewy-
miernych. Dokonane w tamtych czasach implicite rozréznienie teorii i jej
modeli §wiadczy o ,,§wiadomosci” semantycznej matematykow XVII w. Jest
tez dowodem, ze intuicyjnie zdawano sobie sprawg¢ z tego, co znaczy, iz
teoria spetniona jest w jakim$§ modelu. Juz teraz zatem mozna stwierdzié, ze
teza, iz typ mysSlenia teoriomodelowego pojawit si¢ dopiero w matematyce
XIX w., jest znacznym uproszczeniem. Jest on wyraZnie dostrzegalny -
w zwigzku z powstaniem algebry — juz w matematyce XVII w.

Wieki XVI i XVII to ten okres w matematyce, kiedy siggnigto do dorobku
antycznego. Dotyczy to przede wszystkim dorobku Eudoksosa i Archimedesa,
ktéry stanowil podstawe rozwinigcia w nowozytno$ci metod rézniczkowych
1 catkowych. Wydaje si¢ jednak, ze w dorobku Eudoksosa z Knidos (ur. 406
przed Chrystusem) — niewatpliwie najwybitniejszego matematyka starozyt-
nosci — mozna dopatrzy¢ si¢ takze pewnych elementéw myslenia teoriomode-
lowego.

Eudoksos — migdzy innymi — wprowadzit do matematyki pojecie wielkoSci
i podat aksjomatyczno-dedukcyjna teori¢ wielkosci, ktéra zawarta zostata
pézniej w V ksiedze Elementéw Euklidesa'®. Pojecie wielkosci jest — do-
myS$lnym — pojeciem pierwotnym tej teorii. Aksjomaty owej teorii, zbudo-
wanej przez Eudoksosa, sa nastgpujace:

1. Réwne temu samemu sga réwne migdzy soba;

. I jesli do réwnych doda si¢ réwne, to w sumie beda réwne;
. I jesli od réwnych odejmie si¢ rOwne, to reszty beda réwne;
. I pokrywajace si¢ wzajemnie sa sobie réwne;

. I catos¢ jest wigksza od czgsci.

Co traktowatl Eudoksos jako wielko$ci? W istocie wiele przedmiotéw mate-
matycznych podpadalo, jego zdaniem, pod to pojecie: liczby naturalne, sto-
sunki liczb naturalnych (czyli wedtug wspétczesnej terminologii liczby wy-

Ul-lku-)[\)

13 Zamieszczone tu wiadomosci na temat teorii wielkosci Eudoksosa zaczerpnigto z pracy:
I. G. Baszmakow a. Grecja starozytna. W: Historia matematyki. T. 1. Tt. z jez. ros.
S. Dobrzycki. Red. A. P. Juszkiewicz. Warszawa 1975 s. 103-115.
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mierne dodatnie), tzw. wielkosci ciagte, czyli odcinki, pola i objetosci'®.

Co wigcej, juz w starozytnoSci zaczeto definiowaé matematyke jako nauke
o wielkos$ciach. Znaczyto to m.in. tyle, ze wszystkie przedmioty badane
w matematyce ,spetniaja” i musza ,spelnia¢” aksjomaty teorii wielkoSci.
Innymi stowy: wszystkie partykularne dziedziny matematyki musiaty ,,spet-
nia¢” aksjomatyke teorii wielko$ci. Istnialy zatem partykularne dziedziny
matematyczne: liczb naturalnych, liczb wymiernych (dodatnich), geometria
euklidesowa oraz bardziej ,,abstrakcyjna” teoria, a mianowicie teoria wielko-
§ci. Partykularne dziedziny matematyki starozytnej taczyto z teoria wielkoSci
Eudoksosa to, ze wszystkie one ,,spelnialy” aksjomaty tej bardziej ,,abstrak-
cyjnej” teorii, czyli poszczegélne dziedziny matematyczne byly modelami
sformulowanej w postaci aksjomatycznej teorii wielkosci'®. Zatem juz
w IV w. przed Chrystusem, w okresie najwigkszego rozkwitu matematyki an-
tycznej, mozna si¢ spotkaé z teoriomodelowym myS$leniem w matematyce, ze
»Swiadomoscia” tego, Ze istnieje pewna teoria, ktéra ma wiele modeli mate-
matycznych. Co wigcej, wtasnos$ci teoriomodelowe wykorzystywano implicite
od starozytnoSci az do XIX w. w najczeSciej spotykanej wowczas definicji
matematyki, stwierdzajacej, Ze matematyka jest nauka o wielko§ciach'®.

Tak wigc standardowo powtarzane twierdzenie, ze modelami postugiwano
si¢ w matematyce dopiero poczawszy od XIX w., kiedy pojawily si¢ teoria
grup i geometria nieeuklidesowa, nie odpowiada prawdzie. Modele — oczy-
widcie bez towarzyszacego uzycia stosownej terminologii — pojawily sig
u samych poczatkéw matematyki rozumianej jako nauka, a wigc w IV w.
przed Chrystusem.

Co wigcej, mozna prébowaé tez uzasadnié twierdzenie, Ze teoretyczna
refleksja teoriomodelowa ujawnita si¢ réwniez w tym samym okresie. Mozna
ja dostrzec w niektérych wypowiedziach, wspétpracujacego z Eudoksosem,
Arystotelesa. Stagiryta, ktéry jako pierwszy badal — z metodologicznego
punktu widzenia — teorie matematyczne, podzielit je na dwie grupy: indywi-
dualne i uniwersalne. Te drugie nazwal precyzyjniej ,,powszechnymi”, ,kato-

14 Budoksos zbudowat takze tzw. teorie stosunkéw wielkosci, za pomoca ktérej starat si¢
rozwiaza¢ odkryty przez Hippasosa z Metapontu problem niewymiernosci.

S Por. H. S ch ol z Der klassische und der moderne Begriff einer mathematischen
Theorie. ,Mathematisch-physikalische Semesterberichte zur Pflege des Zusammenhangs von
Schule und Universitit” 3:1953 s. 35 n.

16 pierwsza teoria nie bedaca modelem teorii wielkosci, ktéra wprowadzono do matematyki
— po okresie wielkiego oporu znacznej czgs$ci Srodowiska wtasnie ze wzgledu na niespelnianie
przez nig piatego aksjomatu teorii wielkosci Eudoksosa — byla teoria mnogosci Cantora.
Akceptacja teorii mnogosci nastapita dopiero na przetomie XIX i XX w.
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lickimi” (od ko® olov)'”. Teoria ,katolicka”, »powszechna” byta dla Ary-
stotelesa teoria wielkosci Eudoksosa. Co stanowito o jej powszechnosci? To,
ze zamiast udowadnia¢ pewne ,,wspolne” twierdzenia dla dziedziny liczb i od-
cinkéw oddzielnie, mozna je byto udowodni¢ w teorii wielkoSci Eudoksosa.
Obowiazywaty one wéwczas w obu wspomnianych dziedzinach, oddzielnych
dowodéw nie trzeba byto prowadzi¢'®. Wynika stad wyraznie, ze Arystoteles
traktowal teori¢ ,katolicka”, ,powszechna” jako teorig¢, ktéra miata kilka
modeli, byta ,,spetniana” w réznych dziedzinach matematycznych. Wypowie-
dziat on tez w istocie wazne twierdzenie teoriomodelowe, Ze jeSli pewna
dziedzina spetnia aksjomaty jakiej$ teorii, to spetnia réwniez wszystkie kon-
sekwencje (syntaktyczne) tego uktadu aksjomatéw. Mozna si¢ tutaj nawet
dopatrywaé zapowiedzi twierdzenia Godla o petnosci.

Generalnie zatem nalezy stwierdzié, ze modelami postugiwano si¢ w mate-
matyce od samego poczatku, tzn. doktadnie od tego momentu, kiedy matema-
tyka przestala by¢ jedynie sztuka rachowania, a stata si¢ nauka uprawiana za
pomoca metody aksjomatyczno-dedukcyjnej. Od tego samego czasu towarzy-
szyty pojawieniu si¢ modeli w matematyce poczatki refleksji teoriomodelowej
w filozofii matematyki i jej metodologii. Twierdzenie, ze modele pojawily sig¢
dopiero w matematyce XIX w., a poczatki teorii modeli zwigzane sg z praca-
mi Tarskiego, stanowi duze uproszczenie.
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SEMANTISCHE MODELLE IN DER GESCHICHTE DER MATHEMATIK

Zusammenfassung

Allgemein sagt man, dafl semantische Modelle erst in der Mathematik des XIX Jahrhunderts
(Modelle der algebraischen Strukturen, Modelle der nichteuklidischen Geometrien) und die
Theorie der Modelle erst im XX Jahrhundert auf (Tarski) aufgetreten sind. Diese Behauptung
ist eine Vereinfachung. Man kann beweisen, daBl Descartes sich geometrischer und arithme-
tischer Modelle seiner Algebra schon im XVII Jahrhundert bedient hat. Fiir Eudoxos’s axioma-
tische GroBenlehre konnte man schon im IV Jahrhundert vor Christi Geburt mathematische
Modelle zeigen. Seit dem Anfang der Wissenschaftslehre und der Philosophie der Mathematik
(Aristoteles) wurden auch manche Behauptungen aus dem Bereich der Theorie der Modelle
ausgedriickt.

Zusammengefafst von Jerzy Dadaczyniski



