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O PLATONIZMIE W TEORII MNOGOSCI

I. APOFANTYKA PLATONIZMU

Nasze rozwazania rozpoczniemy od kilku apofantycznych uwag. Platonizm
nie jest pogladem ,,zewngtrznym” w stosunku do matematyki, chociaz czgsto,
z wielu powodow, jest tak rozumiany. Kto§ zajmuje si¢ matematyka i po
zakoniczeniu pracy zaczyna twierdzi¢, ze zajmuje si¢ pozaczasowymi, nie-
zmiennymi, niefizycznymi oraz idealnymi przedmiotami. Niekiedy podczas
pracy matematyk ma nieodparte ,,wrazenie”, ze styka si¢ z platoniska rzeczy-
wisto$cia, lecz moze zapomnie¢ o tym prze§wiadczeniu i pracowac dalej,
»Zawieszajac” jego obowigzywanie. Z drugiej strony filozof (,,ontolog”), nie
zajmujacy si¢ matematyka, poucza, czym si¢ ona zajmuje. Oto uniesprzecz-
niajaca ontologia doprowadza do poznania bytu bez doSwiadczenia go.

Wydaje si¢ wigc, ze platonizm to poglad neutralny dla tez i teorii matema-
tycznych. Mozna przeciez by¢ matematykiem, nie wierzac w ,,platoriski mit”,
wrecz okreSlajac si¢ jako antyplatonik (np. intuicjoniSci). Metodologiczna
czystosS¢ takze wymaga, aby nie mieszaé ontologii i nauki (por. np. [Carnap
1950]; [Curry 1951]; [F, B-H, L 1973]).

Nie o taki, ,,zewngtrzny” platonizm tu chodzi. Nazwijmy ten rodzaj
»zewnetrznego” platonizmu nieZrédtowym platonizmem ontologicznym. Plato-
nizm, ktéry wydobywa doktadniejsza analiza, jest w arun ki e m upra-
wiania matematyki, i to do tego stopnia, ze mozna by¢ ,,nieSwiadomym plato-
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nikiem” (jak np. Carnap w [Carnap 1931]). Godel wyrazZnie o tym pisze (por.
[Godel 1944], np. s. 454). Jest to analogiczne (ale tylko analogiczne) do —
przyktadowo — nieuswiadomionego postugiwania si¢ aksjomatem wyboru, nie
tylko przez Cantora (por. [Cantor 1895], np. s. 293), lecz réwniez przez ma-
tematykow zwalczajacych otwarcie ten aksjomat (Lebesgue, Borel). Ilu da-
wniejszych matematykéw zdawalo sobie wyraZnie sprawg¢ z tego, ze przepro-
wadzajac dowdd reductio ad absurdum, dowéd ,,nie wprost”, zaktadaja nie-
sprzeczno$¢ systemu? Mozliwo§¢ takich dowodéw traktuje sig¢ raczej jako
lokalnie oczywista: niesprzecznoS$¢ systemu nie jest przeciez explicite aksjo-
matem np. geometrii euklidesowej, znanej od starozytno$ci. Dowody takie
przeprowadzano, zanim powstat system sformalizowany i metateoria; sg one
(hermeneutycznie) wyrazem przekonania (= nieu§wiadomionej aktowo sktado-
wej rozumienia), iz rzeczywisto§¢ matematyczna jest dobrze i wprzdd-okre-
§lona, ,,juz-tam-obecna”.

Inny problem to jak w tradycyjnym obrazie platonizmu opisaé platonizm
b e z idealnych obiektéw, pojetych jako byty w przedmiotowej (rzeczowo-
-obecnos$ciowej) koncepcji bytu?

Jest to stanowisko — nazywamy je ,,platonizmem jako sposobem istnienia
prawdy w matematyce” (pl.Tr) — obecne juz u Platona (por. Arystote-
1 e s. Metafizyka 990 b) i poprzez Kartezjusza (Rozprawa o metodzie cz. 1V),
Kanta doprowadza do Husserla (np. [Husserl 1900-1901, 1913] s. 124), Fre-
gego, Godla i Wanga (por. [Wang 1991]). PL.Tr wyrasta z hermeneutycznej
struktury: obiektowos§¢ kontra obiektywnos$¢ wiedzy matematyczne;j’.

Czy aprioryczne kategorie zmystowosSci w estetyce transcendentalnej Kanta
sq ,,.bytami” w tradycyjnym pojeciu? Wyjasnienie ich sposobu bycia odsyta
raczej do ontologii podmiotu.

Powstanie teorii mnogos$ci (TM) doprowadzito do (hermeneutycznego)
przewrotu. Matematyka okazata si¢ oto nauka o zbiorach, a nie, jak np.
w starozytnoS$ci, naukg o wielko§ciach czy, jak w XIX w., nauka o liczbach
(por. arytmetyzacj¢ matematyki). Jutro, by¢ moze, okaze si¢ nauka o katego-
riach i toposach. Matematycy starozytni zajmowali si¢ (podobno) zbiorami,

! Wiecej informacji na ten temat i literature przedmiotu zawiera praca [Z. K.]. Wyr6z-
niono tam szereg typoéw platonizmu, ktdére jednak nie sa klasyfikacja w sensie metodologicz-
nym. Sa one sktadowymi sytuacji hermeneutycznej w matematyce, w ktérej ramach dokonuja
si¢ poszczegélne rozstrzygnigcia ontologiczne. W [Z. K.] oméwiono np. niezrédtowe platoniz-
my ontologiczne, w tym strukturalizm i pl.TM, platonizmy semantyczne, rézne rodzaje plato-
nizméw epistemologicznych, pl.Metod., platonizm hermeneutyczny, platonizm jako sposéb
istnienia prawdy w matematyce, platonizm jako sposéb istnienia nieskonczonosci, platonizm
pragmatyczny, a takze rézne typy konstruktywizméw i akonstruktywizmow etc.
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lecz nie zdawali sobie z tego sprawy. Teoriomnogos$ciowy nurt w podstawach
matematyki jest z hermeneutycznego punktu widzenia interpretacjq.

Centralna rola TM w matematyce i mozliwo$¢ formalnej redukcji wszyst-
kich (?) teorii matematycznych do TM doprowadzily do odkrycia podstawo-
wej roli pojecia zbioru w matematyce. Jezeli tak jest, to — zdaniem nie-
ktérych — ontologia matematyki da si¢ takze ,,zredukowaé” do ontologii TM.

Poglad ten nazywa si¢ platonizmem teoriomnogos$ciowym i przybiera wiele
réznych postaci’. Ma on niewiele wspSlnego z platonizmem teorii mnogosci,
ktérego dotyczy niniejszy artykut.

Platonizmowi teoriomnogos$ciowemu (pl.TM) przeczy szereg faktéw.

Najpierw: cdz to jest teoria mnogosci? Skoro Matematyka = Teoria Mno-
gosci, to ktéry system TM uznaé za ,,wtasciwy”? Czy jest to teoria mnogosci
ZF (Zermelo-Fraenkela), ZFC (ZF + AC, czyli aksjomat wyboru), ZFA (ZF
z atomami), ZFCG (ZF z aksjomatem globalnego wyboru), NBG (system von
Neumanna-Bernaysa-Godla), NBGCG, Z2 (system Zermelo II rzgdu), N (sy-
stem von Neumanna), KM (system Morse’a-Kelleya), ZM (system ZF + licz-
by kardynalne Mahlo), ZF* (system ZF + aksjomat stwierdzajacy istnienie
przynajmniej jednej liczby kardynalnej nieosiggalnej i ogdlnie systemy
z réznymi aksjomatami dotyczacymi ,,duzych” liczb kardynalnych), ST2 (por.
[F, B-H, L 1973] s. 142 n.), ktorysS z systeméw Bernaysa B ([Bernays 1958]),
A (system Ackermanna [Ackermann 1956]), system PM (z Principia mathe-
matica — teoria typow) i inne jego wersje T, T* ([F, B-H, L 1973] rozdz.
III), NF (system Quine’a New Foundations), ML (system Quine’a, Mathema-
tical Logic), system Wanga S, systemy Lorentzena, Les$niewskiego, Fitcha,
TM intuicjonistyczna, systemy semizbioréw Vopénki itd. itd. czy jeszcze inna
teoria mnogosci?

Jesli matematyka jest teorig zbioréw, to ktéra konkretnie? Wymienione
systemy nie sg przeciez zachowawczymi rozszerzeniami jakiej$ jednej teorii
mnogoSci. Nawet jeSli (jak to np. zachodzi dla ZF i NBG) jedna teoria jest
zachowawczym rozszerzeniem drugiej (tzn. w NBG kazde twierdzenie doty-
czace zbioréw jest tez twierdzeniem dotyczacym zbioréw ZF i odwrotnie), to
np. NBG dopuszcza dwa rodzaje ,,obiektéw”: zbiory i klasy wtasciwe, a wigc
jej ,,ontologia” (w sensie np. teorii zobowiazan ontologicznych Quine’a) r6zni
si¢ od ,,ontologii” ZF. Wymienione wyzej systemy nie sa r6znymi zachowaw-
czymi rozszerzeniami, lecz istotnie réznia sig¢, np. ZF(C) i KM. KM nie jest
zachowawczym rozszerzeniem ZF: w KM mozemy dowie$¢ nieskonczenie

2 Por. [Z. K.].
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wielu twierdzeii dotyczacych tylko zbioréw, ktére nie sa dowodliwe w ZF
(czy NBG; por. [Kreisel, Levi 1968], tw. 10, 11), w szczegdlnosci mozna
dowies¢ negacji Drugiego Aksjomatu Restrykeji ([Kreisel, Levi 1968] s. 116;
por. [F, B-H, L 1973] par. 7. 5).

Sytuacja w TM jest taka, ze mamy wiele istotnie ré6znych systeméw. Pod-
sumowal to kilkadziesiat lat temu Mostowski ([Mostowski 1967] s. 82):
»l...] usitujemy pokazaé, ze istnieje wiele istotnie réznych poje¢ zbioru, ktére
sg réwnie zasadne jako intuicyjna baza dla teorii zbioréw. [...] Redukcja
matematyki do teorii zbioréw dostarczataby zadowalajacej podstawy dla mate-
matyki, jezeliby teoria mnogosci byta jasng i dobrze rozumiana dziedzing
nauki. Niestety tak nie jest”.

Poniewaz nie wszystkie wymienione (i nie wymienione) systemy dadza si¢
wzajemnie ,,przettumaczy¢” i wyrazi¢ jeden w drugim, to czy te pozostate,
nieredukowalne, nie sa juz matematyka? A co z ich ,ontologia”: czy jest
inna, czy w ogdble jej nie ma...?

Ponadto zaden z systemdéw teorii mnogos$ci nie wyczerpuje tez wszystkich
prawd o zbiorach, klasach etc. Wobec nieprzezwycig¢zalnej koniecznoSci ist-
nienia zdan nierozstrzygalnych w systemach TM, poszukiwania coraz to no-
wych aksjomatéw (np. dotyczacych duzych liczb kardynalnych) i nowych
teorii nalezaloby przyjaé, ze musimy zaczekaé na ,,ukoiiczona” postaé TM,
by uprawiaé¢ ontologiec matematyki wedtug zalecen pl.TM>. Obecnie wigk-
szo$¢ najciekawszych wynikéw (independence results) i metod w TM polega
na pracy niejako ,,obok” tych systeméw lub ,,wewnatrz” nich, ale przy od-
niesieniu do czego$ ,,zewngtrznego” (forcing).

Trzeba doktadnie wiedzie¢, co stwierdzamy moéwiac o redukeji ,.calej”
matematyki np. do ZFC. JeSli zajmujemy si¢ algebra i podajemy definicje,
powiedzmy, grupy czy pierScienia, to przeciez poslugujemy si¢ intuicyjnym
(nieformalnym, niesystemowym) pojeciem zbioru. Definicje te sa dla wszyst-
kich neopozytywistéw i analitykéw jasne. Prawie nikt nie zastanawia sig¢
doktadnie, jakim pojeciem zbioru postugujemy si¢ w tym wypadku. Fak-
tycznie pracujemy tu raczej w ZFA niz w ZFC. Co ze zbiorami nie uporzad-

3 Dos¢ zaskakujace jest to, ze w ZFC mozemy okresli¢ wszystkie zwykte matematyczne
obiekty i udowodni¢ ich wlasnodci. Niewatpliwie pokazuje to, ze ZFC jest bardzo silnym
systemem aksjomatycznym. Tym niemniej nie jesteSmy sktonni przecenia¢ tego faktu. Bytoby
btedne i bezuzyteczne utozsamiaé matematyke z ZFC lub rozpatrywaé ZFC jako podstawy
matematyki. Taki poglad doprowadzitby do tego, ze obiekty nieokreslalne w ZFC nie bylyby
uznane za obiekty matematyczne, a fakty niedowodliwe w ZFC — za matematyczne fakty.
Bytoby to bezptodne ograniczenie matematyki”. Por. Shenfield w: [Barwise 1977] s. 330.
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kowanymi liniowo w ZFA? W ZF(C) przeciez kazdy zbiér jest dobrze, a wigc
i liniowo uporzadkowany. Scista ,,redukcja” wydaje sie czym§ troche sztucz-
nym z uwagi na biezace potrzeby algebry, mimo ze sama w sobie jest bardzo
pouczajaca.

Uzycie intuicyjnej teorii mnogoS$ci jako hermeneutycznej sktadowej rozu-
mienia w algebrze pokazuje, jak to, co oczywiste (grupa = zbiér), domaga si¢
analizy, ktéra moze przebiega¢ w réznych kierunkach (ZFC, ZFA ...) — r6z-
nych z uwagi np. na ograniczenia twierdzenia o przeniesieniu Jecha-Sochora
(por. np. [Barwise 1977] rozdz. B. 2; [Jech 1978] s. 197-215).

Redukcja matematyki moze przebiegaé¢ w réznych kierunkach nawet w tym
samym systemie (por. skolemizacje, ,,wieloredukcj¢ Benacerrafa” [Benacerraf
1965]). Nawet w samej TM da si¢ wyrazi¢ istotng cze¢§¢ matematyki klasycz-
nej (w sensie intuicjonistycznym) w réznych systemach. Oznacza to, ze re-
dukcja jest tylko interpretacja w sensie hermeneutyki, a nie utozsamieniem,
zwlaszcza ontologicznym.

W systemie von Neumanna (por. [von Neumann 1925]) pojeciem pierwot-
nym nie jest pojecie zbioru, lecz pojecie funkcji. PL.TM zdaje si¢ nic nie
wiedzie¢ (por. [Wdjtowicz 1999]; [Maddy 1990] etc.), ze istnieje alternatywna
do teoriomnogoS$ciowej aksjomatyzacja TM w teorii kategorii, gdzie wsrdd
termindéw pierwotnych nie ma w ogdle ani pojecia zbioru, ani pojecia relacji
nalezenia do zbioru (por. [Lawvere 1964]). W zwigzku z kategorialna teoria
mnogos$ci (KTM) warto wspomnieé o wzajemnie jednoznacznej odpowiednio-
Sci modeli w ZF(C) i KTM i o tym, ze jeden topos moze by¢ modelem dla
teorii wyzszych rzgdéw (gdyz dla zmodelowania kazdego rzgdu uzywamy
tylko jednego kategorialnego obiektu z toposu); por. [Goldblatt 1979]; [Law-
vere 1964]; [Osius 1974]; [Freyd 1972]; [Mac Lane 1971]; [Mitchel 1972].
Dlaczego wigc ontologia matematyki ma by¢ ontologia zbiordw, a nie np.
toposéw czy funkcji?

PL.TM jest czgsto taczony z ,teza o logice I rzgdu” (Quine, zob. nizej).
Nawet w ZF(C) I rzedu caly czas pracujemy w ,,drugorzedowych” (i wigcej)
strukturach, stanowiacych tto dla naszych rozwazaii (por. choéby uktad
i metod¢ wyktadu w: [Jech 1978]). Przyklady: pojecie liczby kardynalnej
mierzalnej wymaga definicji III rzedu (w logice predykatéw), ani hierarchia
kumulatywna zbioréw, ani struktura sktadajaca sig¢ z liczb porzadkowych wraz
z porzadkujaca je relacja nie sa definiowalne przez zadna formulg o skoriczo-
nym czy nawet pozaskonczonym rzedzie; definicja prawdy Tarskiego dla
systemu I rzedu nie jest formula I rzedu w tym systemie (por. [Hanf, Scott
1961] s. 445; [Kreisel 1967] s. 86 n.).
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Wskazuje to na fakt pracy w ,,modelu intuicyjnym” i permanentnego ,,wy-
chodzenia” poza system i ustalone przez niego formalne ramy. Takze brak
absolutnych dowoddéw niesprzecznoS$ci wskazuje, ze zaktadana niesprzecznosé
wynika z istnienia modelu intuicyjnego.

A oto przyktady poje¢ niedefiniowalnych w logice I rzedu: dobre uporzad-
kowanie, progresja, poprzedzanie, nieskoiiczono$¢, przeliczalnos$é, iden-
tyczno$¢ (chyba ze w logice I rzedu z identyczno$cia; por. [Boolos 1975]).

Nie kazda teoria zbiorow pozwala na wyrazenie calej klasycznej matematy-
ki, np. ,.teoria zbioréw” w intuicjonizmie, ktdra jest alternatywna, nie stanowi
»podzbioru” czy jakiego§ zawezenia klasycznej teorii zbioréw.

Znajomos$¢ KTM jest warunkiem wystarczajacym do odrzucenia pl. TM: nie
jest prawda, ze wszystko jest zbiorem lub jest ,,izomorficzne” z jakim§ zbio-
rem. Przyktadowo: teoriomnogosciowa definicja funkcji jest tylko jedng
z mozliwych ,,symulacji” tego — intuicyjnie danego — pojgcia. Fenomenolo-
gicznie intuicja geometryczna nie jest redukowalna do intuicyjnego pojecia
zbioru.

Podsumowujac: platonizm teoriomnogo$ciowy jest pogladem nieadekwat-
nym. Okaze si¢, ze nawet jako ontologia TM jest nieZr6dlowa, niezaawan-
sowang ontologicznie analiza.

Na tym zakoiczymy apofantyczng czg$¢ naszych rozwazan.

II. PLATONIZM W TEORII MNOGOSCI
Na czym wigc polega ,,wewnetrzny” platonizm w matematyce, a w TM

w szczegblnosci? Teoria mnogoSci uznana zostala pod tym wzgledem za
archetypiczny przypadek platoiiskiej teorii matematycznej®.

4 W analizie tej pomocne by byly nasze rozréznienia na obiekty pierwotnie (strukturalnie)
i wtérnie (logicznie) platoriskie (por. [Z. K.]). Obiekty pierwotnie platoniskie z racji swojej
struktury ,,domagaja si¢” — w sensie kategorialnej analizy logiki — uzycia okreslonego typu
logiki, np.: poset dyskretny Pd: model dla prawa wylaczonego Srodka Pd = a v ~a, poset
ukierunkowany Pk: Pk = ~a v ~~a, toposy boolowskie. Z kolei kategoria Set™ (,,funkcji
migdzy zbiorami”), Set? (kategoria produktowa lub kategoria funktoréw z posetu 2 w kategorig
Set), poset 2 itd. sa przyktadami obiektéw, ktérymi nie rzadzi prawo wytaczonego Srodka. Por.
[Goldblatt 1979] — tam definicje i dowody. Takze obiekty w intuicjonistycznej koncepcji
zbioru: spread i species (np. spread reprezentujacy kontinuum) nie spelniaja praw logiki
klasycznej (por. np. [Heyting 1966]). W artykule nie analizujemy koncepcji obiektéw zawiera-
jacych tzw. partial elements (por. [Goldblatt 1979]).
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W pierwotnym otwarciu sfery tego, co matematyczne, ,,prze§wiadczenie”
o istnieniu, obecnosci, okre§lonosci, zastanosci ,,rzeczywisto$ci” matematycz-
nej znajduje wyraz w dajacych si¢ Scisle opisa¢ metodach matematycznych.
To ,,przeSwiadczenie” nie powstaje w wyniku §wiadomego aktu wyboru mate-
matyka, lecz przejawia si¢ na przyktad w przekonaniu o rozwiazywalno$ci
kazdego — dobrze postawionego — zagadnienia matematycznego. Uzycie zasa-
dy wylaczonego Srodka i prawa podwojnego przeczenia, klasycznie pojetej
negacji, a takze definicji niepredykatywnych (i ogélniej: niepredykatywnos¢)
okazujg si¢ me t o d a m i matematycznymi wyrastajacymi z platoriskiego
traktowania przedmiotu badafi matematycznych. To platofiskie nastawienie
umozliwia uzycie symboliki, budowg¢ metateorii: ,,Spojrzenie z zewnatrz”
(reifikacja) na system.

1. PLATONIZM
JAKO METODA BADANIA MATEMATYCZNEGO W TM

Powyzsze oraz szereg innych metod proponujemy rozwaza¢ pod ogélnym
okresleniem ,,platonizm jako metoda badania w matematyce” (pl.Metod.). Me-
tody te z kolei wskazuja na ,,niekonstruktywne” odniesienie si¢ matematyka
do rzeczywistosci: nastgpuje w nich raczej ostensywne wskazanie, ,,zastanie”
obiektu niz jego explicite dokonana konstrukcja. Obiekt jako$ juz jest ,,otwar-
ty” (dany) dla podmiotu, zanim powstanie system aksjomatyczny, teoria etc.
Nie mozemy tego w ogé6lnosci rozwazaé¢ w tym miejscu. Sytuacja domaga sig
hermeneutycznej analizy i ontologii (por. [Z. K.]).

Beth stwierdza ([Beth 1956] s. 41; [Beth 1959] s. 464 n.), ze platonizm
z poziomu dyskusji akademickiej przenidst si¢ na ptaszczyzne, gdzie rozwaza
si¢ argumenty ,za” i ,,przeciw”’ okre§lonym (platoiiskim) metodom stricte
matematycznym. Casus konstruktywizm — platonizm jest tylko jednym z tego
przejawéw, a wystapienie Brouwera trzeba rozwazac jako epizod w tej dys-
kusji.

Uzycie prawa podwdjnego przeczenia, zasady wylaczonego $rodka i prze-
konanie o rozwiazywalnoSci kazdego matematycznego problemu sg wyrazem
platonizmu — jak pokazali np. intuicjonisci’.

W przypadku prawa podwdjnego przeczenia intuicjoni$ci argumentuja, ze
z faktu niemozliwosci podania (konstruktywnego) dowodu dla p nie wynika
automatycznie istnienie dowodu dla ~p, wigc z ~~p nie wynika p (przy ogra-

3 [Brouwer 1923, 1954]; [Brouwer 1927]; [Brouwer 1927 a]; [Hilbert 1925]; [Kotmogorow
1925]; [Weyl 1927]; [Bernays 1935].
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niczeniu si¢ do zdan logiki intuicjonistycznej IL tzw. system Heytinga). Jesli
wigc w logice klasycznej stosujemy dowodzenie ,,nie wprost”, oznacza to, iz
rzeczywisto$§¢ matematyczna traktujemy jako dana i juz okreslona — uznajemy
bowiem pewne prawdy bez podania dowodu (cz¢sto utozsamianego z poda-
niem pewnej ,.konstrukcji”’). Zamiast przeprowadzenia dowodu zadowalamy
si¢ rozumowaniem, ktére z zaprzeczenia danego stwierdzenia dochodzi do
sprzecznoS$ci z innymi, juz uznanymi prawdami, i ten fakt traktujemy jako
automatyczny argument za prawdziwo$cia danego stwierdzenia. Dlatego for-
maliSci (np. Hilbert) twierdzili, ze ,,istnie¢ to znaczy by¢ niesprzecznym”
ewentualnie w ramach pewnej szerszej (hermeneutycznej) struktury (Bernays:
,bezogene Existenz”; por. [Bernays 1950]).

Prawo podwéjnego przeczenia i prawo wytaczonego Srodka sa wyrazem
przekonania, iz rzeczywisto§¢ matematyczna istnieje niezaleznie od naszych
konstrukcji i jest dobrze okres§lona. Na tym przekonaniu oparte jest ,,klasycz-
ne”, siggajace np. Arystotelesa, pojecie negacji (jak pokazujemy [Z. K.],
Platon rozumiat negacj¢ raczej tak jak intuicjonisci). Prawa te sa ,,zakodowa-
ne” np. w ZF(C) wéréd aksjomatéw logicznych teorii. Konsekwencje tego sa
nie tylko ,,formalne”. Mozna pokazac, ze wyniki typu Godla pojawiaja si¢ juz
w systemach, w ktérych uzyto klasycznie pojetej negacji, a ktére nie maja
z adnych regut inferencji (por. [Z. K.], gdzie przedyskutowano bardziej
szczegblowo sprawe konstruktywnosci i niekonstruktywnoSci twierdzen i do-
wodéw Godla i Tarskiego).

Bernays w I tomie Grundlagen [...] ([Hilbert, Bernays 1934] s. 20) pisze:
»W teorii liczb liczby sa traktowane tak, jakby lezaly naprzeciw nas,
w algebrze wyrazenia symboliczne z danymi liczbowymi wspétczynnikami
wszystkie leza naprzeciw nas”.

Jak bardzo wymieniona platoriska postawa jest istotna dla zbudowania
teorii mnogos$ci, pokazuje np. intuicjonistyczna teoria zbioréw, gdzie prébuje
si¢ ograniczy¢ tg postawe.

Jesli poréwnamy (aby przeprowadzié to pordwnanie, trzeba zato zy ¢
prawo wytaczonego §rodka)® TM klasyczna i intuicjonistyczna, to w tej ostat-
niej cala teoria aleféw (i ogdlnie zbioréw dobrze uporzadkowanych) o mo-
cach wigkszych niz X, jest odrzucona jako nie majaca matematycznego (kon-
struktywnego) sensu. Z drugiej strony, jak pokazal Gentzen, zasada indukcji
pozaskorniczonej jest formalizowalna w systemie IL Heytinga. W intuicjo-

® Ciekawym problemem jest rozwazenie dla klasycznej matematyki intuicjonistycznej
metateorii.
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nistycznej teorii kontinuum nie obowiazuje np. prawo trychotomii i nie ma
nadziei na dow6d nawet stabszych wersji (niepredykatywnego) twierdzenia
Bolzana-Weierstrassa (por. np. [Heyting 1966]).

W ogdlnosci nie mozna uwazaé intuicjonizmu w jego obecnej postaci za
kierunek destrukcyjny (jak jest np. w: [Godel 1947, 1964]), lecz jako twércza
alternatywg¢ — inny sposéb mySlenia. Z matematycznego punktu widzenia
algebry boolowskie sa szczegdlnym przypadkiem szerszej struktury algebr
Heytinga (na ktérych jest walentna IL). Kategorialna analiza logiki pokazuje,
ze IL opisuje szersza matematyczng strukture niz np. boolowska ZF(C) (por.
[Goldblatt 1979]). Paradoksalnie: arcyplatofiska TM w swej kategorialnej
wersji korzysta z uznanej za antyplatoriska IL.

Istotne jest to, Ze intuicjonizm w sensie pl.Metod. (i platonizmu herme-
neutycznego w rozumieniu [Z. K.]) jest tez platonizmem. Zauwazaja to Godel
1 Wang ([Wang 1991]; [Wang 1963] s. 43 n.). Po pierwsze, obecny jest
w nim, pomimo ogdlnie konstruktywnej postawy, pewien ,,idealny” element:
nie ograniczamy si¢ tylko do tego, co zostalo skonstruowane explicite, lecz
przyjmujemy takze za dostgpne dla nas to, co m o z e by¢ skonstruowane.
,Istnie¢” znaczy ,,by¢ konstruowalnym” (a nie ,,skonstruowanym”). Wskutek
tego niektére species nie sa $cisle explicite skonstruowane i nie sg skoniczone
(finitystyczne). Tak jest np. ze species tworzaca kontinuum. Ta ,,idealno$¢”
(brak ograniczenia do tego, co faktycznie jest skonstruowane) pojawia si¢ tez
w przypadku ,rozpostarcia” (spread), na mocy praw I'. W dowodzie kluczo-
wego dla analizy intuicjonistycznej twierdzenia ,,0 wachlarzu” (fan theorem)
platoriskie sa np. spread K i species C (por. [Heyting 1966] s. 43; species sa
odpowiednikami zbioréw uzyskiwanych za pomoca aksjomatu komprehensji
w klasycznej teorii zbioréw).

Do czasu wystapienia Brouwera platoriskie tto ,,stojace za” zasadami wy-
taczonego $rodka i podwdjnego przeczenia bylo przyktadem ,,cichego”, nie-
uSwiadomionego platonizmu. Koncepcja liczb naturalnych jest w intuicjo-
nizmie niepredykatywna pomimo tego, ze definicje niepredykatywne sa wy-
kluczone przez zajecie postawy konstruktywnej (por. [Heyting 1966] s. 38).
W ogdélnym przypadku zasada indukcji matematycznej (uzyskana z koncepcji
liczb naturalnych) jest nieusuwalnie niepredykatywna (por. nizej). Za platon-
ska sktadowa pola hermeneutycznego w intuicjonizmie mozna uznaé odniesie-
nia do catosci ,,wszystkich dowodéw” i catosci ,,wszystkich konstrukcji” (por.
[Wang 1963] s. 43).

Intuicjonizm jest semikonstruktywizmem (por. stanowiska signifiki i ultra-
intuicjonizmu). Sposdb istnienia tego, co raz skonstruowane, nie jest wyja-
$niany w intuicjonizmie.
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Dotykamy tu kolejnego, fundamentalnego dla matematyki (pl.Metod.) za-
gadnienia niepredykatywnos$ci i definicji niepredykatywnych. Wang uznaje
problem niepredykatywnosci za bardziej fundamentalny i istotny dla matema-
tyki niz np. o wiele stynniejsze zagadnienia: hipotezy kontinuum i aksjomatu
wyboru ([Wang 1963]).

Definicje niepredykatywne polegaja na okre§laniu pewnego obiektu przez
odniesienie si¢ (odwotanie) do wigkszej, nie zdefiniowanej i nie skonstruowa-
nej wczesniej explicite calo$ci (klasy) obiektéw. Uzycie definicji niepredy-
katywnych jest wigc uprawomocnieniem dla metody jedynie wskazywania
czego$, bez uprzedniej konstrukcji czy definicji.

W ZF z niepredykatywnos$cia spotykamy si¢ np. przy aksjomacie nie-
skoficzonoS$ci, ktéry stwierdza istnienie zbioru indukcyjnego (tzn. zbioru
zawierajacego zbiér pusty i takiego, ze razem z kazdym swoim elementem
x zawiera element x U {x}). Za pomoca zbioru indukcyjnego definiujemy
zbiér liczb naturalnych N jako najmniejszy zbiér indukcyjny (czyli zbidr
indukcyjny zawierajacy si¢ w kazdym zbiorze indukcyjnym). Odwotujemy si¢
tu do ,,catoSci zawierajacej wszystkie zbiory indukcyjne” ({y: y jest zbiorem
1 y jest indukcyjny}). Co tu si¢ wlaSciwie dzieje, stanie si¢ bardziej jasne,
gdy nizej wyréznimy zbiory i klasy wilasciwe.

Niekonstruktywnos$¢ jest tu podwdéjna. Po pierwsze stwierdzamy — postu-
lujemy istnienie zbioru indukcyjnego, a po drugie stwierdzamy — odwotujemy
si¢ do klasy, ktorej elementami sa wszystkie takie zbiory. Obydwie ,,cato$ci”
nie sg skoniczone (finitarne) i nie da si¢ ich wytworzy¢ w skonczonej liczbie
kolejnych krokéw konstrukcji (zob. nizej platonizm jako sposéb istnienia
nieskonczonosSci).

Jest faktem, ze przecigtny czytelnik (np. Carnap; por. [Carnap 1931]) moze
zrozumie¢ teori¢ matematyczna (nie: stworzy¢) nie zauwazajac, co wlasciwie
si¢ tu dzieje, tzn. ze niejako wychodzimy w tym wypadku poza formalizm,
a nasze ,,napisy” jedynie to sankcjonuja.

W wyniku pojawienia si¢ antynomii doktadne analizy pokazaly, ze za anty-
nomie odpowiedzialna jest nieograniczona platoriska postawa, a konkretnie wia-
$nie postugiwanie si¢ cato$ciami niepredykatywnymi (por. np. [Russell 1908]).

Dla przyktadu rozwazymy prosta interpretacje (zakladajaca, jak si¢ okaze,
aksjomaty komprehens;ji i ekstensjonalnosci — zob. nizej: ,,rachunek K”) anty-
nomii Russella ,,zbioru wszystkich zbioréw, ktére nie sa swoimi wlasnymi
elementami”.

(1) xere xe x (definiujemy zbidr r, ktérego elementami sg te
zbiory x, ktére nie sg swoimi elementami)

Gdy pytamy, czy r € r (,,podstawiamy” X/r), otrzymujemy sprzecznosc.
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OczywiScie w ZF struktury typu x € x sa wykluczone przez aksjomat
regularnosci (przyktadem takiej struktury jest ,,cato$¢ zawierajaca wszystkie
zbiory nieskonczone”, ktéra sama jest nieskoficzona — oznacza to, ze nie jest
ona zbiorem (obiektem) w ZF). Okazuje si¢, ze jeSli zaprzeczymy istnieniu
(,,wykluczymy struktury typu ...”) catoSci, z anim (w sensie logicznym,
a nie czasowym, co znajduje potem Sciste okreslenie w koncepcji liczb po-
rzadkowych) okreslono jej elementy — czyli jesli zajmiemy konstruktywna
postawe — to w (1) nie mozemy za x podstawié r. Jest to wynik tego, zZe
najpierw musimy okre§li¢ x, aby utworzy¢ zbiér r: {x: x € r}, a dopiero
»potem” mozemy uzy¢ ,r” jako gotowej caloSci.

Intuicyjne (przedformalne) pojecie stopniowo tworzonej struktury, tzw.
iteracyjna koncepcja zbioru, gdzie wychodzac od danej podstawy (atomy,
zbidr pusty), konstruujemy wszystkie inne zbiory i kazdy zbidr pojawia sig
»poZniej” niz jego elementy, a elementy (same bedace zbiorami) moga two-
rzy¢ zbiér, gdy pojawity si¢ juz wczesniej na nizszym poziomie niz ten zbidr
— jest Zrédtem aksjomatéw ZFC. Kreisel pisze ([Kreisel 1967] s. 83): ,Zeby
uniknaé prostego nieporozumienia, zauwazmy: to, o czym tu méwimy, jest
intuicyjnym pojeciem typu kumulatywnego, dostarczajacego koherentnego
Zr 6dta aksjomatéw [...]” Wang pisze ([Wang 1963] s. 543): ,Jest ude-
rzajacym faktem, ze ludzie tworzg teorig¢ zbioréw poprzez szerokie zwracanie
si¢ do intuicji i ze istnieje prawie powszechna zgoda co do poprawnoSci
i niepoprawnosci rezultatéw otrzymywanych w ten sposéb, jak w przypadku
rezultatow odnoszacych si¢ do zbioréw. Iteracyjne pojgcie zbioru jest i n-
tuicyjnym pojeciem i to intuicyjne pojecie nie prowadzi do
sprzecznosci”.

Mozna pokazaé, ze wszystkie aksjomaty ZFC sa prawdziwe w iteracyjnej
koncepcji zbioru (por. [Boolos 1971]; [Barwise 1977] rozdz. B. 1).
W zwiazku z niepredykatywnos$cia indukcji matematycznej zwréémy uwage,
ze kolejne stopnie konstrukcji zaktadaja metasystemowa, intuicyjng koncepcje
liczb naturalnych.

Iteracyjna koncepcja zbioru pozwala uniknaé antynomii Russella. Czy
jednak iteracyjna koncepcja zbioru jest na tyle konstruktywna, by nie by¢é
platoniska? Ot6z nie: nic w niej nie méwimy o tym, Ze zbiory w poszcze-
gb6lnych stadiach moga by¢ definiowane tylko predykatywnie. Dlatego jesli
dopuszczamy dowolne definicje (a wigc i niepredykatywne) zbioréw na po-
szczegblnych poziomach, to mamy do czynienia z ,,maksymalng iteracyjng”
koncepcja zbioru. Z tego powodu Wang ([Wang 1963]) nazywa maksymalna
iteracyjna koncepcj¢ zbioru platonizmem.
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Godel opracowat maksymalnie konstruktywng (minimalna) koncepcje ite-
racyjna zbioru, gdzie zbiory na poszczegdlnych poziomach sa konstruowane
tylko w SciSle okreslony, konstruktywny sposéb za pomoca 10 (a wilasciwie
o$miu, gdyz dwie operacje Godla sa definiowalne przez pozostate, ale kom-
plikuje to troche dowody) doktadnie okreSlonych operacji tworzenia zbioréw.
Otrzymana hierarchia tzw. zbior6w konstruktywnych L jest minimalnym (tzn.
zawartym w kazdym innym tranzytywnym modelu ZF) tranzytywnym mode-
lem dla ZF(C), zawierajacym wszystkie liczby porzadkowe. Zarazem jest to
model, gdzie prawdziwe sa AC (aksjomat wyboru) i CH (hipoteza kontinuum).

Nawet jesli kazdy zbiér w naszym uniwersum jest konstruowalny, z uwagi
na inne, wymienione juz metody, TM z V = L jest platoniska (np. z uwagi na
platonizm jako sposéb istnienia nieskoniczono$ci czy uzyta logike). Trzeba
jednak zaznaczy¢, ze AC jest juz bardziej ,.konstruktywny”. To samo stwier-
dzamy w przypadku modelu HOD (hereditarily ordinal-definable sets).

Konstruktywnos$¢ w iteracyjnej koncepcji zbioru (nawet tej z V = L) jest
tylko czym$ wtérnym. Dopuszczamy konstruktywne (np. predykatywne) defi-
niowanie w stosunku do koncepcji, ktéra postuluje istnienie pewnych obiek-
tow. Aksjomaty pary, sumy, zbioru potggowego sa bardzo silnymi egzy-
stencjalnymi zatozeniami (por. [Mostowski 1967]). Postulujemy
w nich i jedynie stwierdzamy, ze sa uprawnione pewne cato$ci, ktérych expli-
cite nie skonstruowali§my ani nie skonstruujemy. Aksjomaty te sa relacjami,
komunikatami z naszych przedformalnych badan. Dlatego sa platoriskie
w sensie pl.Metod. (i platonizmu hermeneutycznego).

Widzimy, ze aksjomat nieskoficzonoSci i definicja liczb naturalnych
(w ZF) ,,zaburzaja” iteracyjna koncepcje zbioru i sa wrecz z nig ,,sprzeczne”.

W przypadku innych antynomii réwniez mamy do czynienia z ,,platoniski-
mi” cato$ciami, np. w antynomii Burali-Fortiego zbioru wszystkich liczb
porzadkowych Ord: zatézmy, ze Ord jest caloScia zawierajaca wszystkie licz-
by porzadkowe i ze jest ona zbiorem. Poniewaz Ord jest zbiorem, istnieje
taka liczba porzadkowa «, ktéra jest typem porzadkowym zbioru Ord (na
mocy twierdzen udowodnionych wczes$niej, np. w koncepcji zbioru Cantora),
awigcae Ordi a U {a} € Ord (na mocy pewnych wtasnosci liczb po-
rzadkowych w sensie von Neumanna, tzn. zbioréw tranzytywnych i dobrze
uporzadkowanych). W antynomii Richarda taka platoriska catoscia jest zbidr
,wszystkich nazw” etc.

Platoriska (naive) koncepcj¢ zbioru ,,formalizuje si¢” za pomoca dwoéch
aksjomatéw (rachunek K): komprehensji i ekstensjonalnosci. Aksjomat eksten-
sjonalnoSci stwierdza, ze zbiory majace te same elementy sg identyczne (moz-
liwe sa rézne koncepcje identycznosci; por. [F, B-H, L 1973]). Aksjomat
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komprehensji (pewnik abstrakcji) pozwala utworzy¢ jeden obiekt z dowolnej
wielosci ,,elementéw” (Cantor, Hermes etc.): dla kazdej formuty @(x) istnieje
zbioér tych x-6w, ktére spelniaja te formute {x: ¢@(x)}. (Doktadne sfor-
mutowanie ,,rachunku K” por. np. [Boolos 1971]; [F, B-H, L 1973]; [Beth
1965]).

Aksjomat komprehensji prowadzi do sprzecznosci: jesli zdefiniujemy zbi6r
wszystkich zbioréw V = {x: x = x} i zbidr {x: @(x)}, gdzie ¢(x) = ,,x ¢ X7,
otrzymamy sprzeczno$¢. Nie oznacza to ,nieistnienia” V ani nie oznacza
niemozliwo$ci umystowego utworzenia {x: x ¢ x}. Oznacza to tylko, ze
obiekty takie nie moga by¢ obiektami pe wnych systeméw, np. ZF,
o ile systemy te maja by¢ niesprzeczne. W innych systemach, np. NF Qui-
ne’a, mozna postugiwac si¢ zbiorem uniwersalnym. Aksjomat komprehensji
jest wyrazem naszej intencjonalnej (Swiadomosciowej) zdolnoSci do tworzenia
dowolnych catosci (co znajduje wyraz w jezykach naturalnych) bez potrzeby
martwienia si¢ o sprzecznos¢.

Jedna ze strategii (pozaformalnych) budowania TM (por. [Maddy 1988])
jest doktryna limitation of size. Pozwala ona na uzywanie ,,kompresji” dowol-
nej wielo$ci w jedno$¢, a wigc takze niepredykatywnej, pod warunkiem, Ze
ograniczamy si¢ do elementéw nalezacych do juz wczesniej okreSlonego
zbioru (ale niekoniecznie skonstruowanego!). Tak wigc aksjomat separacji
(aksjomat wyrdzniania, ktérego logicznym ,,rdzeniem” w réznych systemach
jest schemat yVx(x € y <> @(X)) i x, y sa zbiorami) w ZF dopuszcza defini-
cje niepredykatywne (aksjomat separacji: VzIyVx(x € y <> x € z A Q(X)),
X, y, z sa zbiorami; tu: @(x) jest niepredykatywne, jezeli moze zawieral
zmienng zwigzana tego samego ,,poziomu” w iteracyjnej koncepcji zbioru
albo typu w teorii typéw co y).

Aksjomat separacji narzuca ograniczenia na definiowanie niepredykatywne,
np. w ZF, ale nie pozbywa si¢ tej metody. Analogicznie niepredykatywne sa
np. teoria typéw PM (na mocy tzw. aksjomatu redukowalno$ci) czy teoria
von Neumanna (aksjomat IV. 2; por. [von Neumann 1925]), NBG (pomimo
tego, ze zawiera predykatywny aksjomat komprehensji dla klas w przeciwieni-
stwie do jawnie niepredykatywnego aksjomatu niepredykatywnej komprehen-
sji dla klas, np. w systemie Morse’a; por. [F, B-H, L 1973] par. 7. 4, 7. 5),
NF, ML ...

Aby nie zagubic si¢ w szczegdtach technicznych, zwracamy jedynie uwage
na problem niepredykatywnos$ci. W jaki sposob konkretnie pojawiaja si¢ one,
por. np. [F, B-H, L 1973]; [Wang 1963]; o tym, Ze sa one egzystencjalnym,
ontologicznym, a nie tylko formalnym problemem (jak np. dla Carnapa
[Carnap 1931]) por. [Godel 1944].
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Czy matematyka i TM moga si¢ obej$¢ bez niepredykatywno$ci? Nie da
si¢ zrekonstruowac catej matematyki klasycznej w predykatywny sposob.
Rozwaza to analiza predykatywna (por. [Feferman 1964], a wcze$niej [Weyl
1918] cz. 5). Jest to z kolei zwiazane z nieusuwalna niepredykatywnoscia
indukcji matematyczne;j.

Gdy (niepredykatywnie) zdefiniujemy zbidr liczb naturalnych N, np. w ZF,
indukcja matematyczna jest dowodliwa wlasno$ciag N. R6zne préby uniknigcia
niepredykatywnos$ci okazuja si¢ tylko przesunigciami problemu: zawsze musi-
my zatozy¢, ze co§ jest d a n e (por. [Parsons 1992]). Na przyktad jesli
zdefiniujemy predykat Na = ,,a jest liczba naturalna”

Na=Vy[FinyAaAxe yAaVx((Sxey—oxey —->0ey]Aa
Jy[FinyAae yAVX(Sxey—>xey]
za pomoca Fin y = ,,y jest zbiorem skoficzonym” i Sx = ,,nastgpnik x” (czyli
jesli ograniczymy si¢ do finitystycznych, konstruktywnych liczb n, por. analo-
gicznie: kwantyfikatory o ograniczonym zakresie), to musimy uzy¢ niepredy-
katywnego schematu separacji, zeby udowodni¢ indukcj¢ matematyczna dla
predykatéw zawierajacych klasyczne kwantyfikatory.

Feferman pisze ([Feferman 1964] s. 96): ,/Zgodnie z ta [predykatywna
koncepcja — przyp. Z. K.] tylko liczby naturalne moga by¢ rozpatrywane jako
«dane» nam (as «given» to us) [...] W przeciwieristwie do tego zbiory sa
tworzone przez ludzkie dzialanie jako wygodne abstrakcje [...] z poszczegdl-
nych warunkéw czy definicji”.

Problem niepredykatywnosci w definicjach wigze si¢ z uzyciem klasycz-
nych kwantyfikatoréw (tzn. kwantyfikator6w o nieograniczonym zakresie).
Zakresy takich kwantyfikatoré6w sa kolejnym przyktadem catosci, ktérych
istnienie tylko si¢ sankcjonuje, przyjmuje (toleruje), a nie konstruuje. (System
kwantyfikatoréw rozgalg¢zionych Hintikki nie unika platonizmu; por. np. [Hin-
tikka 1997]). Formalizm klasycznej kwantyfikacji (pochodzacy od Fregego;
por. Begriffschrift w: [Heijenoort 1967] s. 1-82) jest jedynie zapisem, relacja,
komunikatem (a nie konstruowaniem) z pewnej przedformalnej, hermeneu-
tycznej sytuacji, sankcjonowanej, akceptowanej przez ten formalizm. Niekon-
struktywnos$¢ klasycznych kwantyfikatorow pokazuje klasyfikacja Kleene’a-
-Mostowskiego. (Zdanie Godla G, zdanie 49 w oryginalnej pracy [Godel
1931] jest niekonstruktywne, gdyz jest poprzedzone kwantyfikatorem ogélnym
o nieograniczonym zakresie, chociaz dotyczy funkcji (pierwotnie) rekuren-
cyjnych).

Teza ,,0 logice I rzegdu” i kwantyfikatorowa koncepcja ,,zobowiazaf” onto-
logicznych teorii (np. [Quine 1953]; [Quine 1969]) sa zwiazane z soba. Dzig-
ki nim chce si¢ ograniczy¢ ,,zobowiazania” ontologiczne teorii matematycz-
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nych, wykluczajac zobowigzania ontologiczne wzglgdem przedmiotéw wyz-
szych rzedéw, aby uniknaé ,,ontologii typu Meinonga”. Osiaga si¢ to przez
redukcje, ,,przektad”, zakres6w kwantyfikatoréw ogdlnych do zakres6w kwan-
tyfikatorow szczegdétowych (,,indywidua”) w logice I rzedu (na mocy praw
de Morgana dla kwantyfikatoréw). Nie dostrzega si¢, ze redukcja taka jest
mozliwa tylko przy zalozeniu klasycznie pojetej negacji i w zwiazku z tym
przy zatozeniu pewnego typu platonizmu, ktérego w zaden sposéb
nie da si¢ opisaé za pomoca Srodkéw uzytych przez Quine’a. Dla poréwnania
mozna zapoznaé si¢ z koncepcja intuicjonistycznej logiki kwantyfikatoréw
(np. [Heyting 1966]), aby zobaczy¢, co si¢ dzieje, gdy rezygnujemy z ,,pla-
toniskiego nastawienia” ujawniajacego si¢ w uzyciu kwantyfikacji w sensie
klasycznym.

Niepredykatywno$ci (definicje niepredykatywne) nie zawsze prowadza
do antynomii. Przyktadowo niepredykatywne cato$ci pojawiaja si¢ w kazdym
z dwdch argumentéw przekatniowych Cantora (por. znakomita analizg¢ [Wang
1963] rozdz. II). Takze ,,kolisto§¢” (samozwrotno$¢) nie musi prowadzié¢ do
sprzecznoS$ci. Cheé pokazania tego byta jednym z powodéw powstania twier-
dzenia Godla (por. [Godel 1944]). Z kolei obrona Ramseya ([Ramsey 1925])
definicji niepredykatywnych zakltada niezrédlowy platonizm ontologiczny
i jest argumentem za niesprzecznoscia, prawomocno$cia matematyczna uzycia
takich definicji.

Warto zaznaczy¢, ze Quine zostat ,,platonikiem” w wyniku analizy wtasnie
argumentu przekatniowego Cantora ([Quine 1947]). Koncepcja Quine’a zafal-
szowuje jednak i znieksztatca rzeczywista postaé platonizmu w teorii mnogo-
§ci natychmiast po jej odkryciu. Jest to préba wttoczenia czego$, co — zda-
niem Quine’a — nie moze mie¢ miejsca, w dogmatyczne ramy fizykalizmu.

2. PLATONIZM JAKO SPOSOB ISTNIENIA NIESKONCZONOSCI
W MATEMATYCE

Przy okazji aksjomatu nieskoniczono$ci nalezy poruszyl jeszcze jeden
aspekt zagadnienia platonizmu. UznaliSmy za konieczne (por. [Z. K.]) wyr6z-
ni¢ jeszcze jeden typ platonizmu: platonizm jako sposéb istnienia nie-
skoriczonoSci (pl.Niesk.). Jest on §ci§le zwiazany z platonizmem jako metoda
badania w matematyce. Traktowanie bowiem nieskoriczonych zbioréw jako
gotowych, okreslonych catosci jest powszechnie przyjeta metoda matematyki.
W TM znajduje to swoje usankcjonowanie wiasnie w aksjomacie nieskofi-
czonos$ci (dzigki jego niepredykatywnoSci).
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Poniewaz np. dla nominalisty czy fizykalisty liczba przedmiotéw we
Wszechs§wiecie jest najprawdopodobniej skoriczona (por. [Henkin 1953];
[Putnam 1971]; [Scholz 1938] etc.), wigc jesli méwimy w matematyce
o nieskoniczono$ci i — co wigcej — catoSci nieskoficzone traktujemy obiek-
towo, tzn. jako gotowe, okreSlone, ,,juz obecne” (wtedy same moga by¢ ele-
mentami innych cato$ci, np. zbioréw — por. choéby fundamentalna koncepcj¢
liczb porzadkowych), to musza by¢ one jako$ ,niefizyczne”, ,nie z tego
Swiata” (= platoniskie). Traktujemy je wtedy jako aktualnie, a nie potencjalnie
nieskoniczone.

Platonizm jako sposéb istnienia nieskoficzono$ci byl szczegdlnie istotny
dla szkoty formalistéw i Hilberta, co z kolei doprowadzito do wyrdznienia
systeméw finitystycznych i (nota bene) idealnych w programie Hilberta ([Bar-
wise 1977] rozdz. D. 1; [Sieg 1999]; [Hilbert 1925]). Czgsciowe fiasko pier-
wotnego programu Hilberta pokazuje zarazem, ze metasystemowo nie moze-
my pozby¢ sig¢ intuicyjnego pojecia nieskoriczonoSci: finitarne dowody nie-
sprzeczno$ci mozna podac¢ tylko dla bardzo stabych systeméw, np. dla teorii
typow wlasnie b e z aksjomatu nieskoficzonoS$ci. Systemy takie nie pozwa-
laja (na mocy II twierdzenia Godla) nawet na wyrazenie arytmetyki Peano.
Z. drugiej strony mozemy (latwo) podaé finitarne dowody wzglednej nie-
sprzecznoSci réznych systemoéw, np. Con(ZF) — Con(VNB). Pojecie ,,sity”
systemu (system A jest silniejszy niz system B, jesli w A mozemy pokazad
niesprzeczno$¢ B) jest zwigzane ze stopniem niepredykatywnosci teorii: teorie
,bardziej” niepredykatywne sa silniejsze. (Szczegdly i definicje por. [F, B-H,
L 1973] s. 330 n.).

Bolzano ([Bolzano 1851] par. 13) i Dedekind ([Dedekind 1888] par. 5)
sadzili, ze istnienie zbioru nieskoficzonego jest dowodliwe. Zbiér nieskoii-
czony definiowano jako zbiér refleksywny, tzn. taki, ktéry jest rownoliczny
z jakim$§ swoim podzbiorem wilasciwym. Tak definiuja tez zbi6r nieskoriczony
Cantor ([Cantor 1878]) 1 Peirce ([Peirce 1933]). Koncepcja ta zaktada jednak
pojecie zbioru liczb naturalnych (,,réwnolicznos¢”).

Dowdd, np. Dedekinda istnienia zbioru nieskoniczonego (tu: refleksywne-
g0), jest dowodem w intuicyjnej (przedaksjomatycznej i niesformalizowanej)
TM i wikla si¢ w antynomi¢ Russella (por. [F, B-H, L 1973] s. 46).

Wspoétczesne wersje aksjomatu nieskoriczonosci jedynie postulujg istnienie
zbioru nieskoniczonego. Trudno wigc taki zbiér nazywacd ,konstruktem”, gdyz
wlasnie nie mozna go skonstruowac, lecz tylko odwotaé si¢ do pozaformal-
nego i pozasystemowego pojecia nieskoficzonoSci i zaadaptowac je do syste-
mu formalnego. Mozna oczywiscie podaé aksjomaty réwnowazne z aksjoma-
tem nieskoniczonosci, ktore nie stwierdzaja explicite istnienia zbioru nieskon-
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czonego, lecz istnienie takiego zbioru jest z nich dowodliwe (por. [Bernays
1961a] czy system A Ackermanna [F, B-H, L 1973] par. 7. 7).

W systemie Ackermanna jest to aksjomat komprehensji dla zbioréw (ktéry
nie jest motywowany przez doktryn¢ limitation of size). Aksjomat ten nie ma
jasnego sensu intuicyjnego. Systemy A i ZF sg rownowazne: kazde zdanie ZF
dowodliwe w A jest twierdzeniem w ZF i kazde twierdzenie ZF jest dowodli-
we w A. Drugg implikacje dowodzimy przez wykazanie, ze wszystkie aksjo-
maty ZF (a wigc i aksjomat nieskoriczono$ci) sa twierdzeniami A.

Aksjomat nieskoriczonosci jest niezalezny od pozostatych aksjomatéw TM,
rozpatrywanych np. w pracy [F, B-H, L 1973], a w szczegdlnoSci od pozo-
statych aksjomatéw w systemach ZF(C) czy NBG.

Aksjomat nieskoficzono$ci faktycznie wprowadza zbiér nieskoriczony (nie-
zaleznie od ograniczenn Lowenheima-Skolema): zbiér wszystkich dziedzicznie
skoficzonych zbioréw V ; w kumulatywnej hierarchii ZF(C) moze by¢ mode-
lem wszystkich aksjomatéw z wyjatkiem wilasnie omawianego. Dla kazdej
liczby porzadkowej o > ® V_ jest modelem aksjomatu nieskoficzonosci.
Z drugiej strony w ZFC bez aksjomatu zbioru potggowego istnienie zbioru
przeliczalnie nieskoficzonego, lub nawet istnienie przeliczalnie wielu réznych
takich zbioréw, nie pozwala na skonstruowanie zbioréw o mocy wigkszej
niz X,. Do tego potrzebny jest aksjomat zbioru potegowego (por. [Bernays
1937-1954]). Z kolei uzycie w tym przypadku AC (w ktérej$ z wersji) wska-
zuje na role ,platofiskich” zatozen (por. nizej uwagi o AC w punkcie 3)
w rozwazaniach np. nad liczbami kardynalnymi. Widoczne tez staja sig
zwiazki pl.Niesk. i pl.Metod.

Nasuwa si¢ pytanie o zwiazek pomiedzy niepredykatywnoScia a nieskon-
czonoS$cia. Przede wszystkim, z powodéw juz podanych, postulujemy niepre-
dykatywnie istnienie zbioru nieskonczonego. (Niepredykatywny) aksjomat
separacji nie jest zastgpowalny w ZF(C) przez skoniczong liczb¢ pojedynczych
aksjomatéw (tzn. aksjomatow nie bedacych schematami) i jest to spowodowa-
ne witasnie jego niepredykatywnoscia (por. [F, B-H, L 1973] s. 38 n.). Ogo6l-
nie jednak niepredykatywnos¢ nie oznacza braku skoriczonej aksjomatyzowal-
nosci, jak to widaé choéby po skoriczenie aksjomatyzowalnej, lecz niepredy-
katywnej NBG czy NF.

Aksjomat nieskorficzono$ci nie da si¢ wigc traktowac jako nie zinterpreto-
wany napis i jest on wyrazem platonizmu jako sposobu istnienia nieskonczo-
nosci w matematyce. Warto tu dodaé, ze doktadna analiza Zrédet pokazuje,
iz Platon bylby przeciwnikiem istnienia zbioréw aktualnie nieskoriczonych
i aksjomatu komprehensji (por. [Z. K.]).
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3. KOLEINE PRZYKEADY PLATONSKICH METOD W TM

Z dotychczasowej dyskusji wynika, ze nie da si¢ traktowac obiektéow
matematycznych jako , konstruktéw”, co nie przeszkadza temu, iz sa one tak
z uporem nazywane i traktowane przez neopozytywistyczno-analitycznych
filozoféw i metodologéw nauk formalnych. Maja oni juz ,filozofi¢” matema-
tyki. Trzeba jeszcze tylko skonstruowaé matematyke, ktéra spetniataby zalo-
zenia takiej filozofii, tzn. bytaby catkowicie bez sensu (meaningless), calko-
wicie skonstruowana i dostatecznie czysta (tzn. nie dotyczaca niczego, bo nie
zinterpretowana).

Idealem bytby tu system sktadajacy si¢ np. z jednego znaku ,,B” (z dwoma
brzuszkami), bez regut inferencji. Niestety, znak tez jest przedmiotem in-
tencjonalnym. Teori¢ modeli prébuje si¢ zastapi ,,wzajemnie jednoznacznym”
odwzorowaniem systemu w siebie.

Kolejnym aksjomatem wyrastajacym z platoniskiego traktowania przedmiotu
badad matematycznych jest aksjomat wyboru. Wzbudzit on tak wielkie kon-
trowersje wlasnie z uwagi na platoniski i niekonstruktywny charakter. Postulu-
je on istnienie pewnego zbioru bez podania (w ogélnym przypadku) jakiego-
kolwiek sposobu jego konstrukcji. Aksjomat ten stwierdza (w réwnowaznej
postaci), ze dla kazdej niepustej rodziny zbioréw istnieje funkcja wyboru, tzn.
funkcja, ktéra ,,wybiera” po doktadnie jednym elemencie z kazdego zbioru
nalezacego do danej rodziny. OczywiScie, jeSli uznamy, ze matematyka jest
Scisle ludzka dziatalnoScia, to w przypadku zbioréw nieskoficzonych cztowiek
jako istota ,,skoriczona” (= o ograniczonych, np. skoficzonym czasem Zzycia,
mozliwo$ciach) nie moze dokonaé nieskoriczonej liczby wyboréw w skoriczo-
nym czasie. Zbiér wyboru (i funkcja wyboru) jest wigc idealny. Istnieja sfor-
mutowania aksjomatu wyboru réwnowazne w ZFC z aksjomatem wyboru,
ktére okazuja si¢ nieréwnowazne np. w ZFA (tzw. aksjomat krétkiego wybo-
ru). W ZFC aksjomat wyboru jest rdwnowazny z twierdzeniem Zermelo
o dobrym uporzadkowaniu. W ogélnosci mozna poda¢ struktury TM (mode-
le), gdzie twierdzenie o dobrym uporzadkowaniu zachodzi, a nie obowigzuje
aksjomat wyboru (tzw. model Leviego).

Pytanie dla platonika teoriomnogo$ciowego: ktéra z teorii — ZFC czy ZFA
— jest = TM? Moze maja chociaz takie same ,,ontologie”, r6zniac si¢ matema-
tycznie?

Zaden sformalizowamy system TM nie wyczerpie wszystkich prawd
i struktur matematyki. TeoriomnogoSciowa interpretacja pojecia funkcji ([Wie-
ner 1914]) jako gotowego, statycznego, istniejacego w catkowicie ,,wprzod-
-okreSlony” sposob i traktowanego jako gotowa catos$¢ zbioru par uporzadko-
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wanych jest tez platoriska. Podano alternatywne, ,,dynamiczne” ujgcia intui-
cyjnie danego (z hermeneutycznego punktu widzenia) pojgcia funkcji w teorii
kategorii (por. np. [Goldblatt 1979] — pull back). W sprawie platoniskiej,
teoriomnogo$ciowej koncepcji funkcji zob. tez krytyke Brouwera (np. [Brou-
wer 1927]) tej koncepcji. Mozna nie uznawaé prawomocno$ci krytyki Brou-
wera, ale nie mozna zaprzeczy¢, ze pokazuje ona, iz poj¢cie to jest platoriskie
w sensie pl.Metod.

Omoéwione ponizej kolejne metody bedace wyrazem platonizmu w TM
dotycza réznych sytuacji wychodzenia poza formalne ramy systeméw (co
Swiadczy np. o pracy w modelu intuicyjnym), spojrzenia ,,z zewnatrz”’ na
system (co jest zwiazane z przejawami reifikacji, bedacej wyrazem inten-
cjonalnoSci). Problem intencjonalnos$ci zostaje powoli ponownie odkrywany
w filozofii matematyki (literatura por. [Z. K.] i np. [Hintikka 1992]).

PowiedzieliSmy, ze wyrazem nieograniczonego platonizmu (w sensie np.
[Bernays 1935]) jest ,rachunek K”. Czesto uwaza si¢ (zwtaszcza w pracach
metodologéw), ze antynomie pokazaly sprzecznos¢ i ,,nieistnienie” pewnych
poje¢ i struktur, np. zbioru wszystkich zbioréw. Przyktadowo — w ZF(C)
wykluczamy struktury typu x € x za pomoca aksjomatu regularno$ci. Postu-
laty metodologicznej czystosSci sa ,,wyabstrahowywane” z jakiej$ basic TM,
tzn. teorii mnogos$ci opartej na czterech czy pigciu aksjomatach dotyczacych
podstawowych dziatarh na zbiorach. Nawet bez antynomii Russella wida¢é, ze
aksjomat komprehensji w rachunku K wyznacza ,,sprzeczne” struktury (np.
(x: 90} i {x: ~0(x))).

W rzeczywistos$ci nie da si¢ zrozumie¢ TM i jej poszczegdlnych systeméw
bez méwienia o uniwersum, Ord, Card (catoSci zawierajacej wszystkie liczby
kardynalne) etc. Znajduje to swdj wyraz m.in. w rozréznieniu zbioréw i klas.

Klasa (w ZF jest to pojecie pozaformalne i pozasystemowe) to catosé
utworzona z tych obiektow, ktére spetniaja dang funkcje¢ zdaniowa: {x: @(x)}.
Zasada komprehensji jest tego wyrazem: zbidr to cato$¢ ztozona z elementéw
majacych okreSlona wtasnosé, speiniajacych okres§lone prawo etc. Formalnie
klasy sa izomorficzne z funkcjami, faktycznie jednak wskazuja na odwotanie
si¢ do catosci danej bezposrednio w okreslonych aktach §wiadomosci. Tak
samo w mowie potocznej mozemy moéwié o zbiorze wszystkich ludzi i nie
musimy uprzednio znaé kazdego cztowieka, by utworzy¢ taka cato$é. Dla
Ramseya (analogicznie) — jesli istnieja przedmioty matematyki, to definicje
niepredykatywne sa uprawnione (np. ,,najwyzszy czltowiek w tym pokoju”).
Czy te przedmioty istnieja?

Fenomenologicznie stwierdzamy ich istnienie, ale nie w fenomenologii
Husserla. Jest to spowodowane zasada redukcji transcendentalnej, kazaca
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traktowaé sady, przekonania egzystencjalne jako nieZréodtowe, watpliwe prze-
Swiadczenia. Potrzebna do tego jest zmodyfikowana, hermeneutyczna fenome-
nologia typu Heideggera.

Kazdy zbiér, np. y w ZF(C), jest klasa, gdyz mozemy go traktowac jako
formute {x: x € y}. Antynomia Russella pokazuje, ze V = {x: x = x} nie jest
zbiorem (czyli obiektem spetniajacym aksjomaty np. ZF(C)). Takie Kklasy,
jak V nazywamy wiaSciwymi.

W ZF(C) istnieje tylko jeden typ obiektéw, tzn. zbiory, w NBG — dwa.
Tak wiec pojecie klasy jest pojeciem nieformalnym (intuicyjnym) w ZF(C).
Te nieformalne ramy sg niezbgdne dla zrozumienia tego, co wtasciwie robimy
w ZF(C): przyktadowo aksjomat regularnosci stwierdza, ze kazdy zbidr jest
dobrze uporzadkowany. Co wigcej, aksjomat ten ma réwnowazne sformuto-
wanie: uniwersum V jest dobrze uporzadkowane. W ZF(C) nie ma zbioréw
czgSciowo uporzadkowanych, ktére nie sa dobrze uporzadkowane. Kazda
klasa C ma tez € -minimalny element. Fakty te pozwalaja utworzy¢ kumula-
tywna hierarchi¢ zbioréw. Wszystko, co najwazniejsze w ZF(C), wyrazamy
przez odniesienie do k1 a sy wszystkich liczb porzadkowych Ord, np.
indukcj¢ pozaskoniczona, twierdzenie o izomorfizmie (= uniwersum V nie
dopuszcza nietrywialnych € -automorfizméw), well founded induction etc. Co
wigcej: ,,normalna” teoria modeli ma paralele w teorii modeli, gdzie model
musi byé parag <U, R> (U — zbiér, R — relacja, a wigc tez zbidr), w postaci
par k 1 a s. (Aby nie podawa¢ czegos, co jest ,,chlebem powszednim” w TM,
zaktadamy znajomos¢, np. [Jech 1978]).

Dobre uporzadkowanie kazdego zbioru ma swoje dobre oparcie w intuicji:
kazdy zbiér ma ,ile§” elementéw, ktére moga by¢ ,,wyjmowane” z danej
catosdci i ulozone w ,,szufladkach”. Mozemy jednak badaé obiekty, ktére nie
dadza si¢ dobrze uporzadkowac.

Teoria mnogosci to analiza intuicyjnie danego pojecia zbioru jako ,.kazdej
wieloSci, ktéra moze by¢ pomySlana jako jedno$¢”, a rézne systemy TM
opisuja rézne ,kawatki” z pleromy wszystkich mozliwych intencjonalnie
obiektow. Pleromie tej nie przystuguje globalna niesprzecznos$¢. Jest to cos
zblizonego do Dedekinda ,zbioru wszystkich obiektéw, ktére moga byé
przedmiotem naszej myS$li”. Systemy np. semizbioréw buduja przyktady zbio-
réow, ktére moga zawiera¢ klasy niewtasciwe [Vopénka, Hajek 1972].

W ZF(C) aksjomat separacji ogranicza nierestrykcyjne uzycie aksjomatu
komprehensji (zbidr to calo$¢ tych elementéw, ktére maja okres§lona wlasnos§é
{x: @(x)}) do elementéw catosci, ktéra sama jest zbiorem. W NBG aksjomat
separacji dopuszcza juz mniej restrykcyjne uzycie aksjomatu komprehens;ji,
pod warunkiem, ze wigzane sg tylko zmienne oznaczajace zbiory. NBG jest
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konserwatywnym rozszerzeniem ZF: NBGry <> ZFry, gdzie y zawiera
tylko zmienne oznaczajace zbiory. System MK (Morse’a-Kelleya) dopuszcza
juz dowolne y i nie jest konserwatywnym ani skoficzenie aksjomatyzowalnym
rozszerzeniem ZF. MK nie pozwala jednak na rozpatrywanie ,,superklas”
takich, jak np. {R < Ord: R dobrze porzadkuje Ord}. System Quine’a NF jest
nieuzyteczny jako system podstaw matematyki. (Nie wiemy, czy NF jest
niesprzeczny, nawet wzgledem ZF, NFr~AC). W NF istnieje zbiér uniwer-
salny, ale nie mozna méwi¢ o zbiorach nieskoriczonych, a wigc np. zbiér N
nie jest tam definiowalny (por. [Quine 1937]; [Quine 1953 a]; [Rosser 1939];
[Rosser 1952]; [Rosser, Wang 1950]).

Cato$¢ mozliwych intencjonalnie obiektéw tworzy sktadowa pola herme-
neutycznego, w ktérym uprawiamy i rozumiemy TM. Zawsze mozemy badaé
nowe obiekty, nieredukowalne do juz znanych, np. mozna poda¢ aksjomatyke
dla obiektéw typu ,.x jest zbiorem <> x posiada elementy, ktére same sa
zbiorami”. Otrzymujemy nie posiadajace €-minimalnych obiektéw catosci,
gdzie zwykte zbiory (ZFA) stanowia wycinki takich ,,uniwerséw” (analize
takich niestandardowych struktur — non-well-founded, np. zawierajacych
sekwencje cykliczne i inne, wykluczone przez aksjomat ufundowania — por.
w: [Aczel 1988]).

Niedowodliwe, pozaformalne strategie w teorii mnogosci, takie jak: limita-
tion of size (ograniczenie wielkoSci zbioréw — iteracyjna koncepcja zbioru),
finityzm (zbiory nieskonczone sg ,,podobne” do skonczonych), maximize,
whimsical identity”, ,niewyczerpywalno$¢”, uniformity, reflection, diversity
(por. [Maddy 1988]) etc. sa przyktadem hermeneutycznego odniesienia si¢ do
intuicyjnego pojecia zbioru, a nie (jak chce Maddy [Maddy 1990]) czegos,
co upodabnia matematyke do fizyki i nauk empirycznych. Nastgpnym tego
przyktadem jest formutowanie zdan, problemdéw, zagadnien, ktére sa nieza-
lezne i nierozstrzygalne w danym systemie. Formulujac np. hipotez¢ konti-
nuum, jesteSmy przeciez juz ,,poza” systemem ZF(C). Gdzie wigc jesteSmy?

W intuicyjnej TM nastgpuje ,,widzenie” wlasnosci (liczby kardynalne stabo
nieosiagalne, nieosiaggalne, Mahlo ...). Dowdd niezaleznoSci i nierozstrzygal-
nosci jest juz wtoérny. Nikt nie pracuje na nie zinterpretowanych formutach.
Mozliwa i konieczna w filozofii matematyki jest analiza noetyczno-noema-
tyczna.

To, ze w TM méwimy o liczbach kardynalnych nieosiagalnych, oznacza,
iz moéwimy o czyms§, co jest niekonstruktywne i niekonstruowalne za pomoca
znanych operacji tworzenia zbioréw (separacja, zbiér potggowy lub np. opera-
cje Godla). TM platonikowi (Godel) zawdzigcza najbardziej konstruktywny
epizod w swych dziejach (V = L, HOD). W przypadku twierdzen o liczbach



246 ZBIGNIEW KROL

kardynalnych nieosiagalnych stykamy si¢ ze skrajnym przypadkiem pl.Metod.
(por. [Jech 1978]; [Kunen 1980]). Pelny opis sytuacji domaga si¢ wyrdéznienia
platonizmu hermeneutycznego (por. [Z. K.]). Temat jest zbyt obszerny, aby
przedstawi¢ go w ramach tego artykutu.

Platonizm w ogdlno$ci w matematyce, a w TM w szczegdlnoSci nie polega
na biwalencji zdani, jak chce Dummett (np. [Dummett 1982]; [Dummett
1993)).

III. PLATONIZM TEORII MNOGOSCI
JAKO WARUNEK JEJ] UPRAWIANIA

Na tym zakoniczyliSmy skrétowy przeglad metod bedacych wyrazem plato-
nizmu w TM. Na doktadne oméwienie nie ma tu miejsca. Pl.Metod. pokazuje,
ze mozliwa jest zrédlowa, ,wewnetrzna” ontologia matematyki. Zwrdcenie
uwagi na ten typ platonizmu jest dopiero poczatkiem drogi badania doprowa-
dzajacego do zrozumienia platonizmu. Pokazanie, Zze mamy w nim do czynienia
z ontologia w sensie hermeneutycznej ontologii fenomenologicznej, wymaga
etapu nazwanego przez nas platonizmem hermeneutycznym (por. [Z. K.]).
W sensie takiej ontologii problem ontologiczny w matematyce staje si¢ Zrédlem
rozwoju wiedzy matematycznej i powodem powstania réznych, czgsto sprzecz-
nych i zwalczajacych si¢ kierunkéw w filozofii i podstawach matematyki.
Mozna to uzasadnié takze za pomoca historycznego studium przypadku.

Metody platoiiskie pokazuja, ze matematyk bez §wiadomych decyzji (nie-
zaleznie od ,,Swiatopogladu”) odnosi si¢ do ,,rzeczywistoSci”, ktéra bada, jako
do istniejacej. Zajecie takiej postawy nie jest dodatkiem, z ktérego mozna
zrezygnowaé (por. tzw. platonizm pragmatyczny w [Z. K.]), lecz warunkiem
uprawiania matematyki. Nie jest to tez jaka§ subiektywno-psychologiczna
»otoczka”. Roéwnie nonsensowne bytoby nazywanie fenomenologii psycho-
logizmem dlatego, ze méwi o aktach SwiadomosSci.

Platonizm jako metoda jest konieczny dla matematyki, tak jak otwarcie
oczu jest konieczne, zeby widzeé.

Sposéb b y c i a cztowieka jest sposobem bycia.

W pl.Metod. stykamy si¢ z fenomenami hermeneutyczno-fenomenologicz-
nymi, w ktérych ujawnia si¢ bycie. Sytuacja ontologiczna w matematyce to
modus fundamentalnej sytuacji ontologicznej ,,bycia-w-Swiecie” (por. Bycie
i czas Heideggera). Nie oznacza to catkowitej akceptacji ontologii Heideggera.

Jak pokazano w [Z. K.], wlasnie w matematyce, jeszcze przed wysta-
pieniem Heideggera, pojawity si¢ fakty kazace powatpiewaé¢ w niepodwazal-
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no$¢ metafizyki rzeczowosci i fenomenologii efektywnych danych zreduko-
wanej Swiadomosci (por. interpretacj¢ mysli Fregego w: [Z. K.]).

Czy w teorii mnogos$ci mozemy moéwié, ze co$ jest ,intuicyjnie dane”?
Ogdlna neopozytywistyczno-analityczna tendencja metodologiczna, przejawia-
jaca si¢ np. w wyréznianiu kontekstu odkrycia i uzasadniania, sugeruje, aby
unikaé analizy tego, co intuicyjnie dane, gdyz nic takiego nie ma lub nie
podlega analizie. Takie metodologiczne wymogi réwnaja si¢ zadaniu, aby nie
uprawia¢ matematyki. Wszystkie wymienione (i nie wymienione tutaj — por.
[Z. K.]) platoriskie metody §wiadczg o konieczno$ci méwienia o tym, co jest
pozaformalnie, intuicyjnie dane. Brak intelektualnej zdolnosci do zauwazenia
tego (np. [Maddy 1990]) nie jest zadnym kontrargumentem.

»Dowdd i istnienie nieaksjomatyzowalnych sformalizowanych teorii jest
bez watpienia jednym z najwazniejszych ostatnich osiagnigé¢ w badaniach nad
podstawami matematyki. Filozoficzne i epistemologiczne implikacje tego
rezultatu nie zostaly wyczerpujaco ocenione” ([F, B-H, L 1973])’.

Kluczowa hermeneutyczna struktura w intuicyjnej TM jest struktura
»jeden-nad-wielo$cia” ([Z. K.]).

Jak pokazuja np. finityzm, intuicjonizm, rézne konstruktywizmy (czy
antropologizmy w terminologii [Wang 1963] rozdz. II), wizja naszego czto-
wieczefistwa ma wplyw na ksztalt uprawianej matematyki. W matematyce
i w jej filozofii tez chodzi o czlowieka i o to, kim on jest.
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ON PLATONISM IN SET THEORY

Summary

This article points at some (strictly) mathematical methods, which often tend to display not
fully conscious treatment of mathematical reality as given, existing and already-present-there.
This attitude is prequisite for mathematical research (including set theory), and not merely
a psychological add-on, and the methods can be best described as ,,platonism as method
of enquiry in mathematics” (pl.Metod.) and ,platonism as mode of existence of infinity”
(pl.Niesk.). Thus, platonism becomes one of the problems internal to mathematics. Identifying
pl.Metod. and pl.Niesk. as such, being described here with respect to set theory, is only a star-
ting point in the process of grasping and explaining platonism. This requires phenomenological
hermeneutics of mathematics to be conceived (cf. [Z. K.]).

Summarized by Zbigniew Krol

Stowa Kkluczowe: platonizm, teoria mnogosci, hermeneutyka matematyki, fenomenologia,
Heidegger, konstruktywizm, intuicjonizm.

Key words: platonism, set theory, hermeneutics of mathematics, phenomenology, Heidegger,
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