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I. WSTEP

Pojecie przestrzeni naly do tych fundamentalnych pgj, ktére mag
swoje korzenie w filozofii, a ich ewolucja pozosta w scistym zwigzku
Z rozwojem matematyki, astronomii, kosmologii iyikk. Pocatkowo sdzo-
no, ze badanie wiasrggi przestrzeni jest wytznie przedmiotem zaintereso-
wania geometrii. Pfniej przestrzeni Euklidesa, ktéra byta jedynie pewn
konstrukchp matematyczap, tkwigcg u podstaw jegdelementow probowano
nadawa& status przestrzeni fizycznej, tj. traktovgs jako model realnych
stosunkow geometrycznych paacych w otaczajcym nas swiecie. Dla
Kanta przestrze euklidesowa byla nie tyle matematygzabstrakcj realnej
przestrzeni fizycznej, co uzasadnieniem fakte, matematyka — nauka de-
dukcyjna — potrafi w sposéb jednoznaczny i konigcmstala fakty empi-
ryczne. Gwarantem prawdzida sgdOw syntetycznycla priori (poszerzaj-
cych nasz wiedz i nie opartych na daviadczeniu) g8 pewne formy zmy-
stowdici, dane genetycznie kdemu cztowiekowi — kategorie czasu i prze-
strzeni.

Dr hab. MAREK Szybrowskl — Wydziat Fizyki, Astronomii i Informatyki StosowapUJ,
Obserwatorium Astronomiczne Uniwersytetu Jagigdkiego, Zaktad Astrofizyki Wysokich
Energii; adres do korespondencji: ul. Orla 171, 23@ Krakéw; e-mail: uoszydlo@cyf-
kr.edu.pl

Dr AbAM KRAWIEC — Wydzial Zaradzania i Komunikacji Spotecznej UJ, Instytut Spraw
Publicznych, Zaktad Teorii i Polityki Gospodarczegres do korespondencji: Rynek Gtow-
ny 8, 31-042 Krakdéw; e-mail: uukrawie @cyf-kr.edu.pl



44 MAREK SZYDLOWSKI, ADAM KRAWIEC

Przedmiotem naszych zainteres@w®dzie pogcie przestrzeni fizycznej
oraz jej ksztattu. Wydaje size pytanie o otaczaga nas przestrzefizyczmg
w sposOb poprawny zostato postawione dopiero pideerta Einsteina po
sformutowaniu przezeogodlnej teorii wzgédnosci w 1915 r. Zgodnie z new-
tonowsly teoria grawitacji wszystkie materialne ciala oddziatuja siebie
sita proporcjonalg do ich mas i odwrotnie proporcjonalnie do kwadratu
odlegtaci miedzy nimi. Zalenos¢ ta, pomimo swej pegi w wyjasnianiu
zjawisk fizycznych, ma charakter fenomenologicznyié odpowiada na py-
tanie o natw oddziatywa grawitacyjnych. W swojej teorii Einstein inter-
pretuje grawitag jako odksztalcenie czasoprzestrzengddzej unifikacp
pojecia czasu i przestrzeni w jeden samoistny byt finyc Czas i przestrie
od tej pory przestaj by¢ niezalenymi obiektami fizycznymi, a stajsi¢
przejawami tworu bardziej fundamentalnego i bardeéalnego w tym sen-
sie, ze prawa fizyczne odnoszsie do tego wiénie pogcia czasoprzestrzeni.
Zgodnie z teoy Newtona w euklidesowej przestrzeni sita grawitagkrzy-
wia tor ruchu planety i sprawiae krazy ona wokot Stdaca po orbicie za-
mknictej. Einstein dokonat zmiany w tym obraziwiata, pokazujc, ze na
planet nie dziatazadna sita i jej ruch jest swobodny. To odksztateecza-
soprzestrzeni, wywotane obedwy Stonca, jego masy i energii, powoduje,
ze najkrétsza drogag¢zaca dwa dowolne punkty przestrzeni nie jestgini
prost, ale staje sikrzywg, ktorg nazywamy geodezyjn

| odwrotnie: badanie przestrzeni fizycznej podlegadowi dawiadcze-
nia, tzn. mae by i jest przedmiotem badafizyki w tym samym sensie,
w jakim s nimi inne obiekty fizyczne. Fakte przestrzé nie jest sztyws
scery, na ktorej rozgrywaj sie procesy fizyczne, lecz jest przez nie ksztat-
towana i jednoczmie sama je ksztaltuje, czyni zasadnym pytanie, gaka
jest czasoprzestriae w ktérej zyjemy. Jedynym sposobem znalezienia od-
powiedzi na to pytanie jest badanie ruchu matewtdsnaci promieniowa-
nia wypetniajcego Wszecswiat. Dlatego szukamy struktur tworzonych
przez galaktyki i ich gromady, ciemnej materii c#®z niejednorodnéci
promieniowania tta. W ramach tego pytania zawiéessgczegbdtowa kwestia
ksztaltu przestrzeni, w ktérejyjemy. Zwr&my jednak uwag na to,ze nie
jest nam dana tylko jedna przestiZezyczna, ktéra obowizywataby w catej
historii WszecKwiata, poniewa procesy fizyczne, ktére siv niej dziep, s3
jej aktywnym czynnikiem i ksztaltgjja. Jest to wgc twor geometryczny,
podlegajcy zmianom w czasie. Pgjie ksztattu przestrzeni wydajecged-
nak by whlasnacig inwariantry wzgledem jej czasowej ewolucji, a tym sa-
mym czynmé bardzo fundamentalnym.
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Obserwugc Ziemie nawet z wysokéxi kilku tysiecy metrow, mana mie
wrazenie, ze jest ptaszczyzn Gdyby jednak spekulowao mazliwym
ksztalcie Ziemi, to rownie dobrze mogtby todbtorus czy sfera, jak i nie-
skohczenie wiele innych mdiwoséci. Badanie maliwych form przestrzen-
nych jest w istocie pytaniem o jej globalforme zgodry z obserwacjami lo-
kalnego fragmentu. Przestizektéra lokalnie jest podobna do przestrzeni
Euklidesa, jest bardzo vmaym obiektem matematycznym zwanym rozmaito-
cig rézniczkowg. Nasze pytanie o nibiwy globalny ksztatt przestrzeni jest
rowniez pytaniem o lokalny ksztalt przestrzeni, o ktorekiadamy,ze jest
rozmaitccia rézniczkowg, poniewa istniejg podstawy, by gdzi¢, ze struk-
tura czterowymiarowej czasoprzestrzeni jest catkdsviokré&lona przez jej
trojwymiarowa czgs¢ przestrzens i tempo jego zmian, oraze obie maj
struktue rozmaitgci. Od tej pory bdziemy implicite zaklad&, ze rzecz
idzie o tréjwymiarowy czes¢ przestrzensp obiektu bardziej fundamentalnego
jakim jest rozmaité&¢ czasoprzestrzenna — lokalnie podobna do czasoprze-
strzeni Minkowskiego.

Badanie trojwymiarowych rozmaitoi jest w pewnym sensie uogdlnie-
niem analogicznych badadwuwymiarowych rozmaiti. Rzecz jednak
w tym, ze o ile petna klasyfikacja tych ostatnich jest zmamatematykom od
przeszio stu lat, to klasyfikacja topologiczna to@maitGci jest wciz nie-
kompletna z powodu ogromnej zlmncsci topologicznej niektorych ich form
przestrzennych. Jeszcze do niedawna powszechnipdaltielany pesymizm
co do znalezienia takiej peinej klasyfikacji, dopdkurston nie pokazat, jak
wszystkie trojrozmaiteci daja sie¢ utozy¢ w pewnym porzdku, uwzgédnia-
jac w ich geometrycznym opisie wygia i zagtlenia. Zabieg nazywany chi-
rurgig pozwala na konstrukeijtréjrozmaitgci wedtug zapjtanej linki sznur-
kowej niezalénie od sposobu jej zaplenia. Ztazonoé¢ przedsgwzigcia
W. P. Thurstona jest zilustrowana w jego pracy Nkeksem (,Scientific
American”). Wyobramy sobie,ze poréwnujemy dwa zagthne motki witécz-
ki lub sieci rybackiej po to, aby sidowiedzi€ czy, s one zapitane w ten
sam sposaob.

Jeli nie istnieje systematyczna metoda rozstrzggia tego faktu, to nie
ma nadziei na sukces w dziedzinie klasyfikacjitoamaitcci.

Taka klasyfikacja jest interesiga dla matematyka z punktu widzenia
wlasnaci topologicznych tréjrozmaitei. Szczegdlnie chodzi o te wlasitd
obiektow geometrycznych, ktéreg sniezmiennikami homeomorfizméw -
przeksztatcé polegajcych na wszelkich deformacjach obiektu tyfmiska-
nie i rozchgganie (byleby nie rozrywai nie sklej& punktow przestrzeni).
Dwa obiekty uwaamy za identyczne z topologicznego punktu widzenia,
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jesli sa homeomorficzne. Topolog to cziowiek, ktéry nie oé#hria torusa
Z dziumg od filizanki z uchem. Wiasrsgiami topologicznymi g np. wymiar,
orientowalnd¢, charakterystyka Eulera rozmaito, etc.

Jedna z trudni@i w zrozumieniu form topologicznych, czyli ksztat
przestrzeni, ktorej lokalne wlasfm s3 okreslone przez metryk polega na
tym, ze przy ich badaniu trudno sobie je wyobtarak, jak wyobraamy
sobie dwuwymiarow powierzchn¢ zanurzog w przestrzeni trojwymiaro-
wej. Gdyby s¢ uprzet, to mazna by zanurza troéjrozmait@ci w szerszej
przestrzeni, w ktorej znalaztobyesimiejsce na zobaczenie jej wygdii sa-
moprzeceé, ale nie jest to konieczne. Dodajmye przestrze, w ktérej za-
nurzamy nasg rozmaitg¢, jest tworem sztucznym, poniewavszystkie jej
geometryczne witassoi mog by¢ wywiedzione z geometrii wewtrznej tej
powierzchni bez odwolywania ¢ido zewrtrznej przestrzeni. Niestety do
okreslenia jej ksztattu krzywizna przestrzeni nie wystaa, jakkolwiek wiel-
kos¢ ta odgrywa fundamentadrole w ogolnej teorii wzgidnaosci.

Intuicje dotycace sposobu wygia z tej trudnéci mozna odnaléé¢ juz
w dziewktnastowiecznej matematyce, kiedy to odkryte, dowolny dwu-
wymiarowa rozmaité¢é mozna sobie wyobrazi jako prostokt, w ktérym
w odpowiedni sposoOb zostaly sklejone (gamione) pary bokéw. Po skle-
jeniu szwy znikaj i np. ptaskie istotyyjace na tej powierzchni nie potrafi
odraézni¢ obu sytuacji — przed i po sklejeniu. Wyobnay sobie ,ptaszczaki”
zyjace na dwuwymiarowej rozmaioi z taky egzotyczpy topologhg na
kwadracie, w ktorym przeciwlegte boki zostaty zgamione. Kiedy ,ptasz-
czak” opuci goérny bok kwadratu, wyjdzie z powrotem z przeleigtego
punktu na dolnym boku. Analogicznie: gdy ptaszczaiknie z prawej stro-
ny, pojawi s¢ z lewej. Nasze istoty nie wieglz czy zamieszkuyj torus
dwuwymiarowy, czy kwadrat, w ktdrym dokonano podgpdim utazsamiea.

Trik ten jest wykorzystywany w efych grach wideo i na tym przykia-
dzie widzimy,ze dla naszego intuicyjnego rozumienia torusa rdielta do-
konywa' faktycznego klejenia bokéw kwadratu — wystarcggdzic ruch
obiektu po kwadracie, mg jedynie w domyle klejenie. To wane, ze trik
z abstrakcyjnym klejeniem dajeesuogolni na przypadek tréjwymiarowy.
W ten spos6b meemy sobie wyobrzé trojwymiarowe struktury bez od-
wotywania s¢ do zewrtrznej przestrzeni. Fakge obiektu nie widzimy, nie
oznaczagze wszystko o nim wiemy i rozumiemy, jakie relacgnpp w jego
swiecie. Analogiczna procedura — analogiczna do k&yra pozwolita nam
skonstruowa dwuwymiarowy torus — wwiecie trojwymiarowym opiera si
na szécianie, ktéregosciany zostaty utssamione. Wyobramy sobie, ze
zyjemy w pokoju w ksztalcie prostopadianu, w ktérym sklejono przedni
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sciare z tylng, lewg z prawg i sufit z podtog. Jeliby dokona faktycznie
takiego sklejenia, to musielibsny sobie wyobraaé, ze pokdj wygina si

I odpowiednie sciany kcza sig w czterowymiarowej przestrzeni. Bardzo
trudno jest wyobrazi sobie taki trojtorus, ale — jak podktalismy — wcale
nie jest to konieczne dla zrozumienia tej rozmaitoWystarczy zastosowa
abstrakcyja procedug¢ klejenia, tzn. myle¢, ze obiekt poruszapy sk ku
przedniejscianie zniknie, by nasgpnie pojawt si¢ doktadnie naprzeciw, na
tylnej scianie; podobnie kiedy obiekt znika w praw&jianie i pojawia i

z powrotem z lewej strony. de patrzymy na tyla $cianke, to promié
Swiatta przechodzi przez gi wraca z przeciwlegtego punkteianki przed-
niej. Wobec tego widzimy swajkopie en face Podobnie: pategg w prawo,
widzimy swdj lewy wizerunek, a gdy popatrzymy w dd&@obaczymy,ze
stoimy na wtasnej gtowie. Poniewgrzedtizenie promieniswietinych wy-
znaczajcych obrazy przedmiotow przecimapokoj we wszystkich kierun-
kach, zobaczymy nieskozom liczbe swoich kopii oraz kopii pokoju. Efekt
optyczny ledzie podobny do tego, ktéry moglifimy zaobserwowsg gdyby
wszystkiesciany tworzce pokoj wytayé lustrami. Ranica bytaby jedynie
w tym, ze obrazy nie bylyby przekcone i doktadnie odtwarzatyby oryginat.
Pokdj wyghda jak rozcigajaca st w nieskaiczonagé prostopadiécienna
komorka. Pozornie mamy wranie, ze zyjemy w niesk@czonym swiecie.
Faktycznie trojwymiarowy torus jest skezony, poniewa wszystkie wi-
dzialne obrazy, ktére twogznieskaczory przestrzens siet, s3 obrazami
tego samego obiektu.

Inne maliwe struktury przestrzenne dla Wszeéealata mana otrzyma,
jesli zamiast sz&cianu wyjemy innych wieldcianow i dokonamy abstrak-
cyjnego klejenia ichcian. Interesyj nas takie formy przestrzenne, ktére s
lokalnie jednorodne, poniewanasza przestrdiew dwej skali jest jedno-
rodna i izotropowa.

Dwie takie rozmaitéci mozna skonstruowaz dwunastécianu prawidto-
wego, ktéregosciany @ pigciokatami foremnymi. Wszystkigciany da s
podzieléc na sz&¢ parami réwnolegtychscian. Pierwsz tréjwymiarowg
dwunastécienrg rozmait@dé — rozmaité¢ Poincarégo — otrzymamy, §je
jeden z piciokatow kazdej pary obrécimy najpierw o 8&v kierunku prze-
ciwnym do ruchu wskazéwek zegara wokot osi prostibgjado ptaszczyzny,
w ktérej lezy, i nastpnie skleimy parycian. Drug rozmaité¢ — rozmaitdé
Webera-Seiferta — uzyskamy skle@akazdy pigciokat z przeciwlegtym pjcio-
katem obréconym o 108rzeciwnie do ruchu wskazéwek zegara.

Zaréwno torus, jak i obie rozmakci dwunastécienne § modelami nie-
ograniczonej (bez brzegu) przestrzeni o rskawnej obg¢tosci. Rozmaitd¢
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Webera-Seiferta mma wyposay¢ w lokalnie hiperbolicza geometrg, jesli
rozedmiemy 4 tak, aby wszystkie dwadzieia katow wierzchotkowych
dwunastécianu stato s na tyle matymi,zeby mogty s¢ zeg¢ w jednym
wierzchotku. W podobny sposob procedura abstralaygnklejeniascian
w przestrzeni Poincarégo wymagasoéq sk czterech wierzchotkéw dwuna-
stcscianu. Kat wierzchotkowy standardowego dwunast@nu foremnego
jest za maly, aby mogtoestak st&, dlatego naley rozdh¢ dwunastécian do
odpowiednich rozmiarow, aby byto to miwe. W tym przypadku korzy-
stamy z wiasngri, ze katy wielokata na przestrzeni sferycznegds rosty
Z jej rozmiarami.

Po tych obszernych wyjaieniach powiemyze ksztattem przestrzeni nazy-
wamy forng topologiczr przestrzeni bdaca lokalnie jednorodg. W prze-
strzeni tej obowjzuje geometria wewntrzna zdefiniowana przez wyniki
pomiaréw geometrycznych, ktéreg slokonywane na niej samej bez od-
wotywania s¢ do jakiejkolwiek zewntrznej przestrzeni. Geomegriwe-
whetrzna przestrzeni odriniamy od geometrii zewstirznej przestrzeni, ktéra
opisuje rownie, w jaki sposéb interesgfa nas przestriejest w ng wio-
zona. Na przykiad geometria wewgtrzna walca czy stka otrzymanego
przez odpowiednie wygcie kartki papieru jest taka sama jak na kartce pa-
pieru, ale zewgtrzne geometriegsinne. Sid wniosek,ze j&li powierzchnia
w trojwymiarowej przestrzeni Euklidesa wydh na nierbwnomiernie za-
krzywiong, to nie dowodzi jeszczeze whtasnd¢ ta jest jej whlasnéciag we-
whetrzng. Geometria powierzchni torusa, w ktorym wstoi dziur, zmienia
sie od punktu do punktu, jakkolwiek geometria westrzna kwadratu, z kto-
rego utasamiagc boki mana go zrohd, jest prostsza i w otoczeniu do-
wolnego punktu jest geomedrptaszczyzny, tzn. jest lokalnie nieodndalna
albo lokalnie jednorodna. Rgjie lokalnej jednorodniei byto réwniez fun-
damentalne dla klasyfikacji tréjrozmadim. Wczeniej udowodniono dla po-
wierzchni, ze dowolna powierzchnia me by zrealizowana w taki sposéb,
ze jej geometria jest lokalnie jednorodna. Caaej, na kadej powierzchni
moze istni€ tylko jeden typ lokalnie jednorodnej geometriitak dla po-
wierzchni mamy trzy znane typy lokalnie jednorodnygeometrii wewagt-
rznych: geometti ptaszczyzny, geometrisfery i geometr hiperboliczn.
Zajmijmy sie ta ostatnj.

Oczywiscie juz w przypadku powierzchni hiperbolicznej nie jestAine
opisywanie jej jeda formuly analityczr, ale mana w przyblzeniu mode-
lowaé duze jej kawatki. Jest to geometria o stalej ujemnejylwiznie. Papie-
rowy model takiej powierzchni uzyskamy sklejajkilka tréjkatéw réwno-
bocznych tak, aby w wierzchotku schodzitg sch siedem (Rys. 1). Okg
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wyciety na takiej powierzchni i rozprostowany na ptagzeie czsciowo

bedzie zachodzit na siebie, tzn. jego didgdoedzie wicksza od dtugéci

okregu o tym samym promieniu na ptaszémie Euklidesa. Sumaakow

wewretrznych tréjlgta na takiej powierzchnidolzie mniejsza od 180 Im

wieksza ledzie ptaszczyzna trojfa, tym mniejsza ¢dzie suma jego dtdw

wewrgtrznych. Powierzchnia hiperboliczna ma sgtabjemry krzywizne

Gaussa, tzn. w otoczeniu dowolnego punktu tak sednoi sic od ptaszczy-
zny stycznej w tym punkcie.

Najlepszym przyktadem powierzchni, degj jednoczeénie intuicyjny
model ksztattu powierzchni hiperbolicznej jest sfew ktorej wycéto, po-
wiedzmy, p-dziur i nas¢pnie zaklejono jegczkami, tj. powierzchniami to-
pologicznie rownowanymi torusowi, w ktérym wygito dziug. Powierzch-
nie taka nazywamy hangl. Dla dowolnej powierzchni rozbitej na wielgtke
klatki o dowolnej formie ich liczba minus liczbaawedzi plus liczba wierz-
chotkdw jest stata i zahy tylko od samej powierzchni, natomiast nie zgle
od sposobu rozbicia na wielgly. Liczbe t¢ nazywa s charakterystyk Eu-
lera. Jéli w sferze wycié¢ p dziur, to jej charakterystyka Eulerabedzie
robwna 2 - p. Jwz w XIX wieku wiedziano,ze dowolna orientowalna po-
wierzchnia jest topologicznie réwnowsa powierzchni sfery p-dziurami po-
zatykanymi gczkami. Liczle p nazywamy jej genusenpi(x(¢°) = 2 — ).

Powierzchng hantli z dwoma lub wice] dziurami mana podzielk na
sz&ciokaty schodzace st po cztery w kadym wierzchotku. Jdi skonstru-
ujemy taly rozmait@¢ z hiperbolicznymi sz&iokgtami z odpowiednimi
katami wewrgtrznymi, to mana na niej zadageometr¢ hiperboliczn.

W przypadku rozmaitxi tréjwymiarowych mamy nie trzy typy lokalnie
jednorodnych geometrii, ale jeszczedptodatkowych. Wynika to z tegae
w tym przypadku ral krzywizny Gaussa odgrywa tzw. krzywizna sekcyjna.
Krzywizna ta dla kadego dwuwymiarowego przekroju mm przyjmowa
rézne wartdci i rzecz s¢ troche komplikuje.

Inng okolicznaicia odr&zniajaca trojwymiarowe rozmaitéci od dwuwy-
miarowych powierzchni jest fakke rozmaitgci te mazna tak zdeformowa
iz nie potrafimy na nich zaddokalnie jednorodnej hiperbolicznej geometrii.
W. P. Thurston wysus hipotez, zgodnie z kt&r kazda rozmaité¢ moze
by¢ rozbita na proste fragmenty posiagaj (dopuszczage) geometr lo-
kalnie jednoroda — jedry z oSmiu typéw. Hipoteza ta byta udowodniona dla
szerokiej klasy rozmaitei i potwierdzona numerycznie. Jak do tej pory nikt
nie znalazt kontrprzyktadu. Co wdej, dla wikszasci geometrii ztaonaosé
geometryczna nie odgrywa szczegolnej roli w tymssernze na wekszaci
rozmaitgci mozna zada geometr¢ lokalnie hiperbolicza. Mostow i Nei-
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mark udowodnili,ze jesli na trojwymiarowej rozmaitéci taka hiperboliczna
metryka mae by zadana, to jej geometria w petni okiee sie przez
topologk. Z tego twierdzenia wynikaze wszystkie rozmaitei majce
lokalnie jednorodne geometrie mma sklasyfikowa. Oprécz tego twier-
dzenie to daje proste kryterium klasyfikacji trgmaitgsci, a mianowicie
mozna znaléc¢ jej objetos¢, a twierdzenie zagwarantuje nave bedzie ona
zaleze¢ jedynie od topologicznego typu rozmdita Jest to zadziwiage, ale
objetos¢ staje s¢ etykietly, pozwalajca na jej identyfikacs.

Pozostaje nam zweryfikowanie, jaki jest ksztalttczaavistego Wszech-
swiata. Jgli przyroda wybiera typowe sytuacje, to winno nagt ldanezy¢
w przestrzeni hiperbolicznej. Obserwacje astronamécréwnie wyraznie
wyrézniaja ten przypadek. Otwartym jednak pozostaje pytas®, nasza
przestrzé jest sk@czona, czy nieskzona. Istnieje mdiwosé, ze Wszech-
swiat jest skéczony, chocia sprawia wraenie nieskaczonego, poniewa
$wiatto ma czas obiec go wielokrotnie, co powodwgmienie wielokrotnych
replik danego obiektu. Powszechnie siydzi, ze odpowied na to pytanie
dadz najblizsze misje satelitarne. Wkrétce NASA zrealizuje pkbjo na-
zwie MAP, a w ramach europejskiego programu plamevast wystrzelenie
w 2007 r. satelityPlanck

W tym miejscu maemy nawjzaé do znanego pytania, postawionego
swego czasu przez M. Kaca: ,Czy ama ustyszé ksztatt gbna?” Jest ono
parafraz intencji bada z dziedziny analizy spektralnej,ggiinego dziatu fi-
zyki matematycznej, w ktérym ze znajofeo spektrum pewnych operato-
réw, powiedzmy operatora Laplace’a, uzyskujemy infacg o geometrycz-
nej i topologicznej strukturze przestrzeni, na kjdjest on okr&ony [2].
Na pocatek wyjanijmy rzecz, odwolujc sk do przyktadu z dziedziny
swiata aywionego. Wswiecie tym, poczynagc od zebry do lamparta, ob-
serwujemy ranorodna@¢ struktur i ich ubarwienia na powierzchni ciata
zwierzt. W przesziéci biolog matematyczny A. M. Turing [7] dat ¢zio-
wa odpowied na pytanie, jak lampart otrzymat swojetld. Dzigki fluk-
tuacjom enzymow dyfundagych przez rozwijajcy sie embrion powstaj
struktury przestrzennych plam. Zaréwno rozmiar jageometria zwiergt
pozostag w scistych zwigzkach ze zrénicowanymi strukturami. Na przy-
ktad szeroki cylindryczny ksztatt tutowia lampanaeferuje etki, podczas
gdy zwezajacy sk ogon sprzyja grgom [4]. Niezwykle interesgge jest,ze
takie struktury wynikaj juz z wtasndci prostych rozwqzan rownax roz-
niczkowych czstkowych drugiego rdu, zadanych na geometriach i topo-
logiach wia&ciwych dla zwierzcych cztonkéw. Gdybymy sie przyjrzeli
dwuwymiarowemu réwnaniu Helmholtz&’® + k*® = 0 z warunkiem brze-
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gowym (n- O)® = 0, to posiada ono rozwdania, ktoére opisaj rézne
geometryczne tesselacje (mozaikiYdz> 0 i ® < 0 [1]. Na przyktad nie-
skonczona linia jednowymiarowych paskéw jest opisanaeprrozwizanie
® = coskx, k =nr,n =1, +2, ..., podczas gdy rozedaniad = ¥2(coskx +
cosky) zk = x lub k = 2z opisug mozaile typu szachownicy ze zalternowa-
nymi kwadratowymi paskami, w ktérycid > 0 i ® < 0, nachylonymi pod
katem 45.

W podobny sposéb jak fluktuacje enzyméw mqmowadzé do uetko-
wania powierzchni zwieg, tak fluktuacje anizotropii promieniowania re-
liktowego generuj plamy na sferze niebieskiej. Gaoe i zimne plamy &
roztozone na niebie w sposob losowy, lecZlijgNszechwiat ma zwarg
topologk, pojawiap sie w rozktadzie temperatury zéorodne struktury.
| odwrotnie struktura plam promieniowania reliktoyeejest podpisem topo-
logii naszego Wszedghviata.

Mozemy teraz postawiw precyzyjniejszy sposob pytanie zawarte w ty-
tule: Czy topologiczna struktura Wszdéohata (jego ksztalt) mie zosta
odczytana z fluktuacji promieniowania reliktowego?

W dalszej cgsci pracy pokaemy, ze odpowied na to pytanie jest niti-
wa dziki posepowi w nhaszym rozumieniu matematyki tréjwymiaroweg-
maitosci oraz posgpowi w dziedzinie kosmologii obserwacyjnej, a w z2¢
golndsci technik obserwacji anizotropii promieniowanialikeowego, no-
wym misjom satelitarnym oraz nowej klasy detektorom

Zanim przysipimy do oméwienia, jak statogimozliwe testowanie topo-
logii WszecRBwiata, przypomnijmy pokrotce histertego zagadnienia i przyj-
rzyjmy sk jego kontekstowi bardziej szczegoétowo.

Il. PRZESZLOSC PROBLEMATYKI KSZTALTU WSZECHSWIATA
— TLO HISTORYCZNE

Chyba jednym z najstarszych pytalotyczcych bezpérednio ksztattu
WszecHBwiata byto pytanie o jego skozona¢ lub niesk@czonaé. Jest ono
z kategorii tych pyta filozoficznych, ktére dojrzewaty do naszych czasow
aby — po pierwsze — zostav sposéb poprawny sformutowane, a po drugie,
aby pojawit s¢ sposéb jego rozstrzyggia. Tym bardziej interesage wy-
daje s¢ przeledzenie kontekstu historycznego w ewolucji teggadnienia.

Przekonanieze ogdlna teoria wzgtinosci daje podstawy do stwierdze-
nia, ze WszecKwiat jest skaczony kadz nieskaiczony, jest zupetnym nie-
porozumieniem. Wynika to przede wszystkim z fakita, teoria ta jest lo-
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kalna, tzn. pozwala ona oktee geometrg i krzywizne niewielkiego frag-
mentu przestrzeni na podstawie zawartej w nim niatexnergii. Zgodnie
Z t3 teorig obecnd¢ materii mae zakrzywi& przestrzé na trzy rG@ne spo-
soby, w zalenosci od wartdci, tzw. parametruQ, okreslajgcego srednig
gestas¢ WszecKBwiata. Warunek = 1 wyr&@nia krytyczry wartasé tego pa-
rametru, odpowiadaga sytuacji, kiedy tempo ekspansji jest rownedkosci
rownowazace] grawitacyjny wpltyw reszty Wszedhiata na galaktyk Je&li
Q < 1, to Wszecswiat ma geometei hiperboliczn i jest otwarty. Jdi Q =
1, przestrza jest ptaska i jej modelem jeBE. J&li wreszcieQ > 1, materia
zmusza przestrdedo zamkn¢cia sk w sobie i przygcia formy geometrii
sferycznej.

Zauwamy jednak,ze wymienione trzy mdiwe geometrie Wszedwiata
sg zgodne z wieloma vdymi topologiami. Na przyktad ogdlna teoria wedy
nosci w ten sam sposob opisuje torus i ptaszceyzmocia torus jest ski-
czony, a ptaszczyzna euklidesowa niegskaona. Ani teoria wzgdnasci, ani
standardowe obserwacje kosmologiczne nie ¥njfga, w jaki sposob lokal-
ne elementy olgfosci dopasowuj sie do siebie, nada¢ przestrzeni globalny
ksztait.

Aby to lepiej zrozumié, odwotajmy s¢ do przypadku dwuwymiarowego.
Oprocz ptaszczyzny euklidesowej, na ktérej oczpid stuszne pozostaje
twierdzenie Pitagorasa, dag formut na infinitezymalg odlegta¢ dwdbch
punktéwds’ = dx® + dy?, istnieja jeszcze cztery formy przestrzenne tej geo-
metrii, na ktérych powssza formuta jest prawdziwa. Ich topologiczne re-
prezentacje to standardowy walec, jednostronny evaséandardowy torus
i jednostronny torus. Rozwey je w wymienionym porgdku. Podzielmy
ptaszczyzr zbiorem prostych roéwnolegtychal na jednakowej szerokai
paski (Rys. 2a). Zadajemy rowii@a ptaszczgnie okrelony kierunek, po-
wiedzmy prostopadty do prostycla}{ Wybierzmy w dowolnym pasku jaki
punktM i przesuimy pasek z wybranym punktem w wybranym kierunku do
dowolnego innego paska. Wtedy w nowym p@oiu punkt oznaczamyt
samy literg M. Zbior wszystkich punktow uzyskanych z puniuw powyz-
szy sposoOb oznaczamy} i bedziemy go traktowa jako element (punkt)
pewnej nowej przestrzerR. Oczywiscie przestrzé R jest przestrzeni me-
tryczrna z metryky p(x,y), zdefiniowany jako minimum euklidesowskich od-
legtosci pomiedzy punktami zbioru 1} i punktami zbioru {\}. Jest to prze-
strzen zupetna, poniewazupeina jest przestraegeuklidesa. PrzestraeR jest
wariantem topologicznym ptaszczyzny Euklidesa.zBioy ja w prosty spo-
sOb zrealizowa przez nawingcie ptaszczyzny na powierzcknboczry wal-
ca. Wtedy, oczywcie, wszystkie punkty M} koincydup z jednym punktem
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walca. Zauwamy jednak,ze do tego samego wyniku doszlimyy, jesli

uméwilibysmy sk, ze utazsamiamy wszystkie punkty kdego zbioru M},

w szczegOlnéci punkty lezace po przeciwnych stronach nazngch brze-
gach paska (Rys. 2b). Oczwweie ptaszczyzna i walecg obiektami topo-
logicznie nierébwnowanymi.

Powr&my do ptaszczyzny podzielonej uktadem prostych rélegtych.
Dodatkowo wprowadzamy jeszcze jedprost b rownolegh do {a} (Rys.
3a). Wybierzmy w pasku dowolny punkt. Dalej przesiimy pasek wzdtz
prostejb w taki sposéb, aby naigt si¢ on na kady kolejny pasek. Punkl
zajmie wtedy pewne nowe paenie, ktére zwierciadlanie odbijemy wzgl
dem prostejp i oznaczymy 4 samy literg M. Powtarzajc ten proces, uzy-
skujemy nieskaczony cag punktow M}, ktéry z kolei umawiamy sitrak-
towat jako element nowej przestrzeni metrycziejW ten sposéb uzysku-
jemy nowy forme przestrzens przestrzeni ptaskiej. Zauwmy, ze tt sany
form¢ przestrzenay uzyskamy, jéli ograniczymy s¢ do jednego paska ich
dziemy utasamia& punkty naleace do zbioru M} (Rys. 3b). Otrzymana
w ten sposéb przestrzenazywa s¢ jednostronnym walcem topologicznie
réwnowanym wstdze Mobiusa.

Rozwamy teraz dwa uktady prostych rownolegtycat{i { b}, ktére roz-
ktadap ptaszczyzn na jednakowe prostaky (Rys. 4a). Przemieszczaj
wybrany prostoit wzdtuwz prostych @} lub {b}, mozemy nim pokr¢ do-
wolny inny prostokt, a wybrany punkitM zajmie nieskaczenie wiele no-
wych potazen, ktére lzdziemy oznaczata samy litera M. Tak otrzymany
nieskaczony zbior punktow ddziemy oznacza{M} i traktowa jako ele-
ment nowej przestrzerR. J&ili x = {M} i y = {N} s3 dwoma dowolnymi
punktami wR, to odlegt@¢ p(x, y) definiujemy jako minimum euklidesow-
skich odlegtéci migdzy punktami zbioru M} i punktami zbioru {}. Otrzy-
mana w ten sposob przestfizemetryczna jest inpprzestrzens formg geo-
metrii ptaskiej Wyobraenie takiej formy przestrzennej uzyskamy, asa-
miajac punkty prostoita, lezace na przeciwlegtych krasdziach wzdid za-
znaczonego kierunku (Rys. 4b). W ten sposéb przgowiednie utasamie-
nie punktéw uzyskamy torus.

Powr&my do ptaszczyzny podzielonej przea}{ { b}. Dodatkowo prze-
prowadmy w kazdym pasku przerywanlinie jednakowo odlegt od skraj-
nych linii {b} (Rys. 5a). NiechM bedzie dowolnym punktem prosteta.
Przesuwac wybrany prostoit wzdtuz linii srodkowej do gsiedniego pro-
stokgta, punkt M zajmie nowe poteenie, ktdre zwierciadlanie odbijemy
wzgledem linii srodkowej. Proces tenedziemy kontynuowéa do nieska-
czonaci. Wszystkie nowo otrzymane punkty traktujemy jakement nowej
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przestrzeniR. Uzyskujemy w ten sposdb nowy wariant topologiczmygep
strzeni ptaskiej zwany jednostronnym torusem. Madé&iej przestrzeni mo-
zemy uzyska z rurki, utezsamiagc jej brzegi w kierunkach zgodnych, a na-
stepnie przepuszczag jeden koniec rurki przez jégianke i taczac z drugim
koncem (Rys. 5b).

W ten spos6b mamy @ klas form przestrzennych geometrii ptaskie;.
Wszystkie one gtopologicznie rane (nieréwnowane) i jednoczénie zgod-
ne z metryk euklidesow ds? = dx? + dy? (Tabela 1).

Tabela 1. Przestrzenne formy geometrii ptaskiej.

przestrzenie otwarte (nieskozone) przestrzenie zamkté (skaczone)
ptaszczyzna torus

walec kotowy jednostronny torus
jednostronny walec

Po tym komentarzu matematycznym poémy do zasadniczego gtku
tego rozdziatu, a mianowicie oméwienia kontekststdiiycznego problemu
kosmicznej topologii.

Swiadomda¢ wagi topologii dla konstrukcji modelu przestrzditycznej
dojrzewata powoli. Pierwszym historycznie modeleytabprzestrza sta-
tyczna O°, sugerowana przez teeriNewtona, ale szybko zauwano, ze
przyjecie jej za model naszej przestrzeni fizycznej proziado paradokséw
w rodzaju paradoksu fotometrycznego Olbefsaiatio dochodzce od gwiazd
do obserwatora na Ziemi pochodzi z niesk@onego obszaru, ale jasdo
galaktyk maleje z odlegkaia jak r? i wktad do jasnéci nieba od coraz
dalej pot@onych galaktyk jest staty, gdyiczba galaktyk w odlegkei r od
Ziemi roénie jakr?. Oznacza toze nocne niebo powinngwieci¢ z nieska-
czory jasnacig. Idea swiata skaiczonego, ale nieograniczonegadnym
brzegiem, wydawata sibardziej atrakcyjna dla A. Einsteina, ktory w 1917
pokazat istnienie statycznego roawania, w ktérym przestriebyta ska-
czona ale nieograniczona — posiadata topeleery S°. Co wiccej, w takiej
przestrzeni zostata zrealizowana zasada Machak@iegony Wszecéwiat
wywotatby nieskaczorg bezwiadné¢ indukowana przez reszi Wszech-
swiata). Od tej pory na diugie lata zapanuje w kokrgid geometria sfe-
ryczna, ktéra zgodnie z zagpdkonomii jest wyréniona jako sferyczna. Jak
pokazal Riemann, geometria ta #eoby zrealizowana na powierzchni
czterowymiarowej kuli, tak jak dwuwymiarowa sferasf powierzchnj
tréjwymiarowej kuli, bez odwolywania sido jakiegd zewretrza, w ktorej
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zanurzony jest obiekt (hipersfera). Dodajmg, pod koniec XIX wieku ma-
tematycy znali wiele przyktadow skozonych przestrzeni pozbawionych
brzegow. Na fakt ten zwracat uwa@stronom K. Schwarzschild [5], ktory
w postowiu do artykutu w 1900 r. pisat:
Wyobrazcie sobie,ze w wyniku niezwykle gibokich badéa astronomicznych okazuje
si¢, ze w ogromnych skalach caty Wszduwhiat wypetniony jest niezliczonymi nieske
czonymi kopiami naszej Drogi Mleczneje nieskaczona przestrzemoze by podzie-
lona na sz&iany, z ktérych kady zawiera kopj naszej Drogi Mlecznej. Czy naprawd
upieralibydmy sie wtedy przy zalaeniu o nieskaczenie wielu identycznych kopiach
tego samega@wiata? Czulibymy sic o wiele lepiej, przyjmujc, ze te kopie s pozorne,
ze W rzeczywistéci Wszeclwiat ma szczegélne wlaséa spoéjndci, tak ze opuszczag
jeden z szé&iandw przezciare, natychmiast wnikamy weprzez inn $ciarg.
[3, s. 119-120]

W tym przyktadzie Schwarzschild ilustruje, jak zzpstrzeni Euklidesa
skonstruowa torus, zachowuac przy tym wszystkie reguty geometrii Eukli-
desa. Pozornie przestrzavyglada na nieskaczory dla tych, ktorzy 4 za-
mieszkug, nie istniej bowiemzadne ograniczenia na rozmiary dokonywa-
nych obserwacji. Dopdty dopoki nie potrafimy od&rgeplik tych samych
obiektdéw, nie potrafimy stwierdéj ze zyjemy na torusie.

Einstein, preferyc model sferycznej geometrii, byt przekonang,przy-
roda realizuje sytuacje najprostsze;aiwos¢ geometrii wielospoéjnej, jak to
ma miejsce w przypadku torusa, wydawata mgl rieestetyczna. W archi-
wach Einsteina, znajdagych sg w Princeton, mgna znalé¢ dwie kartki
pocztowe z uwagami Einsteina na ten temat. W pieeywg nich z czerwca
1918 r., odpowiadaf na uwag H. Weyla co do swobody wyboru topologii,
Einstein napisat: ,Niemniej jednak mam niejasneugie, ktére sprawiaze
wole model sferyczny. Mam przeczuciee rozmaitéci, na ktérych dowolna
krzywa zamkngta, mae by w sposéb aigly sciggnieta do punktu, s naj-
prostsze” [3, s. 121].

Podobn argumentagj Einstein powtorzyt w kwietniu 1919 r., wétie do
F. Kleina, w ktérym pokazake model geometrii sferycznej jest zgodny z tzw.
przestrzery eliptyczry, powstay z utazsamienia na sferze punktow antypo-
dalnych, pisac: ,przyczym, dla ktorej przypadek sferyczny, a nie eliptyczny
powinien by preferowany, jest toze krzywa zamkrita mae by w sposéb
ciagly sciagnieta do punktu w przestrzeni sferycznej, a nie etiphej, innymi
stowy tylko przestrze sferyczna jest jednospdjna [...]" [3, s. 121].

Z wypowiedzi tych jasno wynikase Einstein preferowat przestrzenie sfe-
ryczne, ktore na pierwszy rzut oka wygaje by¢ jednospdjne. Einstein my-
lit si¢ co do liczby wariantéw topologicznych przestrzefeérycznej. Tylko
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w przypadku dwuwymiarowym istnigjdwa warianty topologiczne, w przy-
padku tréjwymiarowym jest ich nieskozenie wiele. Jednak odpowiednie
wyniki w latach dwudziestych nie byly jeszcze nikomnane.

Zwrdéémy uwag na to,ze w jednospojnym ptaskim Wszegthiecie istnieje
tylko jedna droga, po ktérejwiatto biegnie odzrédta do obserwatora. Taki
WszecBwiat jest rzeczywicie nieskaczony. Naley jednak powanie trak-
towat przypadek, gdy jest on wielospdéjny i wtedy, podebak to ma miejsce
na torusie, bdzie istniato wiele rénych drég, po ktérychwiatto biegnie od
zrodta do obserwatora. Wide wielokrotne obrazy tego samego obiektu, ob-
serwator mégtby mylnieaslzi¢, ze zyje w niesk@czonej przestrzeni.

Dla Einsteina geometria przestrzeni jednospodjnajktorej dowolna za-
mknieta petla maze by $ciagnieta do punktu, jest przypadkiem prostszym
niz przypadek przestrzeni wielospéjnej (np. torus faki na Rys. 6). Ponie-
waz przyroda realizuje przypadki najprostsze, Einsfaworyzowat geome-
trie jednospdjne o trywialnym ksztaicie. Jego fidfia prostoty odegrata
wazng role w odkryciach fizyki, ale czy stusznie zdyskredytda znaczenie
nietrywialnej topologii? Na to pytanie odpowiednbserwacje, dzki kt6-
rym otrzymamy ograniczenia na glove ksztalty przestrzeni. 2udzis
wiemy, ze przestrzé, w ktorej zyjemy, nie mae by torusem. Wynika to
Z tego,ze obserwator na torusie bylby w stanie zaobserwoswaatto, do-
cieragce da na nieskéczenie wiele sposobow. Wtedy obserwator w od-
legtej galaktyce bylby w stanie zaobserwdéwsa Ziemi zaréwno miodego,
jak i starego Einsteina, poniewav takim swiecie powinny istnié repliki
tych samych obiektéw na xdych etapach ewolucji.

Przypomnijmy,ze argument prostoty byt wcagiej wzyty przez Einsteina
przeciw A. Friedmannowi, ktéry uzyskat niestatyczrozwigzania kosmo-
logiczne bez cztonu kosmologicznego (1922, 1924)p zaréwno dla przy-
padku sferycznego jak i przypadku hiperboliczne§oiedmann w swojej
przeptknej popularnej kgizce z kosmologii z 1923 r. wyjaia, dlaczego
teoria Einsteina dopuszcza swoboslyboru topologii. Odwotuje gido przy-
ktadu walca kotowego, daacego lokalnie przestrzeneuklidesowy, ktory nie
posiada topologii ptaszczyzny. Swoje uwagi na &mat kontynuuje w arty-
kule pagwigconym analizie hiperbolicznych rozyzien rowna Einsteina bez
cztonu kosmologicznego. W pracy tej pisze: ,[...] bdadatkowych zaloen
kosmologicznych réwnania Einsteina nie glajdpowiedzi na pytanie czy
WszecBwiat jest skaczony czy nieskdczony”. Dalej pokazuje, w jaki
sposoOb przestraehiperboliczna mee by skaiczona i wielospdjna, poprzez
odpowiednie identyfikacje punktéw. Przewiduje istmie w takich przestrze-
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liniach ,duchéw” obiektéw astronomicznych, poniewezeczywisty obiekt
i jego duch w przestrzeni wielospdjnaj tym samym.

Widzimy, ze Friedmann, poniewabyt matematykiem, dopuszczat o
liwos¢ nietrywialnej (wielospdjnej) topologii dla przezéni fizycznej. Ein-
stein przeciwnie — od samego petika wyeliminowat talg mozliwos¢ jako
nieestetyczy. Ktéra postawa byta stuszna? Na pewno odkryciadmanna
zachwialy filozofg Einsteina, ale to, czy mylit sico do topologii, naj-
prawdopodobniej rozstrzygnobserwacje promieniowania reliktowego. Po-
czekajmy cierpliwie.

Dzisiaj idea nietrywialnej topologii dla Wszeshiata jest traktowana na
serio, jakkolwiek jeszcze w wielu monografiach skwlogii maemy prze-
czyta, ze skaiczonagé¢ czy nieskaczonagé WszecBwiata wynika ze znaku
jej krzywizny przestrzennej. Podkiteny raz jeszczeze taka prosta relacja
zachodzi jedynie w przypadku przestrzeni jednosgjpjbcdacej rozwigza-
niem rowna Einsteina bez cztonu kosmologicznego. S¢@ond¢ czy nie-
skohczonag¢ Wszeckwiata nie jest zdeterminowana przez krzywizwrze-
strzeni czy parametregtosci Q, ale pozostaje wcistym zwigzku z topolo-
giczmg struktug przestrzeni. Rozwrania hiperboliczne Friedmanna odngpsz
si¢ tak do przypadku przestrzeni siazonych, jak i nieskiczonych.

O ile idea nietrywialnej topologii byta ignorowampazez teo big bangu,
to od 1995 r. obserwuje¢swzmazone zainteresowanie tematyk. Liczba
prac naukowych rmie lawinowo i gdzi sk, ze tylko obserwacje astrono-
miczne mog rozstrzygn¢, czy racg miat Einstein, czy te Friedmann. Czy
przestrzenie wielospojne $ikcja matematycza czy realnécia fizyczng?

Obserwacje astronomiczne wydagie ostatnio wskazywana przestrze-
nie hiperboliczneZQ _ 0). Z drugiej strony fizycy, podobnie jak Friednman
sadza, ze fizyczne wydg si¢ by¢ tylko te przestrzenie hiperboliczne, ktére
posiadajg skaiczorg objetos¢. Dodatkowo ten argument jest wzmacniany
przez argument teoretycznye gdyby Wszedwiat posiadat nieskixzom
objetos¢, to nie mogtby powstaz fluktuacji kwantowych, poniewaprawdo-
podobigistwo takiej kreacji jest proporcjonalne do exp[vVolM?®”], gdzie
k jest dodatnj stab. Zwartas¢ przestrzeni jest cegh ktéra gwarantujeze
przestrzé bedzie miata skaczorg objetos¢. Klasyfikacja takich przestrzeni
moze by dokonana poprzez ich ahpsé¢. W Tabeli 2, zaczerpsgiej z pro-
gramu SnapPeal. Weeksa, przestrzend najmniejszej olgosci jest prze-
strzen WMF (Weeks, Matrée, Fomenko). W tabeli podano ri@wmaksy-
malny i minimalny promié& okregu zawartego w danej przestrzeni oraz mini-
malmg dtugas¢ zamknktej geodezyjnej.
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Jesli potagczymy te dwa fakty, tj. hiperboliczdé przestrzeni oraz jej
skohczomy objetos¢, to wynika z tegoze przestrzé jest wielospdjna. Taki
sSposOb mylenia o przestrzeni jest &&a nowego paradygmatu, na ktérym
dzisiaj powoli budowana jest kosmologia.

Tabela 2. Parametry przestrzeni hiperbolicznychappnniejszych olgtosciach z pro-

gramu SnapPeaWeeksa. Przyto oznaczeniar, i r- s3 promieniami najmniejszej

i najwickszej sfery wpisanej w przestrzeni nakrywnagj w jej wielagcian funda-
mentalny,,, = 2ri,; jest dlugdcia najkrétszej geodezyjne;.

Nazwa Objetos¢ r_ ry I'min
WMF 0,9427 0,5192 0,7525 0,5846
Thurson 0,9814 0,5354 0,7485 0,5780
s556(-1,1) 1,0156 0,5276 0,7518 0,8317
mO006(-1,2) 1,2637 0,5502 0,8373 0,5750
m188(-1,1) 1,2845 0,5335 0,9002 0,4804
v2030(1,1) 1,3956 0,5483 1,0361 0,3662
mO015(4,1) 1,4124 0,5584 0,8941 0,7942
s718(1,1) 2,2726 0,6837 0,9692 0,3392
m120(-6,1) 3,1411 0,7269 1,2252 0,3140
s654(-3,1) 4,0855 0,7834 1,1918 0,3118
v2833(2,3) 5,0629 0,7967 1,3322 0,4860
v3509 4,3 6,2392 0,9050 1,3013 0,3458

1. KOSMICZNE ZOO

Podstawowym problemem teoretycznym, ktéry musingwigzac, zanim
odpowiemy na pytanie, jaka jest topologiczna stuuktnaszego Wszech-
swiata, jest pytanie o zbi6ér mbwych matematycznie wariantéw topolo-
gicznych. Zanim to uczynimy, musimy zam¢ kla dopuszczalnych met-
ryk dla przestrzeni fizycznej. Zattny, ze przestrzé ta jest jednorodna
i izotropowa. Z matematycznego punktu widzenia @zaato,ze trojwymia-
rowe przestrzenieasprzestrzeniami o statej krzywnie. Problem klasyfi-
kacji topologicznej zupelnych przestrzeni Riemamnatatej krzywinie zo-
stat w petni rozwazany dla geometrii sferycznej przez Wolfa w 1960naz
wczesniej, w 1934 r., dla przestrzeni ptaskich przez Meokiego, ktéry za-
stosowat wczéniejsze wyniki Bieberbacha (1911) dotyce peinej klasyfi-
kacji grup krystalograficznych. W przypadku ptaskik= 0) metryka czaso-
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przestrzeni ma postads’ = —c?dt® + Re(t)(dx¢ + dy? + dZ), gdzie R(t) jest
czynnikiem skali i w najprostszym przypadku otrzyma powierzchng
statego czasut{= const} w postaci torusd>, jesli dokonamy w® iden-
tyfikacji punktow zgodnie z regait(x, y, 2 — (X + lay, y + ma,, z + ng),
gdziel, m, n sa liczbami catkowitymi iay, a, a, S3 pewnymi statymi, b-
dacymi diugaciami krawedzi prostopadtécianu, w ktorym dokonano ute
samienia przeciwlegtyckcian. Otrzymany torud? jest jednym z osiemna-
stu topologicznie réinych typow przestrzeni euklidesowej, zgodnie z imsia-
stoma grupami symetrii krystalograficznych, podanyeszcze w 1885 r.
przez Fedorowa. Rie nierownowane typy topologiczne odpowiadajoz-
nym przepisom identyfikacji punktoéw przestrzeni$fa nich istnieje tylko
pie¢ typow, ktére g orientowalne i zwarte.gSone konstruowane przez iden-
tyfikacje scian prostopadixianu z jegoscianami po wykonaniu obrotu.
Dwa z tych typow & otrzymywane z graniastostupa prawidtowego o pod-
stawie széciokatnej poprzez identyfikagjjegoscian zescianami po obrocie
graniastostupa o 3 alboz/3 wzgkdem jego gtdéwnej osi symetrii. W przy-
padku przestrzeni sferycznej liczba #iwych typdw topologicznych jest
nieskaiczona, ale przypadek ten wydaje snniej interesujcy z punktu wi-
dzenia opisu obserwowalnego Wszegiata.

Z kosmologicznego punktu widzenia najbardziej ietipce g prze-
strzenie o ujemnej krzyvmie, ktdre posiadajskoaiczora objetose, tj. sa
wielospdjne. Problem klasyfikacji topologicznej kyqrzestrzeni jest za-
gadnieniem dalece bardziej zemym. Intensywne badania w tej dziedzinie
sg prowadzone poaavszy od lat siedemdziegych, a najwgksze osignie-
cia g dzietem W. P. Thurstona (1979). To viée postp w dziedzinie mate-
matycznych badaprzestrzeni hiperbolicznych spowodowat przelom re-p
blemie kosmicznej topologii, dg¢ matematyczne podstawy do dyskusji,
jaka jest topologia naszego rzeczywistego Wsawidta.

Problem wizualizacji przestrzeni hiperbolicznych: juawet w przypadku
dwuwymiarowym nie jest rzegztrywialng. Dla ilustracji dwuwymiarowe]
przestrzeni o ujemnej krzywmie autorzy ksizek popularnonaukowych
zwykli przywolywa: wyobrazenie siodia, ktére posiada de facto ujgmn
krzywizne jedynie w otoczeniu punktu siodtowego. Tylko tahiskie geo-
dezyjne lgda sie rozbiegaly bardzo szybko, zgodnie z Zzalecia typu
eksponencjalnego exp- Ks), gdzie s jest parametrem naturalnym wzdhu
geodetyki, aK jest krzywizry Gaussa w punkcie siodlowym. g8t dla
wyobrazenia dwuwymiarowej powierzchni hiperbolicznej naglepostuzy¢
si¢ modelem powierzchni, ktéra w otoczeniuzllago punktu posiada siodto.
Niestety nasze postrzeganie obiektébw geometryczngsh zwhzane z ich
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percepcy w [® i dlatego nie potrafimy zobacéytej powierzchni, poniewa
jest ona niezanurzalna izometrycznie (z zachowaniehegitcci punktow)
w [0°. Rzecz jednak w tynye nie wyklucza to wcale jej wyohrania (,istnie
znaczy by postrzegalnym przez umyst’), tak samo zrggak tréjwymia-
rowej geometrii hiperbolicznej jako powierzchni emiwymiarowej kuli.

Sprobujmy wyobrazi sobie, jak meliwe jest istnienie hiperbolicznej
przestrzeni o skicczonej obgtosci. Dla uproszczenia skoncentrujmy naj-
pierw uwag na przypadku dwuwymiarowym. Wytnijmy z powierzchmi
perbolicznej émiokat foremny i utasammy jego przeciwlegte boki. Otrzy-
mamy w ten sposéb twér, topologicznie rownama preclowi (lzdagcemu
sumy prost dwoch hantli, z ktérych kala jest topologicznie réwnoviaa
torusowi, w ktéorym wygjto dziur). W wyniku zabiegu sklejania przeciw-
legtych scian, j&li promien swietlny opusci osmiokat, przechodgc przez
jeden z jego bokow, to wyloni iz przeciwlegtego boku. Oczywdie, taka
powierzchnia nie mee istnig w O°, a precel jest jedynie jej wesspdksztat-
corg pomagajca pracowa naszej wyobrani. Do $cislejszego sfor-
mutowania tych probleméw jeszcze powrdcimy w gpeym paragrafie. Na
razie maemy wyobraac¢ sobie dmiokatny ekran gry komputerowejstero-
idy, w ktérej cokolwiek przekracza ktg¥ z krawedzi, wytania s¢ ponownie
z przeciwlegtej krawdzi. | tak obserwator, znajdagy s w srodku Ggmio-
kata, zobaczy swoj obraz Zmiu réznych kierunkow.

W odr&nieniu od ptaskiej dwugeometrii, gdzie istniejedptopologicz-
nie r&nych typow, i geometrii sferycznej, gdzie mamy diyrienia z dwo-
ma przypadkami sfery i sfery z uwsamionymi punktami antypodalnymi
(przestrzé eliptyczna), geometria hiperboliczna mseoby¢ realizowana na
nieskaiczonej liczbie ranych dwuwymiarowych rozmaitoi zupeinych.
Jedn z takich form przestrzennych jest ptaszczyzna fcabaskiego. Poka-
zemy jak, startujc z pewnej ptaszczyzny hiperbolicznej, ramy skonstruo-
waé nieskaczom liczbe innych form hiperbolocznych. Ograniczymy sio
tych, ktére g zwarte, tj. posiadajskaiczora objetosé.

Wyobrazmy sobie torus, w ktérym zrobiono otwor, ta& otrzymalimy
tzw. raczke albo hantt. Wéwczas na kwadracie, z ktérego zrobiony jest to-
rus, otwor ten bdzie reprezentowany ligizamkngta ¢ przechodgca przez
punktA (Rys. 7). J&li rozerwiemy ¢t lini¢ w punkcieA, to po dokonaniu de-
formaciji figury na ostatnim rysunku uzyskamyegbkat pokazany na Rys. 8.
| odwrotnie, sklejajc odpowiednie boki giiokata w odpowiednich zazna-
czonych kierunkach i pozostawaaj swobody krawedz ¢ na brzeg figury,
otrzymamy hantl z brzegient. Dalej, sklejajgc brzegi dwochgczek, otrzy-
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mamy hant (Rys. 9). S4d naturalnym jest od samego petku traktowa
osmiokat z utazsamionymi odpowiednio kragdziami jako model hantli.

J&ili na sferze (lub powierzchni homeomorficznej zersf bedzie zbu-
dowany graf dzielcy sfee na czséci homeomorficzne z kotem, td/ - K +
S =2, gdzieW, K, Ss3 odpowiednio liczh wierzchotkow, krawdzi i scian
grafu. Liczba ta jest niezmiennikiem topologicznghery i nazywa si cha-
rakterystyly Eulera. Charakterystyka Eulera sfery, w ktorej igya q otwo-
réw jest rowna 2 — @ (liczbe g nazywamy genusem powierzchni)a&torus
jest powierzchry o genusie 1 i jest rbwnoway topologicznie sferze, w kto-
rej wycieto jeden otwor. Hantla, dolaca sum prost raczek, ledzie wiec
powierzchni o genusie 2 i w ogolrci dowolna powierzchnia o genuspe
moze by otrzymana przez ufsamienie przeciwlegtych krawlzi 4p-kata
foremnego. Na Rys. 10 pokazano w szczeg&ntaky konstrukcg dla przy-
padku p = 3. Wszystkie dotychczasowe powierzchnie byly otrgwane
z kawatkow ptaszczyzny. Rozwsy analogicza konstrukcg z pewnego
osmiokata, Pg, na ptaszczinie Lobaczewskiego, ktérego przeciwlegte kra-
wedzie zostaly utbsamione parami oraz osiem wierzchotkow zlakpwsije-
den punkt. Zakladag, ze wszystkie punkty nowo utworzonej przestrzeni
(oznaczonegt samy literg M) sa elementami pewnej przestrzeRj ktorej te-
raz elementy oznaczamy}. Niech odlegté¢ pomiedzy dowolnymi dwoma
punktami przestrzenigdolzie dana przez funkgd(M, N). Wtedy w przestrze-
ni R wprowadzamy metryk p(X, y), definiowary jako najmniejsza warto
dwéch liczb zbioru @(M, N), min[d(M, T, + d(N, T,)], gdzieT; i T, s3 do-
wolnymi dwoma utasamionymi punktami. Tym sposobem przestriesta-
je sk przestrzenj metryczm, rownowana hantli z dwoma dziurami. O prze-
strzeniR mozemy mysle¢ jak o hantli, na ktorej zostata zadana pewna gztuc
na metryka za pomacnakrycia hantli émiokatem Pg, tj. za pomog pew-
nego odwzorowani®s na hantt. Metryka ta ledzie zwykh metryks Loba-
czewskiego w kadym dostatecznie matym otoczeniu dowolnhego punktu
hantli, z wyptkiem otoczenia tego punktu, w ktérym dokonanozatonienia
wszystkich jego wierzchotkéw. Punkt tegdzie punktem osobliwym zme-
tryzowanej hantli, j@i suma lgtéw wewretrznych égmiokata kedzie sk roz-
ni¢ od czterech &6w prostych. Aby metryka zadana na hantli bylaureg
larna, naley wybrat taki cémiokat, dla ktérego sumagkdéw wewretrznych
bedzie Zr.

W ten sposob podstawowy problem polega nalmmsci przeprowadze-
nia regularnej hiperbolicznej metryzacji hantli alb inaczej — sprowadza
si¢ do problemu znalezienia w geometrii Lobaczewskitggoego édmiokata
prawidtowego, aby po utsamieniu przeciwlegtych bokoéw i spotkanit si
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wszystkich jego wierzchotkéw w jednym punkcie baldleity sie ze sob,

a suma ktow w punkcie zbiegania siwierzchotkéw wynosita 360 Na
ptaszczynie katy osmioboku mag po 135 i powyzsza konstrukcja nie jest
mozliwa. Okazuje si jednak wykonalna na powierzchni hiperbolicznej,
gdzie tak jak na powierzchni sferytl osmiokata zaleza od jego rozmiaréw.
Katy te na powierzchni kuli rognze wzrostem rozmiarow wielgta (mie-
rzonych np. w jednostkach promienia krzywizny) ilej@a na powierzchni
hiperbolicznej. Wykonalni przedstawionej powej konstrukcji metryzaciji
wymaga émiokata o kgtach 45. Taka konstrukcja m@ mie miejsce jedy-
nie w przestrzeni hiperbolicznej i dlatego przeaira topologii hantli otrzy-
manej przez utssamienie przeciwlegtych kraadzi musi by hiperboliczna.

Zauwamy, ze na ptaszczynie Lobaczewskiego kay czworolgt posiada
sume katow wewretrznych mniejsz od 2r, co oznaczaze w podobny spo-
sOb nie mana skonstruowa metryki hiperbolicznej na torusie. Dlatego to-
rus (powierzchnia o genusie 1) nie jest jgdntopologicznych form geome-
trii hiperbolicznej.

Natomiast kada dwustronna powierzchnia o genupie 2 maze by me-
tryzowalna za pomac metryki hiperbolicznej. Wynika to z faktwe na
ptaszczynie Lobaczewskiego istnieje odpowiednp-Kat foremny o sumie
katow wewretrznych réwnej 2.

O ile razne formy topologiczne powierzchni hiperbolicznyclogy by¢
otrzymane z g-kata, o tyle najprostsze trojwymiarowe topologie mdxyé
otrzymane z wieléciandw. Najbardziej zwarta (o minimalnej eftgjsci) to-
pologia hiperboliczna zostata odkryta przez J. Weelw 1985 r. poprzez
utozsamieniescian osiemnastezianu. Jej olgtos¢ w jednostkach promienia
krzywizny wynosi okoto 0,94 radiana széennego. Inne topologie powsiaj
z wieloscianow o wekszej liczbiescian.

Problem peinej klasyfikacji topologicznej tréjwymdavych przestrzeni
hiperbolicznych jest waiz jeszcze daleki od pelnego rozwania. Co
wiccej, okazuje si, ze przypadek dwuwymiarowy nie daje nam dobrych
intuicji, do ktorej maemy st odwota w przypadku tréjwymiarowym.
Dowodzi tego faktu chocidy twierdzenie Mostowa, moéwie, ze podczas
gdy powierzchnia o genusie gkiszym lub réwnym 2 dopuszcza nieskae-
nie wiele (nieprzeliczalnie) nieréwnowaych struktur hiperbolicznych, to
dla n > 3 spojne, orientowaln@-wymiarowe rozmaitéci dopuszczaj co
najwyzej jedry struktue hiperboliczn.

Fakt ten (topologia narzuca geomel}rimplikuje, ze inwarianty geo-
metryczne o trzech i wcej wymiarach, takie jak obifos¢ albo diugdé
zamknkete] geodezyjnej, & takze inwariantami topologicznymi, a proniie
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krzywizny staje s charakterystyczn skah diugcsci dla topologii. Jest to
powodem, dla ktérego mie by dokonana klasyfikacja topologiczna zwar-
tych rozmaitdci hiperbolicznych wedtug ich rogoych obgtosci. Istnieje
réwniez analityczny dowdd istnienia rozmadtd o najmniejszej oltosci
(Vmin = 0,1668).

IV. KOSMICZNA KRYSTALOGRAFIA

Topologiczne wlasnii s ,hieczute” na transformacje qite obustron-
nie (homeomorfizmy), gt odlegtaci punktéw przestajby¢ wazne z punk-
tu widzenia wiasngi topologicznych obiektow. Dany obiekt geometrygzn
mozemy poddé deformacjom, polegagym nasciskaniu i rozciganiu i po-
zostanie on tym samym obiektem topologicznym albinaezej — jego wias-
nosci topologiczne g niezmiennicze wzghdem homeomorfizmoéow. Wyklucza-
my deformacje polegage na sklejeniach punktow czyzteeh rozrywaniu.

Czestym sposobem wizualizacji dwuwymiarowych powienzicfest ich
przedstawienie poprzez zanurzenie bez samopf&ewi tréjwymiarowej
przestrzeni Euklidesa. Zwéty jednak uwag, ze takie zanurzenie nieko-
niecznie musi istnie jak ma to chocizby miejsce dla butelki Kleina czy
ptaskiego torusa torusa otrzymaneg@lz Tréjwymiarowe rozmaitéci wy-
magaj w celu ich wizualizacji pajcia obszaru fundamentalnegdak wi-
dzielismy, r&ne topologicznie powierzchnie magby¢ reprezentowane
przez wielolgty, ktorych krawdzie zostaty w odpowiedni sposéb zidenty-
fikowane parami. | tak poprzez uwsamienie pary przeciwlegltych kradzi
kwadratu otrzymujemy walec (a w zasadzie pgwego czsé). Dalej roz-
ciagajac walec i sklejajc jego dwa brzegi twogze okeg, otrzymujemy pro-
sty (nieptaski) torus. Oznacza t@e torus jest topologicznie rownowsy
prostolgtowi, w ktérym utagsamione zostaly przeciwlegte boki. Z topolo-
gicznego punktu widzenia w tym przypadku obszamdamentalny mégt by
wybrany na rane sposoby: jako kwadrat, prostokrownolegtobok, a nawet
szeciokat, poniewa ptaszczyzna mee by réwniez pokryta przez szeio-
katy, ptaski torus mge by takze reprezentowany przez sz@kat z odpo-
wiednio ut@samionymi krawdziami.

Opisana powyej metoda klejenia jest rownieefektywry metod, wizu-
alizacji przestrzeni tréjwymiarowych. Przez anatodo przypadku dwuwy-
miarowego hipertorus nie@ by otrzymany przez identyfikagjprzeciwle-
gtych scian prostopadkxianu. Wyobramy sobie,ze znajdujemy siw srod-
ku takiego prostopadsgianu i promi@& $swiatta zostat wyemitowany w kie-
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runku sciany za naszymi plecami. Wowczas zobaczymy gdamnie przed
nami. Wobec tego nmmemy zobacz§ przed sob swoj tyt, a patrzc w prawo
— lewy profil. W zasadzie podobny efekt wizualnyrzyimalibysmy wy-
ktadajc sciany prostopadkxianu lustrami. Znajdagy sie wewmtrz obser-
wator kedzie miat zludzenie przestrzeni nieskaonej, jakkolwiek realna
przestrzé bedzie zamkngta. Jest jednak émica, obrazy w lustrach niectly
odwrocone, np. obraz prawej dioni niedaie widziany jako dia lewa.
W ogodIncci kazda tréjwymiarowg zwarg rozmait@é mozemy przedstawdi
jako petnacy role obszaru fundamentalnego wigtoan, w ktérym dokonano
utozsamienia paramgcian w odpowiedni sposéb. Dopdki liczaian nie
przekracza osiem, zwarte rozmditb mog by¢ utworzone z fragmentow
trojwymiarowej przestrzeni Euklidesa. Gdy liczBeian jest wgksza lub
réwna osiem, obszar fundamentalny must,pk to wczéniej uzasadniali-
smy, utworzony z fragmentow tréjwymiarowej przestzhiperbolicznej.

W ogolnaici metoda topologicznej klasyfikacji rozmaito M z zadan
metryka g wymaga

1. wyznaczenia jej uniwersalnego pokrygia’;

2. znalezienia obszaru fundamentalnego, zwanegkadamork funda-

mentaln;

3. wyznaczenia grupy holononiiidziatapcych na obszarze fundamen-

talnym.

Wszystkie powysze po¢cia map bardzo formalne i abstrakcyjne defini-
cje, ktére mana znale¢ w klasycznych monografiach z topologii alge-
braicznej. W niniejszej pracy definicje te zostgmodane w sposéb mniej
formalny, ale jednoczmie wystarczajcy dla zrozumienia istoty rzeczy —
pojecia ksztattu przestrzeni, przedmiotu naszych zags@wa.

W topologii w problemie charakteryzacji przestrzemywa st strategii
tzw. niezmiennikow topologicznych, ktére jednoznwmiez okrelaja dam
klase rownowanych obiektow. Dzieje gitak z tego prostego powodie
trudno jest udowodidiréwnowanos¢ topologiczr dwoch obiektow geome-
trycznych, natomiast tatwo wykagdch niehomeomorficzrig, pokazujc,
ze ich niezmiennik topologiczny jest mdy. Niezmienniki topologiczne
przyjmujg rézna post&: mog by¢ liczbami (jak np. wymiar rozmaitai,
liczba spoéjnych kawalkdw przestrzeni czyzteharakterystyka Poincaré-
Eulera) lub catymi strukturami matematycznymi (gpupy homotopii).

Wprowadmy pewien ¢zyk opisu nietrywialnej topologii. Zacznijmy od
pojecia petli. Petlg y w punkciex O s nazywa s§ dowolm drog, ktora
rozpoczyna sii konczy w punkciex. Dwie petle, y i y', s homotopijne, jéli
y moze byt w ciagly sposob przeksztatcona ¢glo Rozmaité¢ v jestjedno-
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spdjng jesli dla kazdegox dowolne dwie ptle 3 homotopijne. Powssza
wlasnag¢ moze by wyrazona w rownowany sposob. Rozmaifo jest jedno-
spoéjna, jéli kazda petla jest homotopijna z punktem lub — mawiinaczej —
na rozmaitéci M dowolna gtla jestsciggalna do punktu. 38 tak nie jest,
przestrzé jest wielospéjna.Przyktadowo przestrzenie euklidesowskig,
0% ...,0" oraz sferys®, S°, ..., S" sa przestrzeniami jednospojnymi, podczas
gdy okmg S, walecS' x [J, czy ptaski torus' x S' sa wielospdjne.

Badanie homotopijnychegpli na rozmaitéci 9 jest sposobem wykrycia
jej nietrywialnej topologii, np. za pomectli mozemy odkry, czy prze-
strzeh ma dziury, gczki etc. Co wgcej, klasy réwnowznosci homotopij-
nych tli mozna wyposay¢ w struktue grupy, j&li wprowadzic dodawanie
petli poprzez padczenia kéca z pocatkiem drugiej, tj. surp dwoch ptli
nazywamy now petle sktadajca sie z pierwszej, do ktérej kawa dohczono
drug. Elementem neutralnym (zerem grupy) jestlgpsciggalna do punktu.
Grupa gtli (ich klas rownowanosci) nazywa s pierwsz grup homotopii
w punkcie x albo — w oryginalnej terminologii Poincarégogrupg funda-
mentaly 7(M, X). Grupa fundamentalna jest niezala od wyboru punktu
bazowegg, [ M, tzn. jest niezmiennikiem topologicznym rozmadio

Oczywiscie dla powierzchni wielospéjnych grupa fundamemaalkedzie
nietrywialna (dla powierzchni jednospéjnych jesivtialna, poniewa sktada
si¢ jedynie z punktu). Oznacza tee dla przestrzeni wielospéjnych (o nie-
trywialnej geometrii) istnieje co najmniej jednatia, ktéra nie mee by
sciggnieta do punktu. W wyszych wymiarachn > 3) problem jest bardzo
ztozony i jednowymiarowe g¢tle nie g juz wystarczajce do detekcji nietry-
wialnej topologii tych rozmaitai. Domeny topologii algebraicznej jest ba-
danie uogolnia grupy fundamentalnej oraz koncepcji homotopijnymeili
na wyzsze wymiary.

Wygodny sposéb patrzenia na przestraeielospéjry, ktory jest jedno-
czesnie taki,ze zachowuje 1 - 1 odpowiedsiopunktéw, daje nam pegie
uniwersalnej przestrzeni nakrywgaie).

W celu zdefiniowania tego pggia rozwamy rozmaité¢ v z zadag me-
tryka g. Wybierzmy punkt bazoww O i rozwamy rézne drogi zaczy-
najace st w punkciex i konczace s¢ w innym punkciey 0 . Kazda droga
y nalezy do pewnej klasy homotopiiefli w punkcie x. Konstruujemy uni-
wersalry przestrzé nakrywapca jako pewnm nowg rozmaitg¢ (M -, g ),
taka, ze kady punkty - (¢ - jest traktowany jako paray,(y), gdziey jest
punktem przebiegagym po catej rozmaitei M, podczas gdy jest ustalone
i v przebiega po wszystkich klasach homotopii). Meg¢rgk: otrzymujemy
definiujac odlegt@d¢ od x « = (x, y) do bliskiego punktwx ' = (X', y) W M -
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jako réwry odlegtaci odx dox' w M. Z przeprowadzonej konstrukcji wiéla
ze lokalnie (1, gll) i (M, g) Sa przestrzeniami nieodgdialnymi.
Oczywiscie kiedy w jest jednospdjm przestrzeny, pozostanie ona
identyczna z uniwersadnprzestrzery nakrywapca. Gdy natomiastm jest
przestrzery wielospdj, wowczas kady punkt & nieskaiczora liczbe
nowych punktow w M], a uniwersalna przestnzenakrywapca jest
pomystem na rozwigtie oryginalnej rozmaita@i. Na przyktad jéli
wezmiemy punktx i droge y z x do X’ na walcu, to mog one by rozwiniete
w punkt X i drogg ' z X do X' w O? Gdy punktx O D, ktéry jest
wielospojny, wtedy bda istniet rézne drogiy®, y, ... i ich rozwinkcia I'Y,
I'?, ..., ktére generaj nowe punktyX', X', ... w?% Przestrzé O pojawia
sie nam jako uniwersalna przestfizeakrywajca walcall x S.

Rozwamy punktx i petle y w x 00 #m. J&li y przynaley do obszaru jed-
nospojnego Wi, to para X, y) generuje pojedynczy punkt! z sm. Z drugiej
strony j&li y nalezy do obszaru wielospdjnego w, wéwczas parax( y)
generuje dodatkowe punkty, powiedzmy, X", ..., ktore lgda nazywane
punktami homologicznymi do ©dwzorowaniax] — x[', X1 > x[1", ... S3
izometriami i tworz grups przeksztatcé (1, zwary grupg holonomiil” w
M. Ta grupa jest nieggta, tj. istnieje niezerowa najkrotsza odlegto
pomiedzy kazdymi dwoma punktami homologicznymi oraz generattey
grupy (za wyjtkiem jedndci grupy) nie posiadaj punktow statych.
Wihasna¢ ta jest bardzo restrykcyjna (wyklucza np. obrotypozwala na
klasyfikacg wszystkich maliwych grup holonomii. O takiej grupie
holonomii méwimy,ze dziata w sposéb swobodny i niggly na #. Grupa
holonomii jest izomorficzna z gradundamentalg z;(M[7).

Oczywiscie wtasnéci geometryczne rozmaidoi & wewmntrz obszaru
jednospojnego dilg takie same jak w jej rozwietiu w uniwersalnym po-
kryciu M. Mozemy teraz zapyta jaki jest najwgkszy jednospojny obszar
zawierapcy dany punktx O s. Odpowiedzy jest najmniejszy zbior zdefi-
niowany nasfpujaco

{y O M : d(yl,x0) < d(ydy(x1)), OyO T}

Jego rozwingcie (obraz) w przestrzeni nakryvgagj jest nazywaneb-
szarem fundamentalnym@bszar fundamentalny jest zawsze zbiorem wypu-
klym i ma skdiczory liczbe scian, poniewa grupa holonomii jest grupdys-
kretrg. Jegosciany g parami homologiczne, tzn. przeksztatcenia przepro-
wadzajce jedn sciane w drug sa generatorami grupy holonondii. W dwéch
wymiarach obszar fundamentalny jest powierzghikiérej brzeg jest utwo-
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rzony przez ling, jest wec wielokatem. Natomiast w trzech wymiarach obszar
fundamentalny jest ograniczony przefany, tworzy wéc wieloscian.

Konfiguracja utworzona przez obszar fundamentalkgm(6rke elemen-
tarmg) W oraz jej obraz w uniwersalnej przestrze(W), gdziey O T, jest
nazywana tesselacjparkietaem) s 1. Kazdy obrazy(W) jest elementarn
komoérks tesselacji.

Wprowadzone pegie obszaru fundamentalnego ma dwie gtéwne zalety.
Po pierwsze, grupa fundamentalna danej rozrdaittopologiczneji jest
izomorficzna z grup fundamentalg obszaru fundamentalnego. Po drugie,
w obszarze fundamentalnym ue by reprezentowana dowolna krzywa
zZ M, poniewa cz¢s¢ tej krzywej lezaca na zewsgirz obszaru fundamental-
nego mae by przeprowadzona w odpowiednkrzywa wewmtrz obszaru
fundamentalnego poprzez odpowiegdhblonome.

Celem zilustrowania wprowadzonych péjodwotajmy s¢ do pedago-
gicznego, ale intuicyjnie zawodnego, przypadku dwowarowego. Jak wia-
domo kada powierzchnia Riemanna jest homeomorficzna z pmehnj
dopuszczajca metryke o statej krzywinie k. Wobec tego kada powierzch-
nia Riemanna m@ by reprezentowana jako przestfizéorazowam = 9\

I', gdzied jest uniwersalg przestrzenj nakrywajca, tj. ptaszczyza Eukli-
desall?, jesli k = 0; sfey S?, jesli k > 0; ptaszczyza hiperbolicz H?, gdy

k < 0; orazT jest dyskretg podgrupm grupy izometrii bez punktu statego.
Stad lokalnie euklidesowskie powierzchnie to jednos@dptaszczyzna Eu-
klidesa, wielospdjny wale€l x S!, wsktga Mébiusa, toru$' x S* i butelka
Kleina.

Pewne obszary fundamentalne charakterystyczne digigpzchni Rie-
manna o statej krzywhie k zostaly podsumowane na Rys. 10. Jak widzimy,
przestrzé nakrywapca dlak > O jest sfeg, a w pozostalych przypadkach
jest tak, jak zaznaczono schematycznie na rysunku.

W przypadku geometrii sferycznej istrdejtylko dwie przestrzenne
formy: zwykta sferaS” oraz ptaszczyzna rzutowRl = S°\ Z,, gdzie Z, jest
grupa odbi¢ zwierciadlanych wzgldemsrodka sfery. Podobnie jest w przy-
padku wielowymiarowej powierzchni o stalej dodajnkezywiznie, ktorej
wymiar jest dowoln liczbg parzyss.

Hiperboliczna ptaszczyznBl?, historycznie znana jako ptaszczyzna to-
baczewskiego, jest trudna do wyobeaia, poniewa — jak juz wspomina-
lismy — nie mae by izometrycznie zanurzona W® ($cisnigta w 0°). Tym
niemniej maemy o niej mygle¢ jak o powierzchni, ktéra posiada ujemn
krzywizne w kazdym punkcie i ktorej nie widzimy wl®. Pelm grup
izometrii ptaszczyzny hiperboliczngjl® jest PSL(2,R) = SL(2, R) \ Z,,
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gdzie SL(2,R) jest grup macierzy rzeczywistych X 2 o jednostkowym
wyznaczniku. Najbardziej znanym przyktadem zwangepwierzchni hiper-
bolicznej jest dwutoru3? z dziug. W tym przypadku obszar fundamentalny
jest regularnym gmiokatem, ktérego boki zostaty parami sklejone. W repre-
zentacji Poincarégo geometrii hiperbolicznej obsfandamentalny jest
krzywoliniowy i pokrycie jednostkowego kota takimznieksztatconymi
o$miokatami bedzie tworzy tesselagj H?. W tej niesprzecznej reprezentacii
ptaszczyzna hiperboliczna jest reprezentowana pkan, ,linie proste”
(geodezyjne g tukami, ktére przecingjbrzeg kota pod &em prostym lub
srednic: okregu). Stynny niemiecki artysta M. C. Escher przedsaa fascy-
nujace rysunki tesselacji (parkietd@ ptaszczyzny hiperbolicznej dla zilu-
strowania jej wiasni.

Topologiczna klasyfikacja lokalnie hiperbolicznycpowierzchni jest
kompletna tylko dla zwartych struktit? \ T' i zawiera naspujace kategorie

1. spojna sumg toruséw, w ktérych wyeito dziur, g-torusTy;

2. spdjna suma ptaszczyzn rzutowych;

3. spdjna suma zwartych, orientowalnych powierzdShiub T,) oraz

ptaszczyzny rzutowej albo butelki Kleina.

Wszystkie te powierzchnie mgjpole powierzchni ograniczone z gory
przez Z orazsrednic wicksz niz tg cosh*(4) _ 2,06.

Podkr&lmy, ze istnieje nieskaczona liczba niezwartych lokalnie hiper-
bolicznych powierzchni, ponievia

— kazda otwarta powierzchnia za od ptaszczyzny Euklidesa, walca czy
wstegi MObiusa jest homeomorficzna z lokalnie hiperbaiy powierzchna;

— kazda zamkngta powierzchnia, ktora nie jest sjemplaszczyza rzuto-
wa (ptaszczyzn domknkta okregiem w nieskaczondci) czy torusem lub
butelky Kleina, jest homeomorficznie z lokalnie hiperbalg powierzchna.

Przej&zmy teraz do interesggego nas przede wszystkim przypadku tréj-
wymiarowego. Jak wiadomo, kda trojwymiarowa rozmaitd Riemannaw,
ktéra dopuszcza przynajmniej tréjwymiargwdyskreta grupe izometrii T,
dziatagca prosto-tranzytywnie nam jest przestrzeni jednorodm (nie ma
wyréznionych punktéw) i mee by traktowana jako przestraalorazowas
\ T', gdzie 9 jest uniwersalnym nakryciemu. Niech G bedzie petn grum
izometrii, ktéra réwnie zawiera dyskretnpodgrug I'. W terminologii wy-
wanej w teorii klasyfikacji zwartych troéjrozmaio o & mowimy, ze do-
puszczastrukture geometryczy modelowan na (M ,G).

W. P. Thurston klasyfikowat jednorodne trojwymiarwyeometrie, dzie-
lac je na osiem rinych typdw. W kosmologii koncentrujemyesjtownie na
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przestrzeniach, ktoregsjednorodne i izotropowe, tj.gstréjwymiarowymi
przestrzeniami o statej krzywnie.

Kazda zwarta trojrozmait@ o statej krzywinie k moze by przed-
stawiona jako przestraeilorazowa ¥ = M\ T, gdzie 9 jest przestrzeni
nakrywapca bedaca

— sfen S®, jesli k > 0;

— przestrzeng Euklidesa, jéli k= 0;

— tréjprzestrzeny hiperboliczn, jesli k < 0O;

I' jest podgrup izometrii dziatajcych nas swobodnie i niecigle. W dal-
szej czsci skoncentrujemy sina bardziej szczeg6towym opisie tych prze-
strzeni. Zacznijmy od przypadku form przestrzenngelometrii sferyczne;j.

Konsekwengj tego,ze sferaS® jest uniwersala przestrzenj nakrywajca
jest to,ze wszystkie jej formy przestrzenne swarte. Metryka na sferz8®
moze by zapisana w postaci

do® = R7[dy® + sir? y(d6” + sin? 6de?)].

Objetosé przestrzeni jest rownaz2R®. Petry grups izometrii jest grupa
SO(4). Dopuszczalne podgrugy grupy SO(4) bez punktow stalych, dzia-
lajace na sferz&® swobodnie i niecigle to

— grupa cykliczna rgdup, Z, dlap = 2;

— grupy dihedralne (dwacianu) rzdu 2m, D, dlam > 2;

— grupy wielgcienne, a mianowicie

— grupa symetrii czworiianu (tetrahedronul (4 wierzchotki, 6 kra-
wedzi, 4$ciany), jest ona rzlu 12;

— grupa symetrii émioscianu (oktahedronup (6 wierzchotkow, 12
krawedzi, 8 $cian), jest ona rdu 24;

— grupa symetrii ikosahedroniu(12 wierzchotkéw, 30 kraedzi, 20
scian), jest ona rdu 60.

Wszystkie przestrzenie jednorodne o statej krzywé mog by¢ otrzy-
mane przez podzieleni®® przez jeda z wymienionych powsej grup. Ich
liczba jest oczywicie nieskéczona, poniewasa one numerowane przez pa-
rametryp i m.

Objetosé M = S*/ T wyraza sk zwiazkiem

21°R?
T
gdzie T| jest rzdem grupyl'. Dla topologicznie ziponych sferycznych
tréjgeometrii I'| przyjmuje due wartgci, a wiec objetos¢ bedzie mata. Nie
istnieje dolne ograniczenie na etms¢ rozmaitcgci M, poniewa || maze
przyjmowa dowolnie due wartaci

vol(m) =
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0 < vol(M) < 22°R%.

Dobrze znanym przyktadem przestrzeni natej do tej klasy jest prze-
strzer rzutowaP® = S%Z, otrzymana poprzez identyfikacjantypodalnych
punktéw sferyS®. Ta przestrze byla wyta przez de Sittera i Lemaitre’a jako
przestrzenna struktura ich modelu kosmologiczndgoym przyktadem s
tzw. przestrzenie soczewkow®/Z,, z ktérych najprostsza jest przestize
S%Z,, dzielaca sfee S° na szé¢ komoérek elementarnych, majych ksztatt
soczewek. Kolejnym przyktadem jest dwunastan Poincarég&®/I. W tym
przypadku wielécian fundamentalny jest regularnym dwunastanem, kto-
rego sciany tworz picciokaty foremne. Przestrzenie zwarte otrzymujemy
poprzez identyfikag przeciwlegtychscian po obrocie 210, zgodnie z kie-
runkiem ruchu wskazowek zegara wokot osi ortogoepldo sciany. Dla
otrzymania takiej konfiguracji trzeba wykohaz 120 odpowiednich operacji
co da nam ekstremalnie zlony przypadek wielospdjnej topologii (Rys. 11).

Rozwamy teraz przypadek przestrzennych form euklidesqwegstrzeni
[0%. Element liniowy w uniwersalnej przestrzeni nakryuaj maze by za-
pisany jako

do® = R[dy” + y*(d6” + sir? 6de?)].

Petna grupa izometrii jesd = ISQ(3) = R x SQ(3), i generatory dopusz-
czalnej grupy holonomil™ (tj. dyskretnej grupy bez punktu statego),awi
czapc grup identyczndci, translacje, odbicia z gbzgiem, oraz ruchy spi-
ralne, wysgpuja w roznych kombinacjach. Grupy te genegupsiemnécie
réznych typow przestrzeni lokalnie euklidesowych.sfal nich siedem-
nascie to formy wielospdjne odpowiadgje siedemnastu grupom Kkrystalo-
graficznym, odkrytym wicej niz wiek temu przez Fedorowa. Osiem form to
przestrzenie otwarte (niezwarte), a dz¢ésieprezentuje przypadki zwarte.
Te modele mgemy sobie wyobrzaé¢, identyfikujpc sciany wielccianu
fundamentalnego. S&& z nich jest orientowalnych. Na przyktad wigl@n
fundamentalny mie by¢ skonstruowany jako graniastostup prawidtowy o pod-
stawie széciokatnej z r&znymi mazliwymi utozsamieniamiscian. Innym pro-
stym przyktadem jest trojtorus z usamieniem przeciwlegtycitian (Rys. 12).

Zaznaczmy,ze w tych przypadkach oftjps¢ przestrzeni jest dowolna,
poniew& nie istnieje twierdzenie sztywno a#gce promié krzywizny z to-
pologiczry skah diugasci.

Najbardziej interesype, tak z matematycznego punktu widzenia, jak i za-
stosowa do opisu realneg@wiata, § przestrzenie hiperboliczne. Ingb
dziemy gtéwnie péwiecat uwag w dalszej cesci tekstu.
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Przestrzenie lokalnie hiperboliczng sniej poznanymi przestrzeniami
w poréwnaniu z innymi przestrzeniami jednorodnydednake dziki pio-
nierskim pracom Thurstona w tej dziedzinie wiemg, ,prawie wszystkie”
tréjrozmaitégci mog byé wyposaone w struktug hiperboliczra H2.

Metryka indukowana nbi® moze by zapisana w postaci

do® = R7[dy® + sir? y(d6” + sir? 6de?)].

Objetos¢é H? jest nieskaczona, a jej grupa izometrii jest izomorficzna do
PSL(2,C) — grupy wymiernych liniowych transformacji dziadajch na pta-
szczynie zespolone;j.

Tak jak juz wczeniej podkrélalismy, w geometrii hiperbolicznej istnieje
zasadnicza rnica midzy przypadkiem dwu i wyej wymiarowym. Po-
wierzchnia o genusig > 2 dopuszcza nieprzeliczalnie wiele nierébwnawa
nych metryk hiperbolicznych, podczas gdy dia= 3 spojna orientowalna
rozmaitg¢é o wymiarzen dopuszcza co najwj jedra metryke hiperbolicz-
na. Mowiac bardziej precyzyjnie, @ dwie rozmaitgci hiperboliczne (dla
ustalonej wartéci R) o wymiarzen # 3 map izomorficzne grupy fundamen-
talne, to z konieczriwi beda one izometryczne. Z faktu powsgzego wyni-
kaja wazne konsekwencje, a mianowicige dla wymiarun > 3 obgtos¢ roz-
maitasci tak samo jak i dlugiei zamkniétych geodezyjnych na rozmadim,
sg niezmiennikami topologicznymi. Wynika aggt pomyst wycia parametru
objetosci do klasyfikacji form przestrzennych, co na pismy rzut oka wy-
daje s¢ przeczy celowi bada topologicznych.

Z kazdym typem topologii powizane § pewne dtugéci charaktery-
styczne. Dla zwartych przestrzeni lokalnie euklmeskich obszar funda-
mentalny mae posiadé dowolng objetosé, ale nie wecej niz osiemscian.
W przypadku sferycznym oftjos¢ S®/ T jest najwiksza mozliwa wartcicia
objetosci sfery S°® podzielon przez pewn liczbe catkowity. W przeciwie-
stwie do powyszych przypadkéw midiwa jest tesselacjal® przez wielo-
sciany, magce dowolmn liczbe scian. W przypadku tréjwymiarowym hiper-
bolicznym obgtos¢ obszaru fundamentalnego jest ograniczona z doiuy-|
mi stowy, istnieje hiperboliczna tréjrozmasio o objtosci dowolnie bli-
skiej pewnej objtosci minimalnej dla wszystkich hiperbolicznych tréj-
rozmaitaci.

Z powoddéw praktycznych oraz pewnych racji fizyczhyexzni autorzy
koncentruj uwag na zwartych rozmaiteiach hiperbolicznych i ich objfo-
sciach. Kada topologia posiada pewnspecyficza objetos¢ mierzony
w jednostkach promienia krzywizny. Absolutne dolgraniczenie na obj
tos¢ tych przestrzeni wynosi 0,16668. Jest to wynikharakterze egzysten-
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cjalnym, majcym niewielki wptyw na zastosowania kosmologicz@ekos-
mologicznego punktu widzenia gksze znaczenie ma @bpsé najmniejszej
rozmaitcaci, jaka do tej pory udato giznale¢. S to rozmaitdci Weeksa,
zwane te przestrzeniami Weeksa-Matrée-Fomenko, ktérych matha ob-
jetos¢ wynosi 0,942707. Wiekeian fundamentalny dla przestrzeni Weeksa
ma 26 wierzchotkéw i 18cian, z ktérych 12 jest ptiokatami foremnymi,

a 6 — deltoidami.

Rozmaité¢ Weeksa pozostawia wiele miejsca dla wielu topalagych
efektow soczewkowania, poniewabjetos¢ obserwowalnego Wszeghiata
jest okoto 200 razy wksza ni objetos¢ przestrzeni Weeksa di@, = 0,3.
Wiele rozmaitdci hiperbolicznych ma geodezyjne krétsze promier krzy-
wizny, pozostawiagc wiele miejsca dla wielu kopii wiesgianu fundamen-
talnego wewastrz promienia horyzontu, nawet dla rozmditbo obgtosci
okoto 10. W Internecie mma znaléé program komputerowySnapPed
opracowany przez J. Weeksa do hadeéetrywialnych struktur topologicz-
nych. Mazna tam znalgt kilka milionéw zwartych rozmaitei hiper-
bolicznych o objtosciach mniejszych i 10. W Tabeli 2 przedstawiono
przyktadowe parametry przestrzeni hiperbolicznyghlzier. i r- s3 odpo-
wiednio promieniami najwkszej i najmniejszej sfery wpisanej w przestrzeni
nakrywapcej, Imin = 2ri, jest diugdcia najkrotszej geodezyjnej wiedoianu
fundamentalnego.

V. TOPOLOGIA | KOSMOLOGIA

Kosmologowie wierz dzisiaj, ze nasz Wszedhviat jest dobrze opisany
przez zaburzony model Friedmanna-Lemaitre’a. Models rozwigzaniami
rownan Einsteina dla przypadku przestrzeni jednorodngjotropowej. Ta
ostatnia wlasn& pocigga za sob fakt, ze geometria trojprzestrzeni odpo-
wiada geometrii o statej krzywmie (k = -1,0,1). Czasoprzestrzenna roz-
maitas¢ jest opisywana przez metrylRobertsona-Walkera

ds® = c’dt*-R?(t)dd?,
gdzie
do? = dy? + S2(x)(d6? + sir? Odg?)

1 SnapPeanapisany przez J. Weeksa, jest programem kompwien do tworzenia i ba-
dania hiperbolicznych tréjrozmaidoi — zob. http://www.geom.umn.edu/software/
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jest metrylg tréjwymiarowej jednorodnej i izotropowej rozmaith oraz
Sd{x), w zalenosci od krzywiznyk, ma posta

S(x) = sinhy, jesli k=-1

S(x) =y, jeslik=0

S(x) = siny, jesli k = 1.
Czynnik skaliR(t) zostat wybrany takze jest rowny promieniowi krzywizny
przestrzennej dla modeli nieptaskich. Dlatega kezywizna przestrzenna
jest dana przek/R%.

Be¢dziemy dopuszczamozliwosé, ze przekroje statego czast £ const}
sg W 0glInaci przestrzeniami wielospéjnymi, dla ktérych stive s3 rézne
formy topologiczne. Mamy jednaswiadoma¢, ze jest to zatleenie dodat-
kowe, tzn. kademu wielospdjnemu modelowi zawsze odpowiada, ws&po
jednoznaczny, pewien jednospojny model, posi@ajdentyczne wiasrci
kinematyczne i dynamiczne.

Jak wiadomo podstawowe parametry obserwacyjneet@gdk parametr
gestasci Qo czy bezwymiarowa stata kosmologiczh@= ¢’A / (3HZ = Q,),
nie g z obserwacji znane z takloktadndcia, aby okrgli¢ krzywizne prze-
strzeni, tj. odréni¢ Qo +Ag=10dQo+A=1%4,0?C 1.

Z drugiej strony detekcja nietrywialnej topologiianznaczenie dla deter-
minacji przestrzennej krzywizny, poniewarupy holonomii g catkowicie
rozne dla przypadkowk = -1,0,1. Co wgcej, warto zauway¢, ze prze-
strzenie wielospdjne nakladaprecyzyjne w¢zy na parametry metryczne
przestrzeni niezalmie od skal odlegiei kosmicznej.

W przypadku jednospoéjnych rozmaito jedyrns skah we wspotporusza-
jacym sk uktadzie, ktéra nie jest okf®na, jest promig krzywizny. Zwykle
odnosimy go do dzisiejszej epoki, oznagzaR(ty) = Rcun. Stad Ry jest
naturalm skah dtugasci we wspoétporuszagej sk przestrzeni dla uniwersal-
nego nakrycia wielospojnej trojprzestrzeni.

Rownania Friedmanna implikajelaci

kc?
HOZRCZUTV

Jedyny kosmologiczig skah dtugadsci, do ktérej mamy bezgoednie od-
niesienie obserwacyjne jest disgdHubble’a

L tubbie = CHo " = 300th™*Mps, h 0 [0,55, 0,75],

Qo+)\,o_1=
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gdzieh jest parametrem zwzanym z brakiem doktadnej wakt dla H,.
Jesli zdefiniujemy teraz wielk&é f = /|Q+1—-1| dla wszechwiata, ktory
nie jest ptaski (dla ptaskiego wastoR.,,, pozostaje dowolna)

Reurv = Lhubble = 3000(fh)_1MpS

W praktyce dlugé¢ Hubble’'a jest wielkécig tego rzdu co rozmiar hory-
zontuRy — horyzontu castek, ktory okréla obserwowalny Wszeébiat ja-
ko sfee w uniwersalnej przestrzeni nakrywgagj.

Ta warta¢ jest trocly wicksza nk promien powierzchni ostatniego roz-
proszenia, ktére jest obecnym ograniczeniem narelzge.

Inng naturalm skabh kosmologiczl jest skala spkzona ze stat kosmo-

logiczm
La = A7%= (3H2ZAo/c) ™ = 1730 " *Mps.

Koncepcja horyzontu zachowuje swoj dokladny sengraestrzeniach
wielospdéjnych, lecz musimygjzastosowa do uniwersalnej przestrzeni na-
krywajacej. Obiekt mae by potencjalnie zaobserwowalny, wtedy i tylko
wtedy gdy jego (wspoétporuszga) odlegtdé jest mniejsza i Ry w (UN).

W przypadku wielospéjniei rozmaitgci mamy dodatkowo do czynienia
z topologiczn skah odlegtaci powiazamg z wieloscianem fundamentalnym.
Geometria sugeruje nam poréwnanie jej gnRlecz czsto wyteczniej dla
obserwacji jest poréwrtga do Ry czy tez wyliczaé ja Mps alboh™ Mps.

Na Rys. 13 zestawiono parametry reprezeickiyozmiary charakterystycz-
ne wielgcianu fundamentalnego. Efekty obserwacyjneazamne z wielospoj-
noscia beda wystepowat, jesli topologiczne skale charakterystyczrgemniej-
sze od rozmiarow obserwowalnego Wszsdhta, tj. promienia horyzontu.

Odrzucenie hipotezyze realny Wszedwiat posiada topologi prze-
strzeni jednospodjnej, ma wae implikacje. Jdi co najmniej jedna topo-
logiczna skala jest mniejsza od rozmiaréw horyzomidwczas bda obser-
wowalne wielokrotne obrazy tego samego obiektutezyregionu, z ktérego
emitowane jest promieniowanie. Im mniejszgdbie obszar fundamentalny,
tym tatwiej kzdzie zaobserwowawielokrotnie topologicznie obiekty. Ba-
dajac tréjwymiarowe przegldy nieba, zawierage obiekty i ich redshifty,
mozemy poréwna ich rozktad z rozktadem teoretycznym, poniewizba
obrazéw topologicznych w przestrzeniach lokalnigoembolicznych czy
eliptycznych jest funkgj parametrowQ)g i A.
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VI. PROMIENIOWANIE RELIKTOWE
PODPISEM TOPOLOGII WSZECSWIATA

W 1946 r. G. Gamow wysuahide¢ Wielkiego Wybuchu, zgodnie z ktr
WszecKBwiat w pierwszych fazach swojego istnienia byt vayszagco gsty
i goracy, by mogly w nim zachodgireakcje termegjdrowe. Jego intengj
byto wyjasnienie obfitgci lekkich pierwiastkéw, w szczegolda helu, wy-
stepujacych obecnie we Wszeglhiecie. W modelu Wielkiego Wybuchu
znalazto odpowied wiele problemoéw, ktére wcZaiej nurtowaty kosmolo-
gow, jak chociaby paradoks Olbersa. Wszdehat istnieje skaczony czas
i swiatto, dochodzce od gwiazd do obserwatora na Ziemi, pochodzi ze
skohczonego obszaru o promieniu réwnym iloczynowkdkosci swiatta
I wieku WszecKwiata lub — bardziej formalnie — w rozszergajm sk
WszecKwiecie jasné¢ galaktyk maleje szybciej hir 2 (poczerwienienie),
a zatem wklad do catkowitej jas§m nieba od coraz odleglejszych galaktyk
maleje ze wzgldu na to,ze ich liczba w odlegkxi r od Ziemi ragnie tylko
jak R% Model Wielkiego Wybuchu przewiduje istnienie w psaeeni
kosmicznej izotropowego promieniowania elektromdgoenego o nate-
niu odpowiadajcym promieniowaniu ciata doskonale czarnego o teape
turze okoto 2,7 K. Promieniowanie to jest reliktgqm jednym z wczesnych
etapéw ewolucji Wszedhwiata, sid usprawiedliwiona jest jego nazwa: pro-
mieniowanie reliktowe. Materia byta wtedy catkowdczjonizowana. W nie-
przezroczystej plazmie, zimnej z fotondw, protondéw, elektronéw i neutri-
no, fotony efektywnie rozpraszatyesha swobodnych elektronach (rozpra-
szanie Thompsona), doprowadgajdo rownowagi termodynamicznej mate-
rig i promieniowaniem oraz termalizacji promieniowaniliktowego. Na-
stepnie gdy Wszedwiat ochlodzit s¢ do temperatury 3000 K, to na skutek
rekombinacji wodoru efektywrsé procesu thompsonowskiego spada niemal
do zera i Wszedwiat staje s przezroczysty dla promieniowania. Wtedy
WszecHBwiat przezyt jedng tysieczng czes¢ swojego wieku, a fotony zamiast
rozpraszé sig, mogty swobodnie wdrowa we Wszeckwiecie. W skali
redshiftuz wydarzenie to odpowiadatp = 10° (dzisiaj z = 0) (przyblizona
relacjat = (1 + 2! pozwala przelicz& czas kosmologiczny na z, na
podstawie odpowiednich relacji we wszéwiecie ptaskim). Dzisiaj tkwimy
zanurzeni w kpieli tego promieniowania, ktore — jakesbkazuje — jest pod-
pisem ksztattu Wszeétviata. Na skutek ekspansji Wszéulata jakkolwiek
planckowski charakter widma zostaje zachowany, jegoperatura gizmie-
nia jak
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T —_ Trekombinaii
1+z

(ekspansja jest adiabatyczna(i) T = const, gdziea(t) jest czynnikiem skali).

Mozna sobie tylko wyobraziradc¢, jaka towarzyszyta odkryciu tego
promieniowania przez A. Penziasa i R. Wilsona w 596 Do odkrycia
doszito zupeinie przypadkowo, poniewvabaj panowie zajmowali sibada-
niem odbiornikdw z punktu widzenia najmniejszychusww aparatury. Ba-
dali oni szumy wywolywane obecfaa atmosfery i zauwayli, ze jesli wy-
eliminowa® wszystkie znane szumy nadal pozostaje pozaatmasfee
zrodto szumow rejestrowanych przez anteSkonsultowali rzecz z grygp
astrofizykdw kierowas przez R. Dicke’a, ktorzy naginie opublikowali
prac, twierdzc, ze jest to promieniowanie reliktowe, przewidzianegw
Gamowa w jego modelu standardowym. Z chwigo odkrycia rozpoczyna
si¢ howa epoka w rozwoju kosmologii, ktéra od tej p@taje s¢ nauly
mniej lub bardziej, ale umocowanrv empirii.

Obserwowane z Ziemi promieniowanie reliktowe nistjeatkowicie izo-
tropowe. W 1977 r. P. Henry zaobserwowat tzw. ammiguic dipolows, zwia-
zamg z ruchem Ziemi wzgldem uktadu spoczywafego wzgédem promie-
niowania reliktowego. Istnienie tej sktadowej artiopii mozna wytluma-
czy¢ poprzez efekt Dopplera. Ziemia wykonuje ruch wol&bnca, ktére
uczestniczy w ruchu wokét centrum Galaktyki, ktGarakolei porusza si
w gromadzie Virgo, zmierzagej w kierunku wielkiego atraktora. Wobec te-
go istnieje wzgidna pedkos¢ naszej ziemskiej anteny wzglem ukiladu
sztywno zwjzanego z ttem. W zwiku z tym powinndmy w r&nych kie-
runkach, np. na wprost i do tytu, obserw@wazne temperatury promienio-
wania reliktowego, tj. wzgldng anizotropé temperatury tego promieniowa-
nia oT/T. Efekt Dopplera ttumaczy, jak powstaje taka anizpiag i pozwala
okresli¢ predkose, z jaka Ziemia porusza giwzgledem swoistego ,eteru”.
Z przeprowadzonych pomiaréw wynikae Staice porusza giz predkoscig
360 km/s w kierunku gwiazdozbioru LWAT|(T O vg), natomiast cata Droga
Mleczna z pgdkoscia 600 km/s w kierunku gwiazdozbioru Hydry.

Fundamentalne znaczenie dla kosmologii mazéofluktuacje promienio-
wania reliktowego s jakby odciskami palcow formacji wielkoskalowej str
tury Wszeclwiata na powierzchni ostatniego rozproszenia — @90 000
lat po Wielkim Wybuchu. Niejednorodéoi w rozkladzie materii w tym
okresie, gdy promieniowanie po raz ostatni oddziap z materi, pozosta-
wity po sobieslad w postaci kwadrupolowej anizotropii tego prommva-
nia. ,Had astronomers seen ‘the face of God'? Haelytfound ‘the Holy
Grail'?” — to tylko niektére z komentarzy, ktore jpwity si¢ w prasie co-
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dziennej wiosp 1992 r. po wykryciu przez satelitCOBE niewielkiej ani-
zotropii w temperaturze promieniowania reliktowedtisja COBE miata, po
pierwsze, zbada czy promieniowanie reliktowe jest izotropowe (jid

FIRAS byt dedykowany pomiarom interferometrycznynomieniowania tta
w zakresie cgstotliwosci 480-5000um); po drugie, dokortapomiaru anizo-
tropii tego promieniowania (projekt DMR za pomodwodch whzek na
czestosciach 31,5, 531 90 GH2).

COBE z niezwykd precyzjp ustalit Planckowski charakter widma i zmie-
rzyt sktadowg izotropowy. Co wicej temperatura mierzona przez COBE
z obszaréw o rozmiarachitowych ® 0O 7° wykazata anizotrogidéT/T = (1,1
+0,2)10°.

Czego dowodzi istnienie anizotropii tego promienamia, ktGre mgemy
sobie wyobraa¢ jako cieplejsze i zimniejsze plamy na mapie niel, jak
plamy na powierzchni cial zwiegz widzianych w podczerwieni? Promie-
niowanie reliktowe widzimy z Ziemi, a fotony doceégg do nas z pewnej
sfery, w ktorejsrodku sk znajdujemy. Sfera ta jest zwana powierzghni
ostatniego rozproszenia, ktorej promiBgs = Reurv arc cosh((2 Qo) / Qo),
gdzieQ, jest parametremegtosci, Ry, jest promieniem krzywizny, a indeks
Zzero oznaczaze mowimy o parametrach fizycznych odniesionych do d
siejszej epoki (Rys. 14). W granicy gd¥ — 1, Rys = 2cH, * _ 600th™
Mps. Wyobraamy sobieze na powierzchni ostatniego rozproszenia istniaty
pierwsze zgstki materii. Fotony, wychodz z takiego obszaru o whiszej
grawitacji, czyli z pewnej jamy potencjatu, traciénergé i ich temperatura
jest r&na od fotonow wychodrych z obszaréw o mniejsze¢gosci 0 5T/T
0 dglc?, gdzie dp jest odpowiednj réznica potencjatéw. | analogicznie: gdy
fotony wchodz do dotka potencjalu, dala zyskiwa: energé. To zjawisko
nazywamy efektem Sachsa-Wolfe'a. Obserwowana amip@ promienio-
wania reliktowego mze zatem wynika z takiego oddziatywania fotonéw re-
liktowych ze zmiennym polem grawitacyjnym. Fotonyigki temu trag
badZz zyskup energé albo — inaczej méwic — ulegag przesungciu ku czer-
wieni lub fioletowi. W ten sposo6b temperatura premibwania reliktowego,
dochodacego do nas z miych miejsc na sferze niebieskiej, zaleod wiel-
kosci tego poczerwienienia, czyli od rozktadu i ewqgluzzasowej zaburze
pola grawitacyjnego. Sachs i Wolfe jako pierwsi glicdpis tego mechani-
zmu w 1967 r., wyprowadzgg zaleznos¢ na anizotrog tego promieniowa-
nia we wszecfwiecie ptaskim. P#niej w tym samym roku Anile i Motta
uogolnili ich wyniki na przypadek geometrii hipetlmznej i eliptycznej.
Czynnikiem powodujcym anizotrop moze by rowniez efekt Reesa-
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Sciamy, gdzie niejednorodny rozkilad fotonow jestnikiem oddziatywania
fotondw ze zmiennym w czasie polem grawitacyjnym.

Anizotropia rozktadu fotonow me réwnie wynikat z oddziatywania
fotonow z barionami na powierzchni ostatniego rezzenia. Z kolei anizo-
tropia dipolowa zwjzana jest z ruchem Ziemi wzglem uktadu zwjzanego
z promieniowaniem tta, take oT/T O vy, gdzie vy jest pedkoscia Ziemi
wzgledem tego ukiadu.

Niestety COBE nie byt w stanie rozmi¢ struktur w skalach gowych
mniejszych ni 10°. Wybrana cgstos¢ 30,59 GHz odpowiada niestety po-
ziomowi promieniowania pylu galaktycznego; w tymkessie promieniuj
réwniez radiazrodia. Obserwowane fluktuacje wynask00uK, podczas gdy
oczekiwana sktadowa kwadrupolowa to K. Parametry takie jak mata
zdolnas¢ rozdzielcza (710°) czy czutéé (zdolnd¢ do wydzielania stabych
sygnatéw ponad szumy aparaturowe — (poziom sygna{ppziom szumu)
015 map sie zdecydowanie poprawiw niedalekiej przyszkei.

Spodziewamy si zasadniczego pogiu w zwihzku z obserwacjami doko-
nanymi za pomag sondy MAP (Microwave Anisotropy Probe) zbudowanej
przez NASA. Zdolné¢ rozdzielcza detektora to 0,8V 2007 r. spodziewany
jest start europejskiego sateli®fanck ktérego zdolné¢ rozdzielcza bdzie
fascynujca — 10 (Tabela 3).

Tabela 3. Podstawowe parametry misji COBE, MAHanck

| COBE | MAP Planck
czutosé oT/T 107 6-10° 2-10°
rozdzielczgé 7° 20 10
czestosé 30-90 GHz | 22-90 GHz | 30-860 GHz

Fluktuacje temperatury promieniowania reliktoweggdaja sie by¢ klu-
czem do rozstrzygncia problemu topologicznej formy naszej przestrzeni
a doktadnie w geometrii powierzchni ostatniego rozgenia, w jej samo-
przeckciach. Jeeli duzy plaster nawiniemy na palec, to zajdzie on naisieb
i dojdzie do jego przegcia z samym sap Warunkiem jest, aby rozmiary
charakterystyczne bylty mate albo poréwnywalne zmia@ami powierzchni
ostatniego rozproszenia. Wyjdjmy rzecz na przyktadzie trojtorusa (Rys.
15). Wowczas uniwersalna przestiizeakrywapca lpdzie posiada struktue
regularnej sieci krystalicznej z sméenmg komorky elementarg. Niech po-
wierzchnia ostatniego rozproszenia przecina kométkmentarg. Zat&zmy,
ze obserwator znajdujec¢sdoktadnie wsrodku szécianu, woéwczas zauwg
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on, ze promieniowanie tta dociergje do niego z punktow samoprzgzia
powierzchni ostatniego rozproszeniadijcych okggami, maj identyczmn
temperatug. Jest tak dlategae te dwa okggi (istnieg dwie pary takich) $

w istocie tym samym okgiem, tylko oghdanym z dwéch réinych kie-
runkow i std fluktuacje temperatury mugzpozosté na nichscisle sko-
relowane (Rys. 16). David Spergel i Neil Cornishspakup na niebie par
okregow, wzdhw ktérych fluktuacje temperatury $cisle skorelowane, z na-
dziejg znalezieniacian, na ktorych leg odpowiednie okggi, co pozwoli na
rekonstrukcg grupy holonomii i rekonstrukej przestrzeni. Zadanie jest
trudne ze wzgldu na obecn& réznych czynnikow znieksztatcgych ob-
razy okegow, poniewa na drodze fotonow do obserwatora oddziatuje na
niezmienne pole grawitacyjne. Niestety celu tege mpotrafimy dzisiaj
osiggna¢; potrzebne s detektory anizotropii promieniowania reliktowego
nowej generacji o zwkszonej zdolnéci rozdzielczej i czutéci.

Wydaje s¢ fascynujce dla naukowcay¢ w takim wianie okresie, kiedy
postp techniczny stwarza kosmologii prawdziwe afiwosci odpowiedzi na
tak fundamentalne pytania, jak pytanie o ksztaltegtrzeni, jej geometti
Ta sama obserwabla — promieniowanie tta — ktérawpa, ze zajmowanie
si¢ kosmologj przestato b§ rzecz wstydliwg, otwiera dzisiaj kosmologom
takie same mdiwosci jak kiedys fizykom odkrycie mechaniki kwantowej.
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Rys. 1. Papierowy model powierzchni hiperboliczigaima lgtow wewretrznych tréj-

kata na powierzchni hiperbolicznej jest mniejsza @&0°li maleje ze wzrostem po-

wierzchni tréjlgta. Papierowy model takiej powierzchni aeany skonstruowd jesli

w kazdym wierzchotku zejdzie sisiedem tréjktow rownobocznych. Oczyégie po-

wierzchnia kota na tej powierzchngdizie wigksza od powierzchni kota o tym samym
promieniu — na ptaszcayie okmg przy roztaeniu zachodzi sam na siebie.
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—————————————————————

Rys. 2. Konstrukcja dwustronnego walca. Dzielimag#czyzrn zbiorem prostych

rownolegtych i dokonujemy, przesuwsaj paski, utésamienia odpowiednich punk-

tow (a). Walec, przestrzegrforme geometrii ptaskiej, otrzymujemy, utsamiagc
(klejc) w prostolgtnym pasku przeciwlegte punkty jego bokéw (b).

A A
a a a
P Q | P
Q P Q
A A
€)) (b)

Rys. 3. Jednostronne formy przestrzenne geomelaskpej otrzymujemy, utosa-

miajac punkty w inny sposéb, tj. dodatkowo odbijajje zwierciadlanie wzgbem

prostej prostopadtej (a). Wsfa Moébiusa (jednostronny walec) jest jednostronnym

modelem przestrzennej formy geometrii ptaskiej. Zash o utasamionych punk-

tach w paskach memy o niej myle¢ jak o prostoktnym pasku, w ktérym doko-

nano utasamienia punktéw, ale nie w kierunku zgodnym jakwmalcu, ale prze-
ciwnym, prze&ecajac jeden z kacéw paska o 180(b).
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Rys. 4. Dwustronny torus otrzymamy,sliedokonamy podziatu ptaszczyzny przez

dwa uktady prostych réwnolegtychk) i {I}. Przesuwajc wybrany prostoit w kie-

runku prostych k} i {1} dokonujemy odpowiedniego utsamienia punktéw (a). Do

wyobrazenia torusa meemy praciej dojs¢ rozwazajgc prostolgt, w ktérym uta-
samiono w kierunkach zgodnychoj@gzeciwlegte boki (b).

a a a A A
B -
P o P
o P b
SN . SR I I P
P b
A A

Rys. 5. Gdy wybierzemy inny spos6b #amienia punktéw z wykorzystaniem zwier-
ciadlanego odbicia wzgtlem prostej dzigtej obszar midzy uktadem prostychl}
na potowy (a), otrzymamy jednostronny wariant terasvany butel¥ Kleina (b).
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Rys. 6.Swiatlo w przestrzeni wielospdjnej me by zarejestrowane przez obser-
watora na wiele rinych sposobdéw. W takim wszeshiecie powinny by obser-
wowalne repliki tych samych obiektéw (Einsfeira r&znych etapach ewolucji.
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Rys. 7. Najprostsze przestrzenne formy geometpetiolicznej zyskujemy wyci-
nag z torusa otwor reprezentowany przezlpk.

84
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Rys. 8. Rozrywajc petle k w punkcieP po odpowiednich deformacjach figute

mozemy przeksztalc¢ido postaci piciokata. | odwrotnie klegc boki tego pgciokata

w spos6b pokazany na rysunku i pozostaydagwobodny bokk na brzeg otrzy-
mamy pczke.
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Rys. 9. Hang otrzymamy klegc dwie mczki wzdiwz brzeguc.
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Rys. 10. Uniwersalne przestrzenie nakryyeaj dla trzech rinych zamkngtych po-
wielnd o statej krzywinie.
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Rys. 11. Obszar fundamentalny przestrzeni sferjjcBoencarégo. Jest to dwunasto-
$cian, ktéregasciany @ pieciokatem foremnym. Zwagt przestrzé uzyskujemy przez
identyfikacg przeciwlegtychscian po ich obrocie zgodnie ruchem wskazowek zegara
0 1/10 cz$¢ pelnego obrotu wokdét osi ortogonalnej doiany. Aby uzyské odpo-
wiednig konfiguracg nalezy wykona 120 odpowiednich operacji, co mmswiadczy

0 stopniu zlmonasci tej wielospdjnej topologii geometrii sferyczne;j.



PROMIENIOWANIE RELIKTOWE PODPISEM TOPOLOGII WSZECIWIATA 87

o]
S

Rys. 12. Zwarte modele tr6jwymiarowych euklidesoWwyform przestrzennych naj-

prosciej jest pokazé przez utasamienie odpowiednickcian wielgcianu twora-

cych tessalagj R®. Na rysunku pokazano najprostszy tréjtorusa, alegélncci

mamy 18 ranych typéw z czego 17 to przypadki wielospdjne gd&rprzez Fedo-

rowa. Osiem form g przestrzeniami otwartymi (niezwartymi), a dzigsito prze-
strzermamkngte (zwarte).

Rys. 13. Charakterystyczne parametry wielanu fundamentalnego.
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Rys. 14. llustracja efektu Sachsa-Wolfe’'a.
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Rys. 15. Trojtorus (dwutorus) i uniwersalna przeairnakrywapca.
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Rys. 16. llustracja idei Neila Cornisha poszukiwaidt wielkich dla rekonstrukgji

topologicznej struktury przestrzeni fizycznej. Kot samoprzegiciami na po-

wierzchni ostatniego rozproszenia. Liczba odpowjachech sobie par &y migdzy

ich srodkami zaleg od geometrii i topologii. Kada para ley na odpowiadajcych
sobieianach wielécianu fundamentalnego.
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THE RELICT RADIATION
AS A SIGNATURE OF TOPOLOGY FOR UNIVERSE

Summary

We consider the problem of possible topology for tiverse. It is shown that due to
algebraic topology we can strictly define the shapehysical space whereas observations
of anisotropy of microwave background radiationegws an answer to the question whether
our Universe is finite or not?

Summarized by Authors

Stowa kluczowe:promieniowanie mikrofalowe tta, topologia kosmiezrksztalt przestrzeni.
Key words: microwave background radiation, cosmic topolodyapee of space.



