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LECH GRUSZECKI

O INDUKCIJI NIEZUPEELNE]J W MATEMATYCE

Rola indukcji w metodologii nauk jest obecnie czesto kwestionowana.
Watpliwosci przy tym budzi nie tylko jej rzeczywisty zakres i znaczenie dla
postepu wiedzy naukowej, problematyczna wydaje si¢ sama definicja tego
pojecia. Kontrowersje zwiazane z indukcja maja z reguly zasieg ograniczony
do nauk przyrodniczych. To fizyka, chemia czy biologia dostarczaja na ogét
argumentéw adwersarzom w sporze o indukcje'.

Celem tego artykulu jest spojrzenie na zagadnienie indukcji z nieco in-
nego punktu widzenia, a mianowicie z perspektywy historii matematyki. Ma-
tematyka to nauka, dla ktérej standardem jest, oczywiscie, dedukcyjna me-
toda uzasadniania wiedzy. Tak jest obecnie, a i w przeszto$ci, mimo braku
scistych definicji dowodu i wynikania logicznego, ktére z satysfakcjonujaca
doktadnos$cia zostaty sformulowane dopiero w pierwszej polowie XX wie-
ku®, matematyka uznawana byta za nauke, posiadajaca odrebng w stosunku
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do nauk empirycznych metod¢. Czy jednak zawsze matematycy w swoich
badaniach postugiwali si¢ tylko dedukcja, stosowana z wigksza lub mniejsza
precyzja w zaleznosci od epoki historycznej i indywidualnego autora? Czy
w szczegoblnosci stosowali oni takze rozumowania o charakterze indukcyj-
nym (w sensie indukcji niezupetnej)? Postaram si¢ wykaza¢, ze tak wilasnie
byto, i — co wigcej — przedstawi¢ argumenty na poparcie tezy, ze indukcja
odegrata istotng role w pewnych okresach rozwoju matematyki. Najlepszym
sposobem uzasadnienia tego pogladu jest, jak sadze, prezentacja odpowied-
nich przyktadéw zaczerpnigetych z historii.

Analiza epizodéw z historii matematyki pozwala na blizsze przyjrzenie
si¢ istotnym cechom procedur indukcyjnych w obszarze matematyki i zara-
zem umozliwia uzyskanie, przynajmniej cze¢sciowego, wyjasnienia skutecz-
nosci wielu rozumowan indukcyjnych.

1. KROTKO O HISTORYCZNYM TLE SPORU
WOKOL INDUKCJI

Poniewaz kontrowersje zwigzane z indukcja dotyczyty przede wszystkim
nauk empirycznych, na poczatku wigc, tytutem wprowadzenia, przypominam
te problematyke.

Jak wiadomo, najsilniejszy w XX wieku atak na indukcj¢ jako na metode¢
zdobywania wiedzy prawomocnej zostal przeprowadzony przez K. Poppera’.
Obok krytyki indukcji, analogicznej do tej, jaka sformutowat dwa wieki
wczesniej D. Hume, a mianowicie dotyczacej braku dostatecznych podstaw
do wyprowadzenia zdan zawierajacych kwantyfikacje uniwersalng ze zdan
opisujacych skonczona liczbe obserwacji, Popper dodal nowy zarzut. Wy-
mierzony on byt w szczegblnosci w logicznych empirystéw, ktérzy metodzie
indukcyjnej przypisywali kluczowe znaczenie, jako ,,mechanizmowi” umoz-

matematyki ze $cisle okreslonym pojeciem dowodu formalnego. W sposéb satysfakcjonujacy
wynikanie logiczne zdefiniowat A. Tarski w 1936 1.

3 Por. np. K. R. Popper, Logika odkrycia naukowego, tt. U. Niklas, Warszawa 2002, s. 21-
24; na temat filozofii nauki Poppera mozna znalez¢ wiadomosci np. w: A. Chmielewski,
Filozofia Poppera. Analiza krytyczna, Wroctaw 1995; Z. Ha jd uk, Metodologia nauk przyrod-
niczych, Lublin 2002, 5.71-86, s. 101-132; W. Sady, Spdr o racjonalnos¢ naukowq od Poinca-
régo do Laudana, Wroctaw 2000; s. 154-186; J. Zy cinski, Elementy filozofii nauki, Tarnéw
1996, s. 101-132.
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liwiajagcemu przej$cie od zdan protokolarnych, opisujacych nieuwiklane teo-
retycznie dane doswiadczenia, do ogdélnych praw nauki. Popper zauwazyt,
niewatpliwie stusznie, iz zdania protokolarne wykorzystuja terminy o cha-
rakterze teoretycznym, a tym samym nie moga by¢ uznane za bezpieczny
fundament wiedzy empirycznej, nieskazonej zadnymi, formutowanymi
a priori w stosunku do doswiadczenia, postulatami rozumu. Zdania protoko-
larne s3, jak pisat Popper, przesiaknigte teorig (theory-soaked)*.

Przedstawione wyzej uwagi tworcy racjonalizmu krytycznego wydaja si¢
merytorycznie zasadne. Jednakze nie jest wcale oczywiste, w jakiej mierze
dotyczyly one rzeczywistych pogladéw empirystow logicznych. Zaréwno
bowiem Schlick, jak i Neurath oraz Carnap zdawali sobie do$¢ dobrze spra-
we z tego, iz zdan protokolarnych empirycznie dowie$¢ si¢ nie da (dowies¢
mozna jedynie niewyrazalnych konstatacji, ktére z racji swego niejezykowego
charakteru nie moga by¢ wlasciwym budulcem nauki). Zdania protokolarne sa
wiec w istocie, jak zauwazali Schlick i Feigel, jedynie hipotezami.

Takze poglady wigkszoSci empirystow logicznych na status indukcji w bu-
dowaniu wiedzy naukowej, byly o wiele subtelniejsze, niz to sugerowat Pop-
per. Jak pisat Schlick: ,,Indukcja jest jedynie metodycznie kierowanym pro-
cesem zgadywania, procesem psychologicznym i biologicznym, ktérego
pojmowanie nie ma z pewnoscig nic wspélnego z logika™”. Z podobnymi
uwagami na temat indukcji wystepowatl takze Feigel. Jedynie Carnap, nie
zwazajac na krytyczne uwagi Poppera, a pdzniej takze ignorujac Quine’
owska krytyke rozrdéznienia na to, co empiryczne, i na to, co analityczne,
zdecydowat si¢ na budowe logiki indukcyjnego potwierdzania teorii i hipo-
tez przez zdania bazowe. Kolejne wersje teorii Carnapa zostaty poddane kry-
tyce jako nieadekwatnie przedstawiajace rozwdj nauki. Do koncepcji Carna-
pa odwotywali si¢ pézniej liczni filozofowie nauki, m.in. H. Kyburg i J. Hin-
tikka®. Wszystkie te wersje logiki indukcji w niewielkim tylko stopniu przy-
staja do praktyki uczonych, odnosza si¢ bowiem do wyidealizowanych pro-
cesOw zdobywania wiedzy.

Falsyfikacjonizm Poppera mial stanowi¢ konkurencj¢ wobec indukcjoni-
zmu. Zdaniem Poppera nauka rozwija si¢ dzigki $mialym przypuszczeniom,
ktére nastepnie poddawane sg surowym sprawdzianom poprzez konfronto-

‘Chmielewski, dz. cyt., s. 49.

3 Tamze, s. 116.

®Z.Hajduk, O akceptacji teorii empirycznej, Lublin 2002, s. 74-104, 168-181; Sad y, dz.
cyt., s. 118-123.
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wanie zdan bazowych, wynikajacych logicznie z tworzonych teorii, z rze-
czywistoscia. Mozna wigc powiedzie¢, ze Popper przyznawat tworczej wy-
obrazni uczonych wigksze znaczenie niz przedstawiciele Kota Wiedenskie-
go, ktérzy wydawali si¢ optowa¢ za mozolnym gromadzeniem wiedzy
o faktach, a nastepnie indukcyjnym uogdlnianiem tejze wiedzy, by na koncu
otrzyma¢ prawa przyrody. Potozenie przez Poppera akcentu na rolg wyobraz-
ni w procesie budowania nauki wykluczato mozliwo$¢ skonstruowania jakiej-
kolwiek logiki formalnej odkrycia naukowego, zar6wno logiki dedukcyjnej,
jak indukcyjnej.

Czy krytyka indukcji dokonana przez Poppera jest w peini zasadna i czy
istotnie postugiwanie si¢ wyobraznig przez uczonych catkowicie wyklucza
indukcje? Odpowiedz na powyzsze pytania zalezy, oczywiscie, od tego, jak
si¢ rozumie metode indukcyjna. Z pewnoscia wszelkie proby tworzenia sys-
temu logiki indukcyjnej, jak to czynit Carnap i jego nastgpcy, sg ryzykowne,
gdyz zawsze mozna wskaza¢ rozumowania, ktére wykraczaja poza ramy
konstruowanego systemu. Z drugiej strony nie mozna oprze¢ si¢ dosS¢ po-
wszechnemu przekonaniu o waznej roli rozumowan rozszerzajacych, prowa-
dzacych od zdan jednostkowych do uniwersalnych. Jak dobrze wiadomo,
sam Popper nie uniknal pewnych niejawnych odwotan do zasady indukcji
w zwigzku z wprowadzonymi przez siebie koncepcjami potwierdzenia teorii
oraz prawdoupodobnienia.

I. Lakatos, najbardziej oryginalny z uczniéw Poppera, poczynil szereg
gtebszych uwag na temat roli pojecia indukcji w epistemologii i metafizyce.
Zdaniem Lakatosa jest ona niezbednym elementem kazdej racjonalnej filozo-
fii nauki jako pewna syntetyczna zasada nadrzedna, chronigca przed popad-
nieciem w radykalny sceptycyzm’. Zasady indukcji bronili réwniez M. Black
i H. Putnam, wskazujac na jej pragmatyczne znaczenie w metodologii nauk
empirycznych®. Przy antyindukcjonizmie pozostaje natomiast najwybit-
niejszy i najbardziej ortodoksyjny kontynuator mysli Poppera, J. Watkins’.

" Poglad taki przedstawia Lakatos w wymienionej juz pracy Changes in the Problem of
Inductive Logic, [w:] The Problem of Inductive Logic, Amsterdam 1968.

8 Por. M. Black, Self-Supporting Inductive Arguments w: The Philosophy of Science, ed.
P. H. Nidditch, Oxford 1968, s. 136-143; H. Putnam, The “Corroboration” Theories, [w:]
Philosophy as It Is, eds. T. Honderich, M. Burnyeat, Harmondsworth 1979. Oméwienie pogla-
déw Putnama na temat indukcji ma znalez¢ takze w: Chmielewski, dz. cyt., s. 120-127.

®Por.J.W.N. Watkins, Nauka i sceptycyzm, tt. E.i A. Chmielewscy, Warszawa 1989.
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Ostatnie dwie dekady XX wieku to okres wyciszenia sporé6w wokoét in-
dukcji. Ma to zwigzek zar6wno z ,,wyczerpaniem amunicji” obu stron kon-
fliktu, jak i wylonieniem si¢ nowych probleméw angazujacych filozoféw na-
uki. Wéréd tych probleméw nalezy wymieni¢ przede wszystkim kontrower-
sje zwigzane z racjonalnoscig metody naukowej (lub — jak chca niektérzy —
brakiem takiej racjonalnos$ci) oraz dyskusje realistéw z antyrealistami.

W filozofii i metodologii matematyki indukcjonizm byt, czemu trudno si¢
dziwié, powigzany zazwyczaj ze stanowiskiem empirystycznym. Lakatos
w artykule A renaissance of empiricism in the recent philosophy of mathema-
tics? dokonuje przegladu wybitnych matematykéw i filozofé6w matematyki
XX wieku, ktérzy opowiadali si¢ za empirycznym pochodzeniem wiedzy
matematycznej i indukcyjnym sposobem jej uzasadniania. Wegierski filozof
powotuje si¢ miedzy innymi na poglady Russella, Fraenkla, Godla, Carnapa
i Quine’a'®. Do tej listy nalezaloby z pewnoscia dodaé — nie wymienionego
przez autora — G. Polye, ktérego heurystyka matematyczna byta dla Lakatosa
jednym z gléwnych zrédet inspiracji w pracy nad doktoratem''.

Sam Lakatos odrzucat indukcjonizm w obszarze nauk matematycznych
(podobnie jak to czynit w stosunku do nauk empirycznych). Jego metodolo-
gia dowodzen i obalen, ktérej dal wyraz w stawnym dziele Proofs and Refu-
tations, zainspirowana byta giéwnie pogladami Poppera na nauki empirycz-
ne'’. Lakatos ktadt w niej nacisk na §miate racjonalne konstrukcje, ktére na-
stepnie winny by¢ poddawane surowym sprawdzianom poprzez konfrontacje
z potencjalnymi kontrprzyktadami wywodzacymi si¢ z matematycznych teo-
rii nieformalnych.

Lakatos nie wyjasnit jednak, dlaczego pewne twierdzenia matematyki nie-
formalnej s3 powszechnie akceptowane, a ich status poznawczy jest tak wy-
soki, ze moga sfalsyfikowa¢ teorie formalne. Miedzy potencjalnymi falsy-
fikatorami matematycznych teorii formalnych a zdaniami bazowymi, ktére
moga sfalsyfikowa¢ teorie empiryczne, istnieje podobienstwo, ale tez zacho-
dza réznice, albowiem, czego Lakatos nie wykluczat, u podstaw matematycz-

I. Lakatos, A renaissance of empiricism in the recent philosophy of mathematics?, [w:]
tenze, Philosophical Papers, t. 2: Mathematics, Science and Epistemology, eds. J. Worrall,
G. Currie, Cambridge 1978, s. 24-42.

"'Por. G. P oly a, Odkrycie matematyczne. O rozumieniu, uczeniu sie i nauczaniu rozwigzy-
wania zadan, tt. A. Géralski, Warszawa 1975.

2I. Lakatos, Proofs and Refutations, ,,The British Journal for the Philosophy of Science”
14 (1963-64), s. 1-25, 120-139, 221-245, 296-342.
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nych teorii nieformalnych moga leze¢ nawet mocne zalozenia metafizyczne.
Matematyka zatem, zdaniem wegierskiego filozofa, przypomina nauki empi-
ryczne, a zarazem rézni si¢ od nich; jest, jak pisze, quasi-empiryczna.

Do pogladéw Lakatosa nawigzuje H. Putnam w swoim artykule What is
mathematical truth?". W przeciwiefstwie do Lakatosa Putnam uznaje istot-
ng role rozumowan indukcyjnych w historii matematyki. Wéréd prawd ma-
tematycznych, twierdzi Putnam, sg prawdy epistemologicznie niekonieczne.
Filozof podaje szereg przyktadéw na poparcie swojej tezy. Wymienia w tym
kontek$cie, miedzy innymi, koncepcje Kartezjusza liczb rzeczywistych,
zgodnie z ktérg mi¢dzy liczbami a punktami na prostej istnieje wzajemnie-
jednoznaczna odpowiednio$¢. Wspomina tez o historii tworzenia Scistych
podstaw analizy matematycznej, dla ktérej kluczowym pojeciem stato sig,
zdefiniowane poprawnie dopiero w XIX wieku, pojecie granicy. Jednym
z najnowszych przyktadéw quasi-empirycznego charakteru matematyki, jest
zdaniem amerykanskiego filozofa, historia aksjomatu wyboru, zapropono-
wanego w 1908 r. przez E. Zermela. Wedtug Putnama przyktady te ilustruja,
w jaki sposéb rozwija si¢ matematyka. A dzieje si¢ tak, iz matematycy, two-
rzac nowe teorie, operujg dostepnymi im narzedziami, niejako poszerzajac
zakres ich uzycia poza ustalone wcze$niej ramy. Tym samym nowe teorie
powstaja zarazem dzigki wyobrazni twoérczej uczonych, jak i indukcyjnemu
przeniesieniu wtasnosci, zaakceptowanych juz obiektéw matematycznych,
na nowg dziedzin¢ matematyki.

O znaczeniu indukcji dla rozwoju wiedzy matematycznej przekonany jest
rowniez T. Koetsier, nawigzujacy w swojej metodologii matematyki zaréwno
do Lakatosa, jak i Laudana, od ktérego przejmuje koncepcje¢ tradycji badaw-
czej'!. Koetsier twierdzi, ze indukcja niezupelna odgrywata istotna role
zwlaszcza w niektérych okresach rozwoju matematyki. Przyktadem induk-
cyjnej tradycji badawczej jest, zdaniem tego filozofa, tradycja formalistyczna
XVIII stulecia, obejmujaca swym zasiggiem gidwnie analize matematyczna,
stanowigcg najszybciej rozwijajacy si¢ dzial dwczesnej matematyki. Badania
Koetsiera sg o tyle interesujace, ze poparte sg dobra znajomoscia historii.

Odwotywanie si¢ do przyktadéw historycznych jest zreszta, od czasu La-
katosa, czgste. O ile jednak rekonstrukcje Lakatosa sg krytykowane jako nie-

3 Por. H. Putnam, Mathematics, Matter and Method. Philosophical Papers, vol. I, Cam-
bridge 1975, s. 60-78.

“Por. T. Koetsier, Lakatos’ Philosophy of Mathematics. A Historical Approach, Ams-
terdam 1991.
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adekwatne do rzeczywistego rozwoju wiedzy matematycznej, to ujecie Koet-
siera odznacza si¢ wysokim profesjonalizmem. Na przyktady historyczne
powotuje sie takze H. Putnam we wspomnianym juz artykule; czynig to tak-
ze inni znaczacy filozofowie zajmujacy si¢ metodologia matematyki, m.in.
G. Giorello i R. L. Wilder".

Przekonanie o znaczeniu wiedzy historycznej dla filozofii i metodologii
matematyki jest podzielane takze przez autora niniejszego artykutu. W dal-
szym ciggu postaram si¢ przedstawi¢ propozycje typologii rozumowan in-
dukcyjnych, poparta przyktadami z zakresu historii, a nastepnie sformutuj¢
bardziej ogdlne wnioski, dotyczace natury i prawomocno$ci procesu rozu-
mowania indukcyjnego w naukach matematycznych. Pomin¢ przy tym cat-
kowicie to, co Reichenbach nazywa kontekstem odkrycia, a zajme¢ si¢ wy-
facznie kontekstem uzasadniania wiedzy matematycznej. Z oczywistych po-
wodéw kontekst uzasadniania, majacy swe odbicie w pracach publikowa-
nych, znacznie tatwiej podda¢ analizie metodologicznej niz mgliste i czesto
pozawerbalne do§wiadczenia uczonych, towarzyszace procesom mentalnym,
w wyniku ktérych dochodza oni do poszukiwanych rozwigzan.

Wséréd rozumowan indukcyjnych zawartych w konteks$cie uzasadniania
takze nalezy dokona¢ pewnego rozrdznienia. Ot6z niektére z tych rozumo-
wan maja charakter §wiadomy; dzieje si¢ tak wtedy, gdy matematycy sa
przekonani, ze jaka$ wtasno$¢ przenosi si¢ w sposéb oczywisty ze skonczo-
nego zbioru obiektéw pewnego rodzaju na wszystkie obiekty tego rodzaju.
Wtedy zmudny, a mato interesujacy dowdd, ze tak witasnie jest, moze by¢
moca decyzji uczonego pominiety. Ale spotka¢ si¢ mozna w literaturze takze
z rozumowaniami, w ktérych matematycy wyciagaja wnioski indukcyjne
bezwiednie, jako ze ich wcze$niejsze doswiadczenie rachunkowe (a takze,
by¢ moze, do§wiadczenie w szerszym zakresie) nie wskazuje na zadne, kry-
jace si¢ ,,pod powierzchnia” rozumowania, putapki.

Na wspomniane rozrdznienie bede dalej zwracatl uwage, chociaz pod-
stawa do typologii rozumowan indukcyjnych, ktérg chciatbym przedstawic,
jest rola tychze rozumowan w konstruowaniu systeméw dedukcyjnych obej-
mujacych rézne dziaty matematyki. Nalezy bowiem zauwazy¢, ze jakkol-
wiek matematyka rozwija si¢ poprzez dyskusje¢ miedzy uczonymi, w ktérej
toku formuja si¢ pojecia i metody, to jednak ostatecznie, w wersji pod-

5 Por. G. Giorello, Archimedes and the Methodology of Research Programmes, ,,Scien-
tia” 110 (1975), s. 125-135; R. L. Wilder, Mathematics As a Cultural System, Oxford 1981.
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recznikowej, przyjmuje ona ksztatt systemu dedukcyjnego z aksjomatami,
pojeciami pierwotnymi i regutami inferencji.

2. RODZAJE ROZUMOWAN INDUKCYJNYCH
W MATEMATYCE

W dalszym ciagu zwrdéce uwage na nast¢pujace typy indukceji, z ktérymi
spotykamy si¢ w historii matematyki:

I,) indukcja prowadzaca do sformulowania aksjomatéw réznych teorii mate-
matycznych,

I;) indukcja enumeracyjna, wiodaca ku poszczegdlnym twierdzeniom na
podstawie ,,§wiadectwa” skonczonej liczby przypadkéw,

I3) indukcja dotyczaca zakresu stosowania symboli matematycznych,

I,) indukcja przenoszaca wlasnoSci przedmiotéw skonczonych (np. liczb,
zbioréw, dziatan) na przypadek nieskonczony,

I5) indukcja wskazujgca na analogie migdzy zagadnieniami nalezacymi do
réznych obszaréw matematyki.

Wymienione rodzaje indukcji wystepuja niejednokrotnie w potaczeniu
z innymi metodami rozumowania. Gwoli przyktadu aksjomaty geometrii Eu-
klidesowej sa wynikiem zaréwno indukcyjnych uogélnien, jak i proceséw
idealizacyjnych. Koncepcja bezwymiarowego punktu oraz prostej jako ,,po-
zbawionej szeroko$ci” sa wynikiem idealizacji, lecz juz stawny piaty postu-
lat Euklidesa, stwierdzajacy, ze jezeli prosta przecinajgc dwie proste tworzy
Z nimi po jednej stronie kqty wewnetrzne o sumie mniejszej niz dwa kqty pro-
ste, to te dwie proste przedtuzane nieograniczenie przecinajq sie po tej stro-
nie, po ktorej znajdujg sie¢ owe kqty o sumie mniejszej od dwoch kqtéw pro-
stych'® , ma charakter uogélnienia indukcyjnego.

Zdarza si¢ roéwniez, ze wymienione typy indukcji wystepuja lacznie.
Przyktadem moze by¢ chociazby aksjomatyczna teoria mnogosci Zermela
z 1908 r. Je$li przyjrzymy sie, powiedzmy, aksjomatowi sumy, to zauwa-
zymy przeniesienie wlasnosci zbiordw skonczonych na zbiory nieskonczone.
Mamy tu wigc do czynienia zaréwno z indukcja I, jak i I,. Podobnie rzecz si¢

' T. Bat6g, Dwa paradygmaty matematyki. Studium z dziejow i filozofii matematyki,
Poznan 1996, s. 15.
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ma z pozostalymi aksjomatami, jakkolwiek bezkrytyczne przeniesienie induk-
cyjne wilasnosci zbioréw skonczonych na zbiory nieskonczone moze prowa-
dzi¢ do paradokséw (czego znanym przyktadem jest aksjomat wyboru) lub
sprzecznosci (np. aksjomat abstrakcji Fregego, jako prowadzacy do zbyt du-
zych zbioréw, zostat przez Zermela zastapiony aksjomatem wyrézniania)'’.

Odréznienie poszczegdlnych rodzajéw indukcji wydaje si¢ jednak za-
sadne, jako ze indukcje I; — Is majg odmienng struktur¢ oraz, co mozna wy-
kaza¢ badajac material historyczny, wystepuja takze oddzielnie.

Zatrzymam si¢ teraz nieco dtuzej przy poszczegdlnych typach indukcji.

Indukcja I) ma bardzo szczegdlny charakter. Zdania jednostkowe, ktére sa
generalizowane w tym przypadku, wyprzedzaja niejako calg teorie. Czgsto
jest tak, iz uogdlnieniom indukcyjnym podlegaja jeszcze nie spostrzezenia
odnoszace si¢ do zdefiniowanych juz pojec¢ teoretycznych, lecz pewne, nie-
oszlifowane teoretycznie, dane percepcji. Z taka sytuacja mamy do czynienia
w (przywolanym juz) przykladzie geometrii Elementow, ale takze na przy-
ktad w podstawach teorii prawdopodobiefistwa czy w abstrakcyjnej teorii
zbioréw.

To, ze aksjomaty formutowane sg na bazie (oczywi$cie miedzy innymi)
indukcji, zauwazamy zwlaszcza, gdy rozumowania dedukcyjne, bazujace na
tych aksjomatach, zawieraja luki. Ilustracja tego sa liczne twierdzenia Ele-
mentéw; juz pierwsze twierdzenie, zgodnie z ktérym na dowolnym odcinku
mozna, korzystajac jedynie z cyrkla i linijki, zbudowa¢ tréjkat rownoboczny,
ma tego rodzaju braki'®. W dowodzie tego twierdzenia przyjmuje si¢ miano-
wicie jako rzecz oczywista, ze dwa okregi o $rodkach odpowiednio
w punktach A i B oraz o promieniu r :|AB| przetna si¢ w pewnym punkcie
C. Rzeczywiscie, rysunek zdaje si¢ upowaznia¢ do takiego stwierdzenia.
Jednak z zadnego z postulatow nie wynika istnienie punktu C wspd6lnego obu

17 Aksjomat wyboru stwierdza, ze dla dowolnej rodziny zbioréw niepustych istnieje zbidr
utworzony poprzez wybdr doktadnie po jednym elemencie z kazdego zbioru tej rodziny.
Aksjomat ten ma charakter niekonstruktywny, tzn. nie wskazuje na sposéb, w jaki 6w zbiér
moglby by¢ zbudowany. Zarazem aksjomat ten prowadzi do paradokséw, por. L. Gruszecki,
Teoremat Banacha-Tarskiego, ,,Zagadnienia Filozoficzne w Nauce” 23 (1999), s. 129-132.
Aksjomat abstrakcji Fregego glosi, ze dla dowolnej funkcji zdaniowej f istnieje zbidr
{x:f (x)}. Aksjomat ten prowadzit do rozpatrywania zbyt duzych zbioréw, co z kolei wiodto ku
sprzecznosciom. Aksjomat wyrdzniania Zermela stwierdza, iz za pomoca funkcji zdaniowe;j
f mozna tworzy¢ jedynie podzbiory juz istniejacych zbioréw, tzn. dla funkcji zdaniowej f
i dowolnego zbioru A istnieje zbiér {xI A: f (x)}.

8 por. Baté g, dz. cyt., s. 19.
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okregom! Btad Euklidesa wynika z nieSwiadomego przeniesienia indukcyj-
nego wlasnosci posiadanych przez pewien model geometrii w dziedzing po-
je¢ abstrakcyjnych ujetych w system dedukcyjny.

C

Podobne niescistosci zawiera réwniez teoria przystawania figur przedsta-
wiona w Elementach. W aksjomacie czwartym Euklides stwierdza, ze figury
wzajemnie przystajace (tzn. dajace si¢ na siebie natozy¢) sg réwne, co na-
lezy odczytywaé w ten sposéb, ze relacja przystawania — mowiac jezykiem
wspoélczesnym — jest relacja rOwnowaznosci. Nigdzie jednak Euklides nie pi-
sze, ze figury réwne sa przystajace, chociaz milczaco z wtasnosci tej korzy-
sta. Na przyktad dzieje si¢ tak w dowodzie twierdzenia czwartego I ksiegi,
zgodnie z ktérym, jesli w dwu tréjkatach ABC i DEF réwne sa katy A i D,
a takze rowne sa boki AC i DF oraz AB i DE, to réwne sa i oba tréjkaty.

C F

A B D E

Brak $cistosci w kwestii przystawania figur moze wynika¢ z faktu, iz Eu-
klides, w $lad za poprzedzajaca go tradycja geometrii greckiej, uznat, ze dwie
réwne figury mozna zawsze natozy¢ na siebie. Sprawa jednak nie jest taka
prosta. Wiemy obecnie, ze ruch figury moze wplywaé na jej odksztatcenie.

Autor Elementow tego wiedzie¢ nie mégt, albowiem jego doswiadczenie
w zakresie operowania rysunkowymi modelami figur nie wskazywato na to,
ze przestrzen moze nie by¢ jednostajna w tym sensie, ze jej wtasno$ci moga
zaleze¢ od miejsca oraz od rozmiaréw obiektéw geometrycznych. Tak wiec
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przekonanie Euklidesa, ze figury rd6wne mozna doprowadzi¢ do przystawa-
nia, ma charakter indukcyjnego uogdlnienia.

Innym waznym dzialem matematyki, ktérego podstawowe pojecia po-
wstajg przy udziale indukcji typu I, jest, oczywiscie, rachunek prawdopodo-
bienstwa. Teoria ta jest w spos6b paradygmatyczny zwigzana z koncepcja in-
dukcji. Klasyczna definicja prawdopodobienstwa, z ktérej pierwszym rudy-
mentarnym sformutowaniem mozna zetknaé si¢ juz w Ars conjectandi
(1713) Jakuba Bernoulliego, prowadzi do ogdélnego schematu opartego na
analizie jedynie skonczonej liczby przypadkdw. Byt to zreszta gtéwny zarzut
Leibniza przeciw teorii Bernoulliego, sformutowany przez twoérce rachunku
rézniczkowego i catkowego w korespondencji z Bernoullim, jaka miata
miejsce w latach 1703-1705. Znakomity filozof powatpiewat w swoich li-
stach w mozliwos$¢ iloSciowej oceny prawdopodobienstwa wystapienia zda-
rzenia empirycznego na podstawie tylko skonczonej liczby obserwacji. Ar-
gumentacje¢ Leibniza mozna potraktowa¢ jako jeden z pierwszych atakéw na
prawomocnos$¢ rozumowan indukcyjnych (zwlaszcza, jesli sg one polaczone
z oceng ilociowa)'”.

Indukcja I, ma odmienny charakter od indukcji I;, albowiem w przypadku
I, spotykamy si¢ z rozumowaniami enumerycznymi, ktére odbywaja si¢ nie-
jako wewnatrz systemu. Indukcje enumeracyjna wykorzystywali niezwykle
czesto matematycy XVII i XVIII wieku z racji bardzo skomplikowanych ra-
chunkéw, ktére wtedy przeprowadzano w ramach powstajacej analizy mate-
matycznej. Przyklady jej stosowania znajdujemy w pracach wielu matematy-
kéw a wsrdéd nich Wallisa, Leibniza, Eulera. W Analizie nieskornczonosci
Wallis wielokrotnie wykorzystuje indukcje. Czyni to miedzy innymi przy
obliczaniu catki postaci

1
1

.[xpdx=—,

0 p+1

gdzie p jest dowolng liczbg wymierng r6znga od —1. Juz dowdd powyzszego
wzoru dla p naturalnych pozostawia, z dzisiejszego punktu widzenia, wiele
do zyczenia; jednak przeniesienie wzoru na wymierne potegi x to zdecydo-

' Por. D. Bobrowski, O pewnych koncepcjach probabilistycznych Jakuba Bernoulliego,
[w:] Probabilistyka i mechanika w szkicach historycznych. Materiaty z V Ogdlnopolskiej Szkoty
Historii Matematyki, cz. 1, red. S. Fudali, Szczecin 1992, s. 8.
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wanie wynik indukcji niezupetnej ,** Podobnego braku $cisto$ci brak réw-
niez fundamentalnej pracy Leibniza Nova methodus pro maximis et minimis
itemque tangentibus, quae nec fractas nec irrationales quantitates moratur,
et singulare pro illis calculi genus z 1684 r., w ktérej matematyk wprowadza
podstawowe pojecia rachunku rézniczkowego. Tytut pracy zapewnia czytel-
nika, ze wspomniana metoda moze by¢ stosowana takze w przypadku funkcji
wymiernych i niewymiernych. Dowodu tego faktu jednak brakuje i wolno
przypuszczad, iz Leibniz, posiadajacy juz spore doswiadczenie rachunkowe,
uogdlnit indukcyjnie swoje wczedniejsze spostrzezenia na przypadek tak sze-
rokiej klasy funkcji*'. Réwniez najznakomitszy matematyk XVIII wieku, Leo-
nard Euler, wielokrotnie postugiwal si¢ rozumowaniami indukcyjnymi. Na
przyktad w swoich Institutiones calculi differentialis z 1755 r. Euler wykazuje
nastepujace prawa rézniczkowania

d(pq)= pdq+qdp oraz d£=qdp;2pdq
q q

jedynie dla kilku szczeg6lnych przypadkéw funkcji, by nastepnie zauwazy¢,
ze sa one prawdziwe dla dowolnych funkcji wymiernych”. Tego rodzaju
przyktadéw jest duzo w pracach Eulera i jemu wspéiczesnych. Oczywiscie in-
dukcja I,, jako najprostsza do zidentyfikowania i zakwestionowania, zostala
z czasem niemal zupetnie wyeliminowana z matematyki. Przetomu w tym
wzgledzie dokonano w XIX wieku. Gtéwne zastugi na polu usci$lania pojeé
i technik dowodowych analizy potozyli, jak wiadomo, A. Cauchy, B. Bolza-
no oraz K. Weierstrass i1 jego szkota.

Indukcja typu I; ma odmienny charakter od obu poprzednio przedstawio-
nych rodzajéw indukcji. Nie tworzy ona bezposrednio fundamentéw pojecio-
wych systemu ani tez nie dokonuje si¢ wewnatrz systemu. Raczej, wycho-
dzac od pewnych ugruntowanych juz pojec¢ i zwigzanych z nimi technik ope-
rowania symbolami, dokonuje, poprzez rozszerzenie zakresu stosowalnos$ci
tych symboli, takze zmian w sferze pojeciowej. Te zmiany bywajg zreszta
poczatkowo przez matematykéw ignorowane, jesli tylko mechanizm rachun-
kowy jest skuteczny.

O A.P. Juszkiewicz (red.), Historia matematyki od czaséw najdawniejszych do po-
czqtku XIX stulecia, t. 2, przet. S. Dobrzycki, Warszawa 1976, s. 197-200.

*! Tamze, s. 279-284.

2 Por. T. Ko etsier, Lakatos’ Philosophy of Mathematics, Amsterdam 1991, s. 205.
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Klasycznym przyktadem stosowania tego typu indukcji jest rozszerzenie
zakresu pierwiastkowania na liczby ujemne, bedace dzietem algebraikéw
wloskich XVI wieku. Rozszerzenie to okazalo si¢ po prostu uzyteczne. Na
wielkosciach postaci Va, a <0, wykonywano operacje w sposéb podobny do
operacji na zaakceptowanych juz wielkosciach rzeczywistych. Bezpos$redni
impuls do wprowadzenia nowych liczb data teoria réwnania trzeciego stop-
nia, a doktadnie tzw. wzory Cardana zawarte w Ars magna, sive de regulis
algebraicis liber unus (1545). Zgodnie z tymi wzorami rdéwnanie

2 3
x'+px+q=0 ma, przy zalozeniu, Ze WZ(%) +(§j >0, jeden pierwiastek

rzeczywisty

x=j_§+¢;+s_g_@.

Problem pojawia si¢, gdy w jest mniejsze od zera. Jak nietrudno zauwazy¢,
réwnanie x’—15x—4=0 posiada pierwiastek rzeczywisty x=4. Jesliby wiec
wzory Cardana rozciagaly si¢ i na ten przypadek, to zachodzitaby réwnos¢

4=32+-121 +2—V-121.

Cardano odrzucil jednak mozliwo§¢ wyciagania pierwiastka z liczby
ujemnej. Uczynit to jednak wkrdétce Bombelli w dziele L’Algebra, przyzna-
jac zarazem, ze poczatkowo uwazal ,,wzor ten za czysto formalny i nie maja-
cy realnego znaczenia”>.

Mamy tu wiec do czynienia z indukcyjnym rozszerzeniem symboliki aryt-
metyczno-algebraicznej. Poniewaz rozszerzenie to okazalo si¢ owocne, wigc
z uptywem czasu zacz¢to méwic¢ o liczbach niemozliwych (impossibles) lub
urojonych (imaginaires); §cista teoria obejmujaca te liczby pojawita si¢ do-
piero w XIX wieku dzigki Hamiltonowi®.

Waznym przyktadem indukcji, zwigzanej zresztg zaré6wno ze schematem
I; jak tez Iy, jest tzw. zasada generalizacji algebry, ktéra postugiwano si¢
bardzo czesto w XVIII wieku. Zasada ta stwierdzata, ze wtasnos$ci dziatan na

2S.Kulczycki, Opowiesci z dziejow liczb, Warszawa 1975, s. 48.
HJuszkiewicz, dz. cyt., s. 28, s. 41; M. K1ine, Mathematical Thought from Ancient to
Modern Times, New York 1972, s. 775-776.
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skofnczonej liczbie elementéw mozna przenies¢ na dowolng liczbe elemen-
téw. Przyktadem trudno$ci moze tu by¢ stynny szereg Grandiego™

1-14+1-1+...

Jaka jest jego suma? Wiele zalezy od tego, jak rozstawimy nawiasy. Moz-
na to zrobi¢ jak nastepuje

(I-1)+(1-1)+...=0
lub
1+ (-1+1)+(-1+1)+...=1.

Problem polega na tym, ze dziatanie dodawania dla nieskonczonej ilo$ci
sktadnikéw nie ma tych wtasnosci, co w przypadku skonczenie wielu sktad-
nikéw, w szczegoélnosci nie musi by¢ taczne! Indukcyjne rozszerzenie zasie-
gu stosowania symbolu + moze prowadzi¢ do btedow. Sam Grandi w ksigzce
Quadratura Circuli et Hyperbolae (1703) znalazt sum¢ powyzszego szeregu
w jeszcze inny sposéb. Skorzystal z réwnosci

1
— =l—x+x* =X+,
1+x

podstawiajac w niej x =1, dzigki czemu uzyskat zaleznos¢
I-1+1-1+... =l.
2

Rozumowanie Grandiego jest, wedlug obecnych standardéw, niepo-
prawne, gdyz operuje on szeregiem potegowym poza obszarem zbiezno$ci,
tzn. poza przedziatem (-1;1). Formalistyczne rachunki na szeregach potggo-

®Koetsier, dz. cyt., s. 212-214. Paradoksalne wlasnosci tego szeregu byty, co warto
przypomnie¢, wykorzystywane w konteks$cie teologii. Mianowicie to, ze w zaleznosci od spo-
sobu wykonywania obliczen suma szeregu przyjmuje warto$¢ zero lub inne wartosci rzeczy-
wiste, uznawano za argument na rzecz tezy gloszacej, ze §wiat powstal ,,z niczego” w akcie
stworzenia. Z dzisiejszego punktu widzenia rozumowanie takie nalezy oceni¢ jako nieuprawnio-
ng analogi¢.
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wych poza dziedzinami zbieznosci tychze szeregéw nalezaly w wieku XVIII
do normy ze wzgledu na bezkrytyczne stosowanie wspomnianej juz zasady
generalizacji algebry.

Teoria nieskonczonych szeregdéw liczbowych i funkcyjnych kryje jeszcze
inne putapki. Rézniczkowanie lub catkowanie szeregu funkcyjnego wyraz po
wyrazie moze by¢ poprawne, ale tez moze prowadzi¢ do rezultatu fatszy-

wego. Tak wigc nie dla kazdego szeregu zbieznego ifn(x) prawdziwe sa

n=l1

WZOry

oraz

(2000 =3 1. (x)a

Jak p6zniej wykazat Weierstrass, niezbedne jest w tych przypadkach za-
lozenie jednostajnej zbieznos$ci. To, ze wiele wynikéw XVIII-wiecznych
w zakresie operowania szeregami nieskonczonymi jest prawdziwych, jest
konsekwencjg tego, ze szeregami bardzo cz¢sto operowano w dziedzinach, w
ktérych odpowiednie zatozenia sa spetnione.

Wiek XIX konsekwentnie zmierzal do usunigcia tego typu rozumowan
z analizy matematycznej. Wysokie standardy S$cistosci, jakie sg udzialem
wspodlczesnej matematyki, a ktére narodzity si¢ wtasnie w pierwszej potowie
XIX wieku, maja ja zabezpiecza¢ przed takimi btedami. Stale jednak poja-
wiajg si¢ w obszarze matematyki nowe obiekty matematyczne i jest to nie-
jednokrotnie wynikiem indukcyjnego rozszerzenia symboliki poza wcze$niej
dopuszczalny zakres. Stosunkowo §wiezym tego przyktadem jest teoria dys-
trybucji, zapoczatkowana wprowadzeniem przez Diraca ,,dziwnej” funkcji,
przyjmujacej w poczatku uktadu wspétrzednych warto$§¢ o, poza tym wsze-
dzie r6wnej zeru a takze posiadajacej t¢ wtasnos¢, ze calka z tej funkcji jest
réwna jeden. Mozna wigc uznac, ze nie do konca $ciste, przekraczajace usta-
lone normy, ale zarazem gleboko umotywowane rozumowania typu I; sta-
nowig wazny skladnik rozwoju matematyki.

Indukcja I, jak juz zauwazylem wcze$niej, wystepuje czgsto w powigza-
niu z I;. Jednakze w przypadku, gdy postuluje si¢ istnienie obiektu aktualnie
nieskonczonego (np. zbioru lub liczby), mamy do czynienia z odrgbnym ty-
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pem indukcji, ktéry warto wyr6zni¢ z powodu znaczenia poj¢cia nieskon-
czonosci dla epistemologii matematyki.

Symbol oo pochodzi od Johna Wallisa, ktéry w swojej pracy Arithmetica
infinitorum jako pierwszy z matematykow podjat probe wiaczenia tego poje-
cia do arytmetyki i analizy w spos6b nadajacy mu pewne pozory S$cistosci.
Wedtug Wallisa nieskonczonos$¢ byta liczba nastepujaca po wszystkich licz-
bach naturalnych. W rachunku stworzonym przez tego matematyka znak
oo jest wykorzystywany tam, gdzie obecnie stosuje si¢, na ogét, pojecie gra-
nicy, gdy wielko$¢ zmienna ro$nie nieograniczenie.

A oto bardzo szczegbélny przyktad rozumowania Wallisa, ktére dotyczy
stosunkowo elementarnego przypadku znajdowania pola tréjkata o podsta-
wie AB i wysoko$ci CD.

Pole tréjkata ABC jest rowne ,,sumie” wszystkich odcinkéw X'X"" tego
tréjkata réwnolegtych do podstawy AB. ,Liczba” takich odcinkéw wynosi
oo, podczas gdy ,,szeroko$¢” kazdego z odcinkéw jest rdwna CD/oeo. Pole
tréjkata moze by¢ zatem obliczone, przy zastosowaniu wspéiczesnej symbo-
liki, jak nastepuje

Z (X‘X'-C—DJ=Q Z XX':Q,OJFZABM:%.AB.CD

XeCD & xecD o

X”

X'/ X

A D a B

W powyzszych rachunkach suma wszystkich odcinkéw X'X" zostata po-
traktowana jako suma szeregu arytmetycznego, o pierwszym wyrazie row-
nym 0, a ostatnim wyrazie rownym AB, posiadajagcym nieskonczenie wiele
sktadnikow.
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. . . . . . CD
Przedstawione rozumowanie wskazuje na to, ze Wallis traktowat oo i —

jak liczby naturalne; zastosowanie wzoru na sume¢ szeregu arytmetycznego
to oczywisty przyktad indukcji.

Rozwdj metod nieskonczonosciowych w XVII wieku, metod, ktére z cza-
sem przeobrazity si¢ w rachunek rézniczkowy i catkowy, przy jednoczesnym
braku $cistych podstaw dla wykonywanych rachunkéw, sprawit, ze pojawito sie
wsrdd czeSci matematykow zainteresowanie ,,arytmetyka nieskonczono$ci”.
Prébowat ja stworzy¢ Fontenelle, jednak jego podejScie jest uznawane za zu-
petnie nieudane. Réwniez inni matematycy w wieku XVIII, a nawet (w wyjat-
kowych przypadkach) w wieku XIX, postugiwali si¢ symbolem oo lub ewentu-
alnie innymi réwnowaznymi symbolami (Euler stosowat poczatkowo liter¢ ,,i”")
tak, jakby symbole te reprezentowaty liczby, na ktérych moga by¢ wykonywa-
ne pewne dziatania arytmetyczne. Rachunki te stanowity prébe formalistycz-
nego rozszerzenia arytmetyki liczb rzeczywistych na wielko$ci nieskonczone
z zachowaniem mozliwie wielu wtasnos$ci arytmetyki wielkosci skonczonych.

Jak wiadomo, arytmetyke liczb pozaskonczonych w zadowalajacej logicznie
postaci udato si¢ stworzy¢ dopiero G. Cantorowi. Kierujac si¢ zasadami heury-
stycznymi, na ktére zwrocit uwage J, Dadaczynski, a mianowicie m.in. tym, ze:
1) koncepcja nieskonczonosci potencjalnej ,,odsyta” zawsze do zwigzanej z nig
koncepcji nieskonczonosci aktualnej oraz 2) zbiory nieskoficzone winny w moz-
liwie najwiekszym stopniu odzwierciedla¢ wiasnosci zbioréw skonczonych,
Cantor zbudowat teori¢ mnogosci, ktérej czgscig wlasciwa jest wiasnie arytme-
tyka liczb pozaskonczonych. Na uwage zastuguje przy tym fakt, ze Cantor wy-
korzystal swoje wczesniejsze wyniki dotyczace pojecia pochodnej zbioru. Inspi-
rujaca role odegrato zwtaszcza iterowanie operacji tworzenia pochodnych zbio-

réw, ktére matematyk z Halle nazywat zbiorami drugiego rodzaju®®.

% por.J.Dadacz y s ki, Matematyka w oczach filozofa, Tarnéw 2002, s. 117. Zauwazmy
zarazem, ze pochodna zbioru A Cantor definiuje w zasadzie tak, jak si¢ to czyni obecnie, jako
zbiér wszystkich punktéw skupienia zbioru A. Pochodna zbioru A jest oznaczona symbolem A’
W przypadku gdy A'#Q mozna rozwaza¢ pochodng rzedu drugiego 4" itd. Wszystkie zbiory
liczbowe, jak zauwazyl Cantor, rozpadaja si¢ na dwie klasy. Do klasy pierwszej naleza te
zbiory, dla ktérych A" =@ dla pewnego n naturalnego i s3 to zbiory pierwszego rodzaju.
Zbiory drugiego rodzaju maja t¢ wilasno$¢, ze dla kazdego ne N A" £@ . Dla zbioréw
drugiego rodzaju mozliwe jest zdefiniowanie pochodnej rzgdu oo wzorem

A(“) — ﬂ A(")

neN

Nastepnie mozna definiowaé kolejne pochodne rzedéw oo +1,00+2, ..., 007, ..., 07 itd.
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Wspomniana wyzej druga zasada heurystyczna okreslana jest jako fini-
tyzm Cantorowski. Mozemy j3 uzna¢ za mieszczaca si¢ w schemacie induk-
cyjnym I;. Konstrukcja liczb pozaskonczonych, przedstawiona przez Cantora
w Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre, pracy z 1883 r.,
zawiera pewne elementy tego rodzaju indukcji*’. Wéréd tzw. zasad tworzenia
liczb pozaskonczonych sa dwie, ktére wyraznie nawiazuja do wlasnosci
liczb naturalnych. Jedna z tych zasad glosi, ze zawsze mozna utworzy¢ licz-
be o 1 wigkszg od juz istniejacej. A zatem, jesli o jest najmniejszg liczba po-
zaskonczong, to kolejne liczby sa réwne:™®

w,0+1,0+2,...,0+n,...

Z kolei tzw. zasada hamowania albo ograniczania stwierdza, ze kazda
liczba pozaskonczona ,przelicza” zbiér liczb naturalnych i pozaskonczo-
nych, ktére sa niewicksze od tej liczby. Jest to wilasno$¢ przeniesiona ze
zbioru liczb naturalnych, albowiem dowolna liczba naturalna n jest zarazem
n-tym elementem ciagu 1, 2, ..., n, ..., jak rowniez jest liczebnos$cia zbioru
{1, 2, ..., n}. Opisane rozumowania s3 poniekad typowe. Gdy uczeni odwo-
luja sie do nieskonczonos$ci aktualnej i ujmuja ja matematycznie, skazani sa
na to, ze budowane przez nich pojecie odtwarza w pewnym stopniu wlasno-
$ci tych poje¢ matematycznych, ktérymi juz rozporzadzajg.

Indukcja Is opiera si¢ na poszukiwaniu analogii miedzy obiektami mate-
matycznymi nalezacymi do réznych dziedzin matematyki. Jesli analogia jest
uchwycona wtasciwie, mozliwe jest ,,przeniesienie” wynikow z jednej dzie-
dziny na druga. Typowym przyktadem takiej indukcji jest formutowanie
twierdzen stereometrycznych w oparciu o znane wczesniej wyniki dotyczace
planimetrii.

Modelowym rozumowaniem tego rodzaju jest stawna wypowiedz Archi-
medesa zawarta w jego Metodzie, a odnoszaca si¢ do wzoru na pole po-
wierzchni kuli. Archimedes dochodzi mianowicie do wniosku, ze tak jak po-
le kota jest rowne polu tréjkata o wysokosci rownej promieniowi kota oraz
o podstawie réwnej obwodowi kota, tak podobnie objetos¢ kuli jest rowna
objetosci stozka o wysoko$ci rownej promieniowi kuli i podstawie réwnej

77 G. Cantor, Gesammelte Abhandlungen, Hildesheim 1962, s. 165-209. W sprawie heury-
styki Cantora por. Dadaczynski, dz. cyt., s. 98-142.
BCantor, dz. cyt., s. 195.
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powierzchni kuli®’. Poniewaz objeto$¢ kuli zostata wczeéniej obliczona przez
matematyka z Syrakuz, ktéry wykazal, iz wynosi ona 2/3 objetosci walca
opisanego na kuli, wiec z powyzszej analogii wynika, ze powierzchnia kuli
jest réwna czterem kotom wielkim kuli (tzn. przekrojom kotowym ptaszczy-
znami przechodzacymi przez érodek kuli)*. Swoje rozumowanie Archimedes
uzupetnia dowodem wspomnianego faktu przy uzyciu tzw. metody wyczer-
pywania pochodzacej od Eudoksosa®'.

Innym przykitadem $miatej analogii jest geometryczna metoda rozwigzy-
wania réwnania stopnia trzeciego postaci x’+ax=b, a,b>0, przedstawiona
przez N. Fontane w 1534 r., a zainspirowana arabskim sposobem rozwigza-
nia réwnania kwadratowego x’+ax=b, a,b>0. Podobnie jak uczeni arab-
scy, ktérzy rozwigzywali réwnanie kwadratowe wymienionego typu, uzupel-
niajagc kwadrat o boku x do kwadratu o polu b, Fontana przedstawit kon-
strukcje, w ktérej szescian o boku x jest uzupetniany do szes$cianu o objeto-
Sci b*%. Niestety, analogia migdzy réwnaniami wyzszych stopni a metodami
geometrii nie jest, z oczywistych powodéw, mozliwa.

W ogéle, indukcja analogiczna czesto bywa zawodna. Swiadczy o tym
chociazby historia zagadnienia, ktére stalo si¢ trescig tzw. III problemu Hil-
berta®. Zagadnienie to dotyczy zakresu stosowalnosci pojecia granicy w geo-
metrii. Wiadomo bowiem, od czaséw starozytnych, ze pole dowolnego wie-
lokata moze by¢ obliczone bez uzycia przejscia do granicy. Czy podobnie
objetos¢ dowolnego wieloScianu mozna otrzymac bez zastosowania przejscia
do granicy? Odpowiednie rachunki zawarte w Elementach Euklidesa dla
ostrostupéw tréjkatnych opieraja si¢ na metodzie wyczerpywania, a wiec na
starozytnym odpowiedniku teorii granic. Wielu matematykéw, a wsrdd nich
Gauss, zastanawiato si¢ nad tym, czy wymienionych wynikéw nie mozna

P Por. A. Aaboe, Matematyka w starozytnosci, tt. R. Ramer, Warszawa 1968, s. 106-107.
% Objetos¢ kuli jest réwna, we wspotczesnej symbolice, Elz'r3 . Jesli symbolem S

oznaczymy pole powierzchni kuli, to na mocy tego rozumowania zachodzi réwnos¢
4 1 .
gﬂr3 =37 S, skad wynika, ze S =47zr.

3! Na temat metody wyczerpywania por. np. M. Kordos, Wyktady z historii matematyki,
Warszawa 1994, s. 73-77.

32K0rdos, dz. cyt., s. 118.

3 S. Fudali, Ill problem Hilberta — Réwnos¢ objetosci dwéch czworoscianéw o réwnych
wysokosciach i podstawach o rownym polu, [w:] Problemy Hilberta, red. W. Wigstaw, Warsza-
wa 1997, s. 35-43.
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uzyska¢ bez uzycia pojecia granicy, wykazujac, ze ostrostupy te sa przysta-
jace przez rozktad lub uzupelnienie do bryt, ktérych objeto§¢ moze by¢ obli-
czona bez odwotlania si¢ do tego pojecia? Mimo pozytywnych rezultatow do-
tyczacych niektérych typéw wieloscianéw, ostatecznie M. Dehn wykazat
w 1900 r. (a wigc w tym samym roku, gdy sformutowane zostaly problemy
Hilberta), ze jest to niemozliwe. Analogia miedzy wielokatami a wielo$cia-
nami okazata si¢ zawodna.

3. NAUKI O POZNANIU A INDUKCJA

Przyklady przedstawione w poprzednim rozdziale artykutu pokazuja, ze
rozumowania indukcyjne odgrywaly w historii matematyki wazna role. Za-
uwazmy zarazem, ze jedynie rozumowania typu I, podpadaja pod schemat

ANA AL ANA, (1
Nk A, '

gdzie A,i=12,...,n, s3 przestankami stwierdzajacymi, ze pewna wlasno$¢
matematyczna jest udzialem jakiego$ pojedynczego przedmiotu matematycz-
nego (np. liczby), natomiast wyrazenie Ak A, jest wnioskiem, zgodnie z kto-
rym owa wlasno$¢ przynalezy wszystkim przedmiotom z rozwazanej dzie-
dziny; pozioma kreska zastepuje znak implikacji.

Jesli schemat (1) odnosi si¢ do zbyt waskiej klasy rozumowan, to naleza-
loby zastgpi¢ go innym, bardziej ogélnym. Naturalnym kandydatem jest tu
schemat tzw. rozumowan redukcyjnych, majacy postac

ANA AN ANA,
— 5 ()

gdzie migdzy przestankami A,i=1,2,...,n a wnioskiem B zachodza zaleznoS$ci
wyrazone implikacjami: B— A,i=1,2,...,n, a zarazem nie jest prawda, ze B
wynikaz A AA, AL AA,.

Jednakze i ten schemat nie obejmuje wielu rozumowan indukcyjnych.
Mozna sobie przeciez wyobrazi¢ takie wnioskowania, ktére prowadza do
zmiany definicji rozpatrywanych poje¢ lub wrecz przebudowy systemu, w kté-
rym zachodzi rozumowanie. W gruncie rzeczy wigkszo$¢ doniostych roz-
szerzen indukcyjnych w historii miata taki wta$nie charakter (dotyczy to in-
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dukcji typu I;, I5 oraz 14). Jest to, jak sadze, spostrzezenie istotne, gdyz po-
zwala, przynajmniej czgSciowo, wyjasni¢ skuteczno$¢ wnioskowan induk-
cyjnych w obrebie matematyki. Rozumowania te (na ogét) nie tyle stuza do-
wodzeniu twierdzen na podstawie ustalonej bazy pojeciowej, ale raczej pro-
wadza ku definicjom nowych poje¢. W tym miejscu trzeba koniecznie za-
znaczy¢, ze omawiane typy indukcji wystepuja w Scistym powigzaniu z in-
wencja tworcza uczonych. A zatem przeciwstawianie sobie mozolnego, po-
zbawionego tworczych wzlotéw procesu indukcyjnego rozszerzania wiedzy
oraz opartych na wyobrazni i pomystowos$ci, Smiatych teorii, nie jest wtasci-
we. Indukcja i inwencja sa sktadnikami procesu tworzenia nowych pojec i teo-
rii, przy czym indukcja wskazuje na strukturalne podobienstwo miedzy siatka
poje¢ w punkcie wyjécia tego procesu oraz systemem poje¢ na jego koncu.

Bardziej szczegétowa analiza procesu tworzenia poje¢ matematycznych,
a takze sktadajacych si¢ nanh komponentéw: inwencji oraz indukcji jest moz-
liwa dzieki koncepcjom, jakie proponuja nauki kognitywne. Zdaniem przed-
stawicieli tych nauk fundamentalng rol¢ w epistemologii matematyki odgry-
waja tzw. schematy obrazowe (schema images) oraz metafory pojeciowe
(concept metaphors)™.

Schematy obrazowe obejmuja najbardziej elementarne funkcje poznawcze
umystu, ktére przez kognitywistow sa traktowane jako wrodzone. Kognity-
wisci zmierzajg do tego, by funkcje te zrekonstruowaé¢ za pomocg sieci neu-
ronowych. Podstawowg rol¢ wsréd schematéw obrazowych odgrywa tzw.
schemat pojemnika (container schema), ktéry stuzy do lokalizacji przedmio-
tu w okreslonym obszarze przestrzeni nazywanym pojemnikiem.

Z kolei metafory pojeciowe (nie nalezy ich myli¢ z metaforami rozumia-
nymi jako figury stylistyczne) sg mechanizmami poznawczymi, dzigki kt6-
rym rozwija si¢ wiedza. Jest zarazem charakterystyczne, ze pojecia o wigk-
szym stopniu ogd6lnosci sg rozumiane dzigki pojeciom bardziej konkretnym,
zblizonym do codziennego do$swiadczenia.

Tak wiec, mozna uznaé, ze metafora jest odwzorowaniem, ktére opisuje
nastepujaca zaleznosé™:

¥ Teoria metafory pojeciowej, co trzeba zaznaczyé, sigga swymi korzeniami koncepcji
Arystotelesa. Mam na mysli teori¢ analogii atrybucji. Na ten temat por. M. A. Krapiec, Meta-
fizyka, Lublin 1984, s. 477-513; W. Str6 ze ws ki, Ontologia, Krakow 2004, s. 65-66.

3 G.Lakoff, R.E.Niiiez Where Mathematics Comes From. How the Embodied Mind
Brings Mathematics into Being, New York 2000, s. 39-49.
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METAFORA : DZIEDZINA ZRODLOWA I DZIEDZINA DOCELOWA

Zilustrujmy powyzszy diagram przyktadem metafory wyrazajacej pojecia
arytmetyczne poprzez zbiory przedmiotéw™.

ARYTMETYKA JEST KOLEKCJA PRZEDMIOTOW

DZIEDZINA ZRODEOWA DZIEDZINA DOCELOWA

KOLEKCJA PRZEDMIOTOW ARYTMETYKA

Kolekcje przedmiotéw

tego samego rodzaju Liczby

Wigksza kolekcja Wigksza liczba
Mniejsza kolekcja Mniejsza liczba
Najmniejsza kolekcja Jednos$¢é
Potaczenie kolekceji Dodawanie liczb

Usunigcie kolekcji mniejszej

RN

z kolekcji wigkszej Odejmowanie liczb

Metafora powyzsza jest, zdaniem Lakoffa i Niifieza, jedna z fundamental-
nych metafor konstruujacych arytmetyke elementarng. Dzigki niej mozliwe
jest przejscie od dziedziny przedmiotéw fizycznych do abstrakcyjnego poje-
cia liczby. Metafora ta, co istotne, zachowuje wiele wtasno$ci kolekcji przed-
miotéw fizycznych. Na przyktad, usuwajac kolekcje mniejsza od wigkszej,
a nastepnie taczac otrzymang kolekcje z kolekcja usuni¢ta otrzymujemy
zawsze kolekcje wyjsciowa. Te samg wtasnos¢ posiadaja liczby, bowiem, co
oczywiste, dodajac do réznicy liczb odjemnik, uzyskuje si¢ odjemng. Obie
dziedziny posiadaja wigcej wlasnoSci wspélnych, np. sg uporzadkowane li-
niowo pod wzgledem wielko$ci itd. Tak wigc powyzsza metafora (a dotyczy
to takze innych metafor) indukuje w dziedzinie docelowej strukture analo-
giczng do struktury posiadanej przez dziedzing zrédtowa.

3 Tamze, s. 55.
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Metafory pojeciowe, zgodnie z zarysowang teorig, moga si¢ nawarstwiac,
ale takze uzupetnia¢. Wedlug Lakoffa i Nufieza istnieja jeszcze trzy podsta-
wowe metafory konstruujace arytmetyke.

Mozna dyskutowa¢ z autorami Where Mathematics Comes From?, czy li-
sta przedstawionych przez nich metafor jest petna i czy opisy poszczegdl-
nych metafor sa catkowicie trafne. Tym niemniej sama koncepcja metafory
pojeciowej wydaje si¢ interesujaca i, mimo pewnych brakéw, niezle potwier-
dzona. Zarazem wida¢ wyraznie, na czym opiera si¢ indukcyjna komponenta
metafory. Przenosi ona na dziedziny bardziej abstrakcyjne niektére wazne
wlasnosci dziedzin relatywnie bardziej konkretnych.

Co jednak sprawia, ze pewne wilasnosci s3 ,.transmitowane” ku wyzszym
poziomom abstrakcji, a inne nie? W odpowiedzi przede wszystkim nalezy
zaznaczy¢, ze obie dziedziny: zrédlowa i docelowa s3 w stosunku do siebie
niezalezne, a do ich zlaczenia dochodzi w wyniku uaktywnienia odrebnych
czesci kory mézgowej odpowiedzialnych za obie te dziedziny. Dochodzi
wtedy do efektu conflation w terminologii kognitywnej. Mimo to kazda
z dziedzin zachowuje pewne odrgbne wtasnosci (moga by¢ one ustrukturyzo-
wane poprzez inne odpowiednio dobrane metafory).

Teoria metafor pojeciowych, wazna i obiecujaca, wymaga jednak, jak si¢
zdaje, dopracowania od strony filozoficznej. W obecnej postaci jest zanadto
znaturalizowana ze szkoda dla wielu tradycyjnych poje¢¢ filozofii umystu,
ktére w niej si¢ nie mieszcza. Sieci neuronowe, nawet jesli za pomoca odpo-
wiednich algorytméw wyposazy si¢ je w techniki uczenia si¢, sa jedynie zu-
bozonym modelem obdarzonej rozumem i wolnoscia osoby ludzkiej tworza-
cej koncepcje naukowe.

Przy tych wszystkich zastrzezeniach, z ktérymi wigza si¢ jednak nadzieje
na rozwiazanie zarysowanych problemdéw, kognitywistyczna teoria wiedzy
matematycznej oferuje interesujace koncepcje, ktére na state — nie za$ tylko
przelotnie na skutek przemijajacej koniunktury — moga znalez¢ swoje miej-
sce w epistemologii.

Powré¢my na teren rozumowan indukcyjnych. Préby sformalizowania tych
rozumowan za pomocg schematéw (1) lub (2) nie sa w pelni trafne, jako ze
ramy logiczne obu schematéw same sg wytworem dlugiego procesu historycz-
nego, cechujgcego si¢ zmienno$cig i fallibilno$cia. Jak zatem rozstrzygnaé
problem znalezienia adekwatnego schematu dla rozumowan indukcyjnych?

Jesli zatrzymamy si¢ przy schemacie (2) jako bardziej ogdlnym niz (1),
musimy zauwazy¢, ze w przypadku tych indukcji, ktére sa czg¢Sciami metafor
pojeciowych, przestanki A,i=1,2,...,n, wyrazaja relacje za pomocg pojeé
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dziedziny zrédlowej, natomiast B opisuje zwiazki miedzy pojeciami dzie-
dziny docelowej. Przy tym pojecia dziedziny docelowej s3 metaforycznymi
obrazami poje¢ dziedziny zrédlowej (w wielu przypadkach metafora poje-
ciowa przeksztatca tylko niektére pojecia, inne pozostawiajac bez zmiany).
A zatem, uwzgledniajac powyzsze uwagi nalezaloby uznaé, ze rozwazane
w tym rozdziale rozumowania indukcyjne, opisuje nastepujacy schemat:

D:AANA AN AA,
M (D):B

: (3)

gdzie D i M(D) oznaczaja odpowiednio dziedzin¢ zrédtowa i dziedzing do-
celowa powigzane ze sobg za pomocg odpowiedniej metafory pojeciowej M,
natomiast miedzy przestankami i wnioskiem indukcyjnym zachodza zwigzki
B—>M(A),i=12,.,n, a takze B nie wynika z M (A)AM(A)A...AM(A,).
Zdania M (A,) sa metaforycznymi obrazami zdan A;, otrzymanymi przez za-
stapienie pojeé dziedziny zrédtowej przez pojecia dziedziny docelowe;j’’.

Tak wigc metafory pojeciowe posiadaja sktadnik indukcyjny, ktéry funk-
cjonuje zgodnie ze schematem (3). Czy jednak kazde rozumowanie induk-
cyjne jest cze$cia jakiej§ metafory? Oczywiscie, ze nie. W przypadku gdy
nie ulegaja zmianie znaczenia terminéw wykorzystywanych we wnioskowa-
niu indukcyjnym, a tak jest wtedy, gdy stosujemy indukcj¢ enumeracyjng I,
albo indukcje¢ Is, nie mamy do czynienia z metaforg pojgciowa. Tym nie-
mniej schemat (3) moze zachowa¢ swoja uzytecznos¢ w ogdlnym przypadku
rozumowan I; — Is, jesli przyjmiemy, ze M (D)=D w tych wnioskowaniach,
ktére nie prowadza do zmiany znaczen terminéw dziedziny D.

Zarazem trzeba pamigtaé, ze schemat (3) odpowiada sytuacjom wyideali-
zowanym, albowiem konstrukcja poje¢ dowolnej dziedziny matematyki do-
konuje si¢ w wyniku wielu nakladajacych si¢ na siebie interakcji, o charakte-
rze metaforycznym, z innymi dzialami matematyki. Jest to proces o duzej
ztozonosci; jego analiza, jak nalezy przypuszcza¢, bedzie w przysztosci jed-
nym z gtéwnych zadan nauk kognitywnych.

7 Rozumowania wykorzystujace pojecia metafory lub analogii sg istotne w teorii poznania.
Warto w tym kontek$cie zwréci¢ uwage na przedstawiane przez M. A. Krapca rozumowania
o charakterze analogicznym zaproponowane przez W. Bieganskiego. Mimo formalnych réznic
w zapisie wykazuja one jednak szereg podobienstw z zaproponowanym schematem (3); por.
Krapiec,dz. cyt., s. 510-511.
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4. KONKLUZJE

Podsumowujac tre$ci zawarte w niniejszym artykule, chciatbym zwrdcié
uwage na najbardziej istotne, zawarte w nim tezy, a mianowicie na to, ze:

1) indukcja niezupelna odgrywa istotng role¢ w metodologii matematyki;

2) indukcja niezupetna w naukach matematycznych przyczynia si¢ zaréw-
no do budowy aksjomatycznych fundamentéw tych nauk i wykorzystywana
jest w rozumowaniach, ktére nie zmieniaja ustalonych wczes$niej pojec;

3) przeciwstawianie indukcji oraz kreatywnos$ci uczonych nie jest wtasci-
we, indukcja bowiem czgsto stanowi wazny, chociaz nie zawsze uswiado-
miony sktadnik twérczosci naukowej;

4) sita wielu rozumowan indukcyjnych wynika w znacznej mierze z tego,
ze przyczyniajg si¢ one do zdefiniowania poje¢ matematycznych poprzez
ustalenie regut ich uzycia;

5) do ujecia rozumowan indukcyjnych za pomoca schematu inferencyj-
nego przydatna jest zaproponowana przez Lakoffa i Nufieza teoria metafory
pojeciowe;j.
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ON INCOMPLETE INDUCTION IN MATHEMATICS
Summary
The subject of this article is the role of inductive reasoning (in the meaning of induction by
incomplete enumeration) in the methodology of mathematics.
The following types of induction have been distinguished:
I,) induction which causes formulation of axioms of different mathematical theories;

I,) enumerative induction which causes formulation of theorems on the basis of a finite number
of cases;

I3) induction concerning the range of application of mathematical symbols;
I,) induction generalising the properties of finite sets to the infinite case;

I5) induction pointing to analogies between problems belonging to different domains of mathe-
matics.

Inductive reasoning should not be put against the creativity of scientists, as induction is often
an important, though not always conscious part of our cognition. The concept of notional meta-
phor can be useful for explaining the nature of inductive reasoning. With this concept, a general
scheme of inductive reasoning has been proposed, which, in the opinion of the authors, is more
adequate for presenting the nature of induction than traditional approaches.
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