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1. GRUNDLAGEN DER GEOMETRIE HILBERTA

Freudenthal nazywa Pascha ,,0jcem $cistosci w geometrii” (FREUDEN-
THAL 1962, 619). Rzeczywiscie, poglady Pascha dotyczace geometrii utrzy-
mane sa w duchu bardzo rygorystycznym. Jego zdaniem odwotania do intui-
cji w dowodzie geometrycznym §wiadcza o tym, ze dowdd ten zawiera luki —
dowody winny bowiem dacé si¢ zrekonstruowaé w czysto formalny sposéb.
Proces dowodzenia powinien zas mie¢ charakter zobiektywizowany i wolny
od elementéw wyobrazeniowych.

Postulowany przez Pascha ideat $cistosci znajduje swoja realizacj¢ w pra-
cach Hilberta. W Grundlagen der Geometrie (1899) Hilbert skonstruowat
(wykorzystujac techniki geometrii analitycznej) model dla aksjomatéw geo-
metrii klasycznej i — méwiac dzisiejszym jezykiem — wykazat w ten sposéb
semantyczng niesprzecznos¢ tej aksjomatyki. Co wigcej, w ten sam sposOb
podat szereg modeli dla r6znych aksjomatyk: takich, w ktérych jeden z aksjo-
matéw byt fatszywy, pozostale zas prawdziwe. W ten sposéb Hilbert wyka-
zal niezalezno$¢ aksjomatéw od siebie. Terminy geometryczne (punkt, pro-
sta etc.) byly interpretowane jako liczby (n-tki liczb) badz zbiory liczb (n-tek
liczb); nie byta przy tym konieczna wizualizacja ani intuicyjne przedstawie-
nie sobie tych obiektéw. Jest to procedura faktycznie bardzo odlegta od in-
tuicyjnych rozumowan, odwotujacych sie do naszego rozumienia prze-
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strzeni'. Hilbert realizuje program, w ramach ktérego rola intuicji prze-
strzennej zostaje zredukowana do roli czysto pomocniczej, natomiast intui-
cyjna interpretacja terminéw geometrycznych nie jest konieczna do prowa-
dzenia dowodéw. Te bowiem winny mie¢ charakter czysto formalny.

W literaturze mozna spotkaé stwierdzenia, ze Grundlagen der Geometrie
zadaty $miertelny cios koncepcji geometrii jako nauki o przestrzeni, opiera-
jacej si¢ na intuicyjnych przekonaniach. Faktycznie, Hilbert nie naktada zad-
nych warunkéw na modele dla systemu aksjomatéw geometrycznych, doty-
czacych natury obiektéw sktadajacych si¢ na te modele. Modelem dla aksjo-
matéw jest dowolny uktad przedmiotéw, ktéry te aksjomaty spetnia®.

Mozna tu méwi¢ o pojawieniu si¢ nowej, abstrakcyjnej koncepcji mate-
matyki. Cecha charakterystyczng tej nowej koncepcji jest abstrahowanie od
intuicyjnego znaczenia terminéw i koncentracja na badaniach czysto logicz-
nych zaleznosci migdzy zdaniami matematycznymi (w szczegdlnosci aksjo-
matami i twierdzeniami). Zdaniem Bernaysa zadaniem tych rozumowan nie
jest jedynie wspomozenie naszej intuicji w badaniach dotyczacych figur prze-
strzennych. Przeciwnie, to wtasnie te czysto logiczne zaleznosSci staja si¢
podstawowym przedmiotem zainteresowania, za§ w rozumowaniach wolno
odwotywac¢ si¢ jedynie do tych wilasnosci, ktére zostalty zatozone z jawny
sposéb (lub sa wnioskami z zatozen i aksjomatéw) (BERNAYS 1967, 497).

W takim duchu uprawia geometri¢ Hilbert. W Grundlagen nie zajmuje si¢
problemem, czym tak naprawde jest punkt, prosta, ptaszczyzna etc. — prowa-
dzi bowiem badania w duchu aksjomatycznym (i — mozna powiedzie¢ —
metamatematycznym). Charakterystyczne dla tego podejscia jest uznanie, ze
to dopiero aksjomaty definiujg znaczenia termindéw. Nie ma wigc sensu pytaé
o to, jaka jest istota obiektéw geometrycznych, zanim zostang podane opi-
sujace je aksjomaty. Mozna powiedzie¢, ze w miejsce pojecia prawdy geo-
metrycznej, opisujacej pewne obiektywne zaleznosci przestrzenne pojawia
si¢ pojecie prawdy w danym systemie spetniajacym aksjomaty. Zaleznosci

! Znamy to ze szkoty: sprawdzenie pewnego faktu geometrycznego za pomoca technik geo-
metrii analitycznej moze si¢ w ogdle nie wiaza¢ z faktem, ze potrafimy sobie t¢ geometryczna
sytuacje¢ przedstawi¢. Z kolei korzystanie z tradycyjnych technik geometrycznych wymaga naj-
czesdciej przedstawienia sobie tej sytuacji i zrozumienia jej geometrycznych aspektéw. Ten przy-
ktad mozna uznaé za ilustracjg¢ réznicy migdzy czysto formalnym a treSciowym konstruowaniem
dowodéw matematycznych.

> W jednej z rozméw Hilbert miat powiedzie¢, ze przy prawidtowej aksjomatyzacji geometrii
powinnismy by¢ w stanie zamiast o punktach, prostych i ptaszczyznach, méwi¢ o stotach, krze-
stach i kuflach piwa (por. SHAPIRO 1996, 156).
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logiczne migdzy zdaniami geometrii zaczynajq by¢ badane w oderwaniu od
ich zamierzonej interpretacji, jako zjawiska metamatematyczne — czy dane
zdanie B jest prawdziwe w tych dziedzinach przedmiotowych’, w ktérych
prawdziwe sa inne zdania Q.,...0,. Nie stawiamy przy tym zadnych ograni-
czen dotyczacych natury tych dziedzin (nie musza wigc one bynajmniej skta-
da¢ si¢ z tego, co intuicyjnie okreslilibySmy jako struktury geometryczne).
Geometria przestaje by¢ bowiem nauka o przestrzeni fizycznej, stajac si¢
nauka dotyczaca dowolnych dziedzin, w ktérych prawdziwe sg stosowne ak-
sjomaty. Nawet jesli te aksjomaty sq motywowane pewnymi intuicjami, to
intuicyjne rozumienie termindw geometrycznych nie jest konieczne do do-
wodzenia twierdzen (cho¢ oczywiscie moze by¢ — heurystycznie — pomocne).
Dzi$ takie ujecie jest dla nas oczywiste, za$ teoria modeli — w ktérej podsta-
wowym przedmiotem badan jest wiasnie zalezno$¢ miedzy zdaniami pew-
nego jezyka formalnego, a réznego typu modelami dla tych zdan — jest pod-
stawowym dzialem (meta)matematyki. Jednakze prace Hilberta pojawity si¢
w okre§lonym konteks$cie historycznym i mozna uznaé je za przetomowe.

Ten spos6b patrzenia na to, jak uprawia¢ matematyke, ma istotne znacze-
nie z punktu widzenia problemu uzasadniania w matematyce. Rygorystyczne
dowody Hilberta nie opieraja si¢ oczywiscie na intuicji o charakterze geo-
metrycznym. Nie ma tu juz $ladu ,,jasnego i wyraznego widzenia” Kartezju-
sza (ani kantowskiej kategorii czasu i przestrzeni), twierdzenia geometrii nie
sq uzasadniane przez intuicyjny wglad, ale sa dowodzone w sposéb for-
malny, w oderwaniu od ich interpretacji. Geometria w takim ujeciu nie ma
juz ambicji ujmowania prawd o $wiecie — celem staje si¢ raczej ustalenie
metamatematycznych zaleznosci miedzy zdaniami geometrii. Same za$ do-
wody nabieraja czysto formalnego charakteru, w ktérych intuicyjne elementy
sg zredukowane do minimum?®.

2. POLEMIKA HILBERT-FREGE

Zdaniem Hilberta sens termindw geometrycznych moze by¢ zadany do-
piero przez aksjomaty. To one precyzuja sens poj¢é takich jak np. ,,punkt”,

* Dzi§ powiedzielibysmy: modelach.

* Nalezy pamietaé, ze Hilbert méwi o pewnej formie intuicji, ale nie chodzi oczywiscie o in-
tuicje przestrzeni w stylu Kanta czy intuicj¢ umozliwiajaca kartezjanskie jasne i wyrazne widze-
nie prawd dotyczacych substancji rozciagte;j.
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»prosta”, ,plaszczyzna” etc. Aksjomaty pozwalaja wiec na wprowadzenie
nowych terminéw do matematyki w sposdb niezalezny od ich intuicyjnego
rozumienia.

Takiemu uje¢ciu w zdecydowany spos6b przeciwstawia si¢ Frege. Jego zda-
niem to definicje powinny wyjasnia¢ znaczenia uzywanych terminéw, zada-
niem aksjomatéw za$§ jest wyrazanie prawd. Wedlug Fregego definicje
przez postulaty nie wywiazuja si¢ z zadnego z tych zadan. Nie mozna ich
uzna¢ ani za prawdziwe definicje, ani za aksjomaty. Aksjomaty (oraz twier-
dzenia) nie powinny bowiem zawiera¢ zadnych termindéw, ktérych sens nie
bytby znany juz uprzednio. Natomiast zdaniem Hilberta definicja przez po-
stulaty ma jednoczesnie definiowad¢ terminy i uymowac prawdy na ich temat.
Hilbert twierdzi bowiem, Zze nie ma sensu poszukiwanie znaczen terminéw
geometrycznych uprzednich w stosunku do zasad (czyli aksjomatéw) opisu-
jacych podstawowe zalezno$ci migdzy obiektami geometrycznymi (czyli —
w ujeciu Hilberta — dowolnymi obiektami spetniajacymi pewne zaleznosci).
W takim ujeciu nie ma w ogdle innego sposobu ustalenia znaczenia terminu
niz poprzez wskazanie, jaka jest jego relacja do innych terminéw. Natomiast
natura obiektéw, do ktérych odnosza si¢ aksjomaty, nie jest ustalona — i nie
jest to w badaniach matematycznych konieczne’. W jednym z listéw do Fre-
gego pisal, ze teoria matematyczna stanowi pewnego rodzaju budowle (rusz-
towanie), w ktérym mamy podstawowe pojgcia wraz z relacjami migdzy
nimi (por. SHAPIRO 1996, 162). Taki sposéb myslenia jest oczywiscie istot-
nie r6zny od ujecia ,tre§ciowego”, w my$l ktérego mamy dostep poznawczy
do zamierzonego przedmiotu badan geometrycznych (np. do przestrzeni fi-
zycznej). Frege uwazal, ze geometria ma pewien przedmiot badan, ktérym
jest przestrzen, Hilbert zas badatl logiczne konsekwencje aksjomatéw, ktore
uwazal za uwiktane definicje poje¢ geometrycznych. Dopuszczat wprowa-
dzanie poje¢ w sposOb czysto aksjomatyczny, bez uwzgledniania ich ewen-
tualnej interpretacji. Nadanie interpretacji nie jest konieczne do postugiwa-
nia si¢ fragmentem jezyka. A zatem pewne fragmenty j¢zyka matematycz-
nego moga odgrywaé¢ wazna role¢ w rozumowaniach matematycznych, po-
mimo ze nie zostaty wprowadzone na kanwie rozwazan tresciowych, wywo-
dzacych si¢ z jakiej$§ formy matematycznej intuicji, ale poniewaz spelniaja
pewne warunki formalne. Nie jest konieczne zadne preteoretyczne, intui-

> Shapiro zauwaza, ze jest to punkt widzenia bliski pogladom wspétczesnych strukturalistéw,
ktérych zdaniem nie mozna méwi¢ o wilasnosciach wewngtrznych obiektéw matematycznych,
a jedynie o ich relacji do innych obiektéw z danej struktury matematycznej (SHAPIRO 2005).
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cyjne rozumienie tych poje¢, aby wolno nam byto si¢ nimi postugiwaé. Jedy-
nym kryterium jest tu niesprzecznos¢ postulatéw charakteryzujacych sens
poje¢ — poza tym swoboda matematyka nie jest niczym skregpowana. Dopu-
szczalne jest wigc wprowadzenie na drodze aksjomatycznej nowych pojec
(i postulatéw charakteryzujacych te pojecia), jesli tylko w ten sposéb do sys-
temu nie zostanie wprowadzona sprzecznosc.

3. STANOWISKO FREGEGO WOBEC FORMALIZMU

Polemika Hilberta z Fregem toczyta si¢ w okreslonej sytuacji historycz-
nej. Formalistyczne stanowisko Hilberta nie pojawia si¢ przeciez w prézni.
Oprocz waznych z punktu widzenia rozwoju geometrii prac Pascha warto
wspomnie¢ o takich radykalnych formalistach jak np. Heine czy Thomae.
Heine okreslat siebie jako zwolennika czysto formalnego punktu widzenia
(rein formalen Standpunkt), w ramach ktérego traktowat liczby jako pewne-
go rodzaju empirycznie uchwytne znaki — co pozwalato na uchylenie wszel-
kich metafizycznych probleméw zwiazanych z istnieniem tych liczb. Zda-
niem Heinego, gtéwny nacisk nalezy wigc potozy¢ na operacje oblicze-
niowe, ,,za$ dla liczb musza zosta¢ ustalone w taki sposéb, aby stanowity
podstawe dla definicji takich operacji” (HEINE 1872, 173, cyt. za: DETLEF-
SEN 2005, 300). Heine wychodzi od motywacji epistemologicznych; jego
zdaniem w ujeciu formalistycznym problem wiedzy matematycznej staje sig¢
tatwy do rozwiazania (skoro wiedza ta dotyczy tylko operacji formalnych na
symbolach). Podobny punkt widzenia reprezentowat Thomae, ktéry za wiel-
ka korzys¢ formalistycznego punktu widzenia uwazal mozliwos¢ odrzucenia
wszelkich trudnosci metafizycznych (THOMAE 1898, 3).

Frege zdecydowanie odrzuca taki punkt widzenia, w mysl ktérego dzia-
talnos¢ matematyczna polega na manipulowaniu symbolami pozbawionymi
znaczenia. Jego krytyka stosuje si¢ zaréwno do pogladéw Heinego czy Thomae,
ale tez Hilberta. W FREGE 1903, § 88 cytowane sa uwagi Thomae, w ktérych
ten méwi o ,,szachowym” modelu uprawiania matematyki, w mysl ktérego
matematyka to gra symboli zgodnie z pewnymi regutami: ,,Formalna kon-
cepcja liczb [...] nie zadaje pytan, czym sa liczby [...] ale raczej jakie wa-
runki na nie naktadamy w arytmetyce. Dla formalisty, arytmetyka jest gra
znakéw, ktére mozemy okresli¢ jako puste. Oznacza to, Ze nie maja one in-
nej tresci (w trakcie tej obliczeniowej gry), niz jest im przypisana poprzez
ich zachowania zgodnie z pewnymi regutami ich zestawiania (regutami gry).
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Gracz w szachy w podobny spos6b uzywa figur; przypisuje im pewne wtas-
nos$ci ustalajace ich wilasnosci w trakcie gry. [...] Oczywiscie, jest wazna
réznica mi¢dzy arytmetyka i szachami. Reguty gry w szachy sa dowolne, re-
guty arytmetyki [...] pozwalaja na wzbogacenie naszej wiedzy o $wiecie”
(THOMAE 1898, § 1-11; cyt. za: SHAPIRO 2000, 147).

Frege zdecydowanie przeciwstawia si¢ takiemu punktowi widzenia, jego
argumentacj¢ zas mozna przedstawi¢ w nastgpujacy sposéb: jesli uznamy, ze
faktycznie wyrazenia arytmetyczne sa pozbawione pozaj¢zykowego odnie-
sienia, tym samym musimy uznaé, ze stwierdzenia arytmetyczne nie moga
wyraza¢ zadnych tresci. Jednakze wéwczas arytmetyka nie moze by¢ nigdzie
zastosowana — i tym samym nie mozna uznaé jej za nauke. Tak wtasnie jest
w przypadku szach6w: nie stanowia one nauki, bo nie wyrazaja mysli. Nie
mozna ,,wiedzy szachowej” zastosowaé do innych dziedzin. Inaczej jednak
jest w przypadku arytmetyki: zdania arytmetyczne wyrazaja mysli, nie sa je-
dynie zbiorami symboli, ktére przeksztalcamy zgodnie z jakimis arbitralny-
mi regutami. ,,To stosowalnos¢ podnosi arytmetyke do rangi nauki” (FREGE
1903, § 91).

Z punktu widzenia tego artykulu wazniejszy od problemu stosowalnosci
jest problem statusu, jaki formalista przypisuje rozumowaniom matematycz-
nym. W mysl stanowiska formalizmu rozumowania matematyczne moga
mie¢ charakter czysto symboliczny, natomiast ich (ewentualna, ale nieko-
nieczna) interpretacja stanowi akt zewnetrzny w stosunku do samych badan
matematycznych, a mimo to rozumowania prowadzone z uzyciem pozbawio-
nego interpretacji jezyka maja walor poznawczy®. Jednakze, zdaniem Fre-
gego, rozumowania nie moga mie¢ czysto symbolicznego charakteru. Winny
by¢ wigc oparte na przestankach, ktére sg czyms wigcej niz tylko zbiorami
niezinterpretowanych symboli (ktérymi manipulujemy zgodnie z pewnymi
regutami). Rozumowania maja wigc — w gruncie rzeczy — charakter tres-
ciowy, a nie li tylko czysto formalny: ,,[W]nioskowanie nie sktada si¢ z sym-
boli. Mozemy jedynie powiedzie¢, ze przejscie od jednej grupy symboli do
drugiej moze sprawiaé wrazenie, jak gdyby dane nam byto pewne wniosko-
wanie. Jednak wnioskowania nie przynaleza po prostu do krélestwa znakéw;
stanowia raczej uzasadnienie sadu oparte o pewne prawa logiki w oparciu
o pewne uprzednio zaakceptowane przestanki. Kazda z tych przestanek wy-

® Por. uwagi Peacocka, dotyczace interpretowania pojeé matematycznych po skoniczonym
rozumowaniu, i abstrahowaniu od nich w trakcie samego rozumowania. Poglad taki mozna od-
nalez¢ juz u Berkeleya.
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raza okre$lona my$l uznang za prawdziwa, za§ wniosek polega na tym, ze
pewna okreslona mysl zostanie uznana za prawdziwg [...] Czym jest wnios-
kowanie formalne? Mozemy powiedzie¢, ze w pewnym sensie kazde wnios-
kowanie jest formalne gdyz odbywa si¢ zgodnie z pewnymi og6lnymi pra-
wami wnioskowania; w innym sensie kazde wnioskowanie jest nieformalne,
gdyz zaréwno przestanki, jak i wniosek maja pewna mys$lowa tres¢, ktérych
potaczenie ujawnia si¢ tylko w tym wnioskowaniu” (FREGE 1906, 387; cyt.
za: DETLEFSEN 2005, 302).

Zdaniem Fregego pseudoaksjomaty nie wyrazaja mysli, wigc nie moga
zosta¢ uznane za przestanki. Przestankami moga by¢ bowiem jedynie pewne
mysli wyrazane przez te symbole. Jednakze jesli sg to pseudoaksjomaty, to
nie mozemy mowi¢ o zadnych myslach, a wigc takze o zadnych przestankach
(FREGE 1906, 390). Nic wigc dziwnego, ze Frege sprzeciwiat si¢ Hilbertow-
skiemu ujeciu definicji przez postulaty. Zdaniem Fregego bowiem wprowa-
dzane pojgcie musi mie¢ pewnga, dang juz uprzednio tres¢.

4. PROGRAM HILBERTA

Hilbert jest niewatpliwie najbardziej znanym przedstawicielem formali-
zmu matematycznego — do tego stopnia, ze niektérzy wrecz utozsamiajg sta-
nowisko formalizmu ze stanowiskiem Hilberta’. Faktycznie, nie ulega wat-
pliwosci, ze Hilbert nadat stanowisku formalistycznemu najbardziej dojrzata
postaé — zaréwno od strony ideowej, jak i od strony technicznej. Jednakze
poglady Hilberta dotyczace matematyki formowaty si¢ w okreslonym kon-
tekscie historycznym — bujnie rozwijala si¢ sama matematyka, powstawaty
abstrakcyjne jej dzialy (algebra czy teoria mnogosci), tworzyly si¢ zrgby
wspoblczesnej logiki. Jednoczesnie toczyta si¢ ozywiona dyskusja dotyczaca
podstaw matematyki i statusu matematycznych rozumowan. Waznym impul-

" Nieco przejaskrawiajac, mozna powiedzie¢ ze encyklopedyczne hasto ,.formalizm” czesto
rozpoczyna si¢ od stéw: ,Formalizm: kierunek w filozofii matematyki stworzony przez Hil-
berta...”. Oczywiscie Hilbert nadat programowi formalistycznemu dojrzata posta¢, mozna powie-
dzie¢, ze w jawny sposéb oglosit manifest zatozycielski stanowiska formalistycznego jako pro-
gramu w podstawach matematyki. Byloby jednak uproszczeniem historycznym sadzié¢, ze dopiero
od czaséw Hilberta w matematyce pojawit si¢ taki sposéb myslenia o matematyce. Celem tej
uwagi nie jest oczywiscie krytyka haset encyklopedycznych — maja one bowiem zawsze swoja
specyfike i opierajq si¢ na uproszczeniach — ale zwrdcenie uwagi na to, ze poglady Hilberta sta-
nowia kulminacj¢ pewnego procesu historycznego, ktéry rozpoczatl si¢ wczesniej.
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sem dla rozwoju wspétczesnej matematyki bylo stworzenie przez Cantora
teorii mnogoséci®. Teoria mnogosci jest teoria bogata, oparta na silnych zato-
zeniach dotyczacych istnienia catej hierarchii zbioréw nieskonczonych. Ta
sita i 0g6lnos¢ teorii mnogosci pozwolita jej stac si¢ teorig podstawowgq dla
calej matematyki’. Nie mozna jednak powiedzieé, ze teoria mnogosci zostata
powitana przez spotecznos¢ matematykow z otwartymi ramionami. Na prze-
tomie XIX i XX wieku toczyty si¢ dyskusje dotyczace tego, jakie metody
dowodowe sa w matematyce dopuszczalne i gdzie sa wlasciwie granice
matematycznos$ci. Pojawiaty si¢ gtosy postulujace arytmetyzacje calej mate-
matyki, czyli ugruntowanie wszystkich dyscyplin matematycznych na aryt-
metyce'®. Teoria mnogosci, ze swymi silnymi i wysoce abstrakcyjnymi za-
tozeniami, wykraczala poza akceptowane wdéwczas ramy uprawiania mate-
matyki''. Taka rewolucja pojeciowa prowadzita do konieczno$ci wyjasnienia
wielu kwestii, dotyczacych probleméw technicznych oraz metodologicznych
i filozoficznych, co prowadzito do powstawania réznych propozycji dotycza-
cych wyjasnienia tych trudnosci'?. Dyskusja toczyta si¢ np. wokét pewnika
wyboru, aksjomatu kontrowersyjnego ze wzgledu na swéj wysoce niekon-
struktywny charakter. Problem, w jaki sposéb uprawomocnié metody mate-

8 Niekiedy Cantora okresla si¢ wrecz mianem ,,0jca wspélczesnej matematyki”. Niezaleznie
od tego, czy faktycznie rola Cantora byta az tak znaczaca, nie ulega watpliwosci, ze powstanie
teorii mnogosci otworzyto przed matematyka nowe perspektywy.

° Mam tutaj na mysli fakt, ze mozliwa jest pojeciowa redukcja praktycznie catej matematyki
do teorii mnogosci, co nie znaczy wcale, ze wigkszos¢ matematykéw uprawia matematyke w ten
sposéb.

10 Poglady tego typu reprezentowali np. Abel, Euler, Lagrange, Gauss, Dirichlet, Kronecker
czy Poincaré (por. SIEG 1984).

"' Warto pamieta¢ o tym, ze Cantor siegat takze do inspiracji o charakterze filozoficznym, po-
jeciu nieskonczonos$ci aktualnej zas nadawal interpretacje teologiczna. To réwniez musiato bu-
dzi¢ opér w §rodowisku matematykéw. (Opis religijnych motywacji Cantora mozna znalezé w
pracach: MURAWSKI 1984, PURKERT 1989.)

"2 Trudnosci te dotycza np. przyjecia istnienia aktualnej nieskoficzonosci, pewnika wyboru
(jako niekonstruktywnego postulatu o charakterze egzystencjalnym), uznanie istnienia zbioréw
potegowych (czyli operacji zbioru potggowego jako operacji tworzenia nowych obiektéw mate-
matycznych) i ogdlniejszego problemu redukcji poj¢¢ matematycznych do pojeé teorii mnogosci.

3 Niebawem jednak okazato sie, ze pewnik wyboru umozliwia uzyskanie wielu waznych
i cieckawych wynikéw. Nie wnikajac w szczegdty, bez niego nie datoby si¢ udowodnic¢ szeregu
waznych twierdzen matematycznych, jak np. lemat Kuratowskiego-Zorna, ktéry jest wykorzy-
stywany w wielu dziatach matematyki. Zermelo pisat wigc, iz ,,[T]en aksjomat [...] byl uzywany
z powodzeniem w najrézniejszych cz¢$ciach matematyki [...] Tak obszerne uzycie tego aksjo-
matu moze by¢ wyjasnione jedynie poprzez jego oczywistos¢ [...] stanowi on z pewnoscig ko-
nieczne zrodio zasad matematycznych” (ZERMELO 1908, 187).
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matyki klasycznej pozostawat otwarty, zas program Hilberta stanowi probg
rozwiazania tego zagadnienia.

Hilbert stat na stanowisko, ze droga do wyjasnienia pojawiajacych sie¢
trudnosci nie moze prowadzi¢ poprzez eliminacj¢ spornej, budzacej kontro-
wersje czesci matematyki'®. Zdaniem Hilberta wlasciwa droga byto nie od-
rzucenie tych nowych metod dowodowych, ale poszukiwanie dla nich upra-
womocnienia: ,,Gdzie tylko sg jakie§ widoki powodzenia, tam chcemy do-
ktadnie bada¢ owocne definicje i metody dedukcji. Chcemy je pielggnowac,
wzmocni€ i czyni¢ uzytecznymi. Z raju, ktéry stworzyt nam Cantor, nikomu
nie wolno nas wypedzi¢. [...] Musimy ustanowi¢ w matematyce taka sama
pewnos¢ wnioskowan jaka ma miejsce w elementarnej teorii liczb, gdzie nikt
nie ma zadnych watpliwosci, 1 gdzie paradoksy i sprzecznos$ci powstaja jedy-
nie przez nasza nieuwage” (HILBERT 1926, 170).

Teori¢ mnogosci Hilbert okresla jako ,,najwspanialszy owoc matematycz-
nego ducha i w ogdle jedno z najwyzszych osiagni¢é¢ rozumu ludzkiego”
(HILBERT 1926, 167). Aby jednak méc korzysta¢ z czystym sumieniem z ca-
tej sity jej technik, konieczne jest wyjasnienie, jaka rol¢ w matematyce od-
grywa pojecie nieskonczonosci (i uprawomocnienie uzycia tego pojgcia
w matematyce). Nieskonczono$¢ (aktualna) nie ma przeciez odpowiednika
w $§wiecie fizycznym, cho¢ jest jednym z najwazniejszych poje¢ matema-
tycznych (HILBERT 1926, 190). Wyjasnienie tego zagadnienia jest wazne dla
matematyki; Hilbert twierdzi nawet, ze stanowi to problem poznawczy o pod-
stawowym charakterze, wykraczajacym poza sama matematyke".

Kluczem do osiagnigcia tego celu miato by¢ wykorzystanie metody aksjo-
matycznej i osiagnig¢¢ logiki formalnej. O tym, jaka jest epistemologiczna
podstawa naszego myslenia matematycznego, mowi nast¢pujacy fragment:
»Juz [Kant] uczyt, [...], ze matematyka posiada tres¢ pewng i niezalezna od

4 Na przyktad Brouwer postulowat odrzucenie niektdrych zatozen, na ktérych opiera sie kla-
syczna matematyka (chodzi o odrzucenie prawa wylaczonego srodka). Jednakze tego typu propo-
zycje prowadzityby do ostabienia matematyki i do jej okaleczenia. Hilbert przeciwstawial sig¢
wigc takiemu sposobowi myslenia: ,,To, co robit Weyl i Brouwer, to nic innego, jak pdjscie
w slady Kroneckera! Prébuja oni uratowa¢ matematyke wyrzucajac z niej wszystko, co sprawia
ktopot. [...] Jesli zgodzimy si¢ na takie propozycje, to ryzykujemy utrat¢ wielu najwigkszych na-
szych skarbow” (cyt. za: MURAWSKI 1993). Warto tu takze przytoczy¢ uwage Hilberta dotyczaca
Brouwera: ,,Brouwer nie dokonuje — jak sadzi Weyl — rewolucji; jest to jedynie powtdérka préby
puczu” (cyt. za: SMORYNSKI 1977, 823).

!5 Definitywne wyjasnienie natury nieskoficzonosci stato sie koniecznoscia nie tylko ze
wzgledu na specjalne znaczenie tej kwestii dla tej czy innej nauki, ale takze dla uczczenia samego
umystu ludzkiego” (HILBERT 1926, 163; cyt. za: MURAWSKI 1993).
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jakiejkolwiek logiki i ze w zwiazku z tym nigdy nie moze zosta¢ ugrunto-
wana w oparciu o samg tylko logike. Dlatego tez préby Fregego i Dedekinda
nie doprowadzily do niczego. Jako warunek wstepny stosowania wniosko-
wan logicznych i wykonywania operacji logicznych dane jest juz co$
w przedstawieniu (in der Vorstellung): [mianowicie] pewne pozalogiczne
konkretne obiekty, ktére jawia si¢ jako doswiadczane bezposrednio przed
wszelkim mys$leniem. [...] W szczegdlnosci w matematyce przedmiotem na-
szych rozwazan sa konkretne znaki, ktérych ksztalt, [...] jest bezposrednio
jasny i rozpoznawalny” (HILBERT 1926, 170-171; tt. za: MURAWSKI 1986).

Punktem wyjscia jest wigc pewnego typu intuicja, cho¢ nie jest to intuicja
Kanta czy Kartezjusza. Ta ,,konkretna intuicja” umozliwia dost¢gp poznawczy
do ciagdéw symboli i operacji na tych symbolach. To stanowi niejako kamien
wegielny teorii dowodu, ktéra — zdaniem Hilberta — miata postuzy¢ jako
ugruntowanie calej matematyki i stanowi¢ miata rdzen programu Hilberta'.

W programie Hilberta mozna (oczywiscie w pewnym uproszczeniu) wy-
r6znié trzy etapy'’:

(1) W pierwszym z tych etapéw wskazany zostanie pewien fragment
matematyki, ktéry mozna uzna¢ za ugruntowany finitystycznie. Musi by¢ on
na tyle obszerny, aby dato si¢ w nim opisa¢ (sformalizowac) operacje na
skonczonych ciagach znakdéw.

(2) Drugi krok polega na sformalizowaniu matematyki w jednym syste-
mie formalnym. Formuty w tym systemie maja by¢ skonczonymi ciggami
symboli, mozliwy wigc bedzie ich opis za pomoca metod finitystycznych
(ktére zostaly scharakteryzowane w pierwszym etapie).

(3) Trzeci etap pracy ma polega¢ wiasnie na udowodnieniu niesprzeczno-
sci tego systemu formalnego za pomoca niekontrowersyjnych metod finity-
stycznych.

Program Hilberta jest utrzymany w duchu swoistego poznawczego opty-
mizmu. W jednej ze swoich prac Hilbert wyraza przekonanie, ze kazdy dob-
rze postawiony problem matematyczny moze by¢ rozwigzany — zgodnie z jego
stynnym powiedzeniem, w matematyce nie ma zadnego ignorabimus. Przeko-
nanie Hilberta mozna uzna¢ za swoista reakcje na pesymistyczne tezy doty-
czace niejako wbudowanych w nasze myslenie (w szczegdlnosci naukowe)

16 Jest to ujecie zdecydowanie rézne np. od pogladéw Gédla, ktéry podkreélat znaczenie swo-
istej nieredukowalnej, semantycznej intuicji dotyczacej poje¢ matematycznych, a nie jedynie ope-
racji na symbolach.

'7 Opis mozna znalez¢ np. w SIMPSON 1988.
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ograniczen poznawczych. Taki poglad, dotyczacy istnienia takich ograniczen
w odniesieniu do naszej wiedzy na temat kontinuum wyrazal np. du Bois-
-Reymond'®. Optymistyczne przekonania Hilberta stoja w jawnej sprzeczno-
$ci z tezami tego typu'’. Nalezy tutaj zauwazyé, ze przez rozwiazanie prob-
lemu matematycznego Hilbert rozumiat badz udzielenie konkretnej odpo-
wiedzi na zadane pytanie, badz wykazanie, ze taka odpowiedZ nie moze
by¢ znaleziona™.

Hilbert akceptowal wizj¢ jezyka matematyki, w mys$l ktérej pewne frag-
menty jezyka matematycznego moga miec istotne znaczenie poznawcze,
mimo ze nie posiadaja interpretacji pozaj¢zykowej. Podobnie jak Berkeley,
Hilbert dopuszczat w trakcie dowodzenia nowych twierdzen dokonywanie
operacji znakami, przy ktérej abstrahujemy od interpretacji tych znakéw
(czy ogdlniej: od tresci uzywanych pojec).

Przy wprowadzaniu poje¢ matematycznych nie jest — zdaniem Hilberta —
konieczne nadawanie im intuicyjnej, preteoretycznej interpretacji. W takim
ujeciu, elementy tres§ciowe, interpretacyjne w matematyce, we wnioskowa-
niach i w uzasadnieniach nowych matematycznych zasad i wyjasnieniach
znaczenia nowych matematycznych poj¢é, ustgpuja miejsca regulom czysto
formalnym. Oczywiscie, taki zabieg musi mie¢ sens metodologiczny — ko-

'8 W pracy MCCARTY 2004 autor przedstawia ten aspekt stanowiska Hilberta, kontrastujac go
z pogladami Paula du Bois-Reymonda (wybitnego matematyka XIX wieku, autora wielu waznych
osiagni¢¢ w dziedzinie réwnan rézniczkowych, rachunku wariacyjnego, analizy funkcjonalnej
i topologii). Brat Paula, Emil du Bois-Reymond byt fizjologiem, ktéry w 1872 r. sformutowat
tez¢ ingorabimus: nauka obarczona jest wewnetrznymi ograniczeniami, pewne problemy nie
zostang nigdy rozwiazane. Paul du Bois-Reymond reprezentowat podobne stanowisko w odnie-
sieniu do matematyki. Byt przeciwnikiem arytmetyzacji matematyki i formalizmu (McCarty
uwaza go za bezposredniego poprzednika Brouwera). Zdaniem du Bois-Reymonda w matematyce
mozna wyrézni¢ dwie podstawowe tradycje: idealistyczng i empirystyczna, ktére prowadza do
zasadniczo réznych sposobow uprawiania matematyki (stanowiac zarazem odbicie fundamen-
talnego problemu wszelkiej filozofii, nie tylko filozofii matematyki). Nie jest mozliwe podanie
rozstrzygajacego argumentu na rzecz takiego lub innego sposobu patrzenia na matematyke.

! Kant pisat o dreczacych ludzki umyst pytaniach, ,ktérych nie moze uchyli¢, albowiem za-
daje mu je wilasna jego natura, ale na ktére nie moze odpowiedzie¢, albowiem przewyzszaja one
wszelka jego moznos¢” (KANT 1957, A vii, 7). Stanowisko Hilberta w odniesieniu do tego prob-
lemu ma wigc zupetnie ,,niekantowski” charakter.

2 Uzywajac dzisiejszej terminologii, mozna powiedzie¢, ze rozwiazanie problemu mogto
pojawi¢ si¢ badz na poziomie samej teorii, badz na metapoziomie. Detlefsen zauwaza w tym
kontekscie, ze dopuszczenie jako rozwigzania wtasnie takiej negatywnej odpowiedzi (mozna po-
wiedzie¢ — metaodpowiedzi) rodzi pewne problemy metodologiczne: czy konieczne jest znalezie-
nie dowodu braku odpowiedzi, czy tez chodzi jedynie o sformutowanie pewnego argu -
mentu? W tym sensie nie do konca jest jasne, gdzie lezy granica niewiedzy (DETLEFSEN 2005, 285).
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nieczne jest wigc zadbanie o dwa warunki: niesprzeczno$¢ systemu i owoc-
nos$¢ takiego zabiegu. Jesli jednak te warunki beda spetnione, to nic nie stoi
na przeszkodzie, aby wprowadzi¢ dane pojg¢cie matematyczne.

Taka wizja matematyki jest bardzo odlegta od ,,rozumiejacej” czy ,tres-
ciowej” koncepcji dowodu (w stylu Kartezjusza). Specyficzna intuicja,
umozliwiajaca jasne i wyrazne ,,chwytanie” poj¢¢ matematycznych (oraz
ujmowanie w intelektualnym ogladzie poszczegdlnych krokéw matematycz-
nego rozumowania) ustgpuje miejsca wizji, w ktérej wnioskowanie o charak-
terze materialnym (treSciowym) zostaje zastapione przez procedury o cha-
rakterze formalnym (HILBERT 1926).

5. UWAGI KONCOWE

Jako podsumowanie tych rozwazan dotyczacych zmiany pogladéw na
natur¢ dowodu matematycznego i roli elementéw intuicyjnych w dowodze-
niu twierdzen, przytocze opini¢ Hahna: Twierdzit on, ze w zwigzku z faktem
iz intuicja okazywata si¢ wielokrotnie bardzo zwodnicza (a oparcie si¢ na niej
prowadzito do akceptacji falszywych twierdzen), wigc w matematyce narastat
sceptycyzm co do prawomocno$ci odwotywania si¢ do intuicyjnych przeko-
nan, pojawito si¢ dazenie do formalizacji matematyki i eliminacji elementéw
intuicyjnych z rozumowan matematycznych. Pojgcia matematyczne mialy by¢
wprowadzane na drodze czysto logicznych definicji, zas dowody prowadzone
za pomoca czysto logicznych srodkéw (HAHN 1980, 93).

Hahn formutluje swoje tezy w radykalny sposéb, jednak nie ulega watpli-
wosci, ze faktycznie w matematyce nowozytnej dokonatl si¢ proces odcho-
dzenia od intuicyjnego ujmowania matematyki na rzecz ujgcia, ktére moze-
my okreéli¢ jako formalistyczne®. Jesli prezentowane w pierwszej czesci
artykutu poglady Kartezjusza i Berkeleya uznamy za charakterystyczne dla
réznych sposobéw myslenia o matematyce, to niewatpliwie wspoéiczes$nie
dominuja poglady w stylu Berkeleya. Nie zadamy juz intuicyjnego wgladu
w kazdy etap dowodu. Dowody matematyczne moga by¢ traktowane w spo-
séb czysto formalny, jako operacje symboliczne. Hilbert wyraznie moéwit
o tym, iz nie mozna zada¢, aby kazda formuta (sama w sobie) byta interpre-

! Chee tutaj podkresli¢, ze mam na mysli aspekty metodologiczne. Nie stawiam tu oczywi-
$cie (jawnie falszywej) tezy, ze w sporze o istnienie obiektéw matematycznych powszechne jest
stanowisko nominalistyczne.
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towalna; natura dowodu matematycznego jest bowiem taka, ze nie jest ko-
nieczne opieranie si¢ na intuicji czy odwolywaniu do znaczen formut
w srodku dowodu (HILBERT 1928, 475). Méwiac nieco zartobliwie, w miej-
sce ,,Widzg!” pojawia si¢ ,,Wyszto z obliczen!”. W ramach nowej koncepcji
matematyki w badaniach matematycznych abstrahuje si¢ od intuicyjnego
znaczenia terminéw oraz od ewentualnej interpretacji teorii, traktujac ja czy-
sto hipotetycznie. W takim ujeciu nie traktujemy juz systemu aksjomatéw
jako zbioru zdan, ktére odnosza si¢ do pewnego zamierzonego przedmiotu
interpretacji, ale uwazamy ten system za zbiér warunkéw opisujacych pewna
strukture relacyjng (ktdrej ,,natura” nie jest i nie moze by¢ uj¢ta inaczej, jak
wiasnie poprzez te aksjomaty) (BERNAYS 1967, 497). W odniesieniu np. do
geometrii czysto logiczne rozumowania oparte na aksjomatach nie stanowia
jedynie wsparcia dla opartych na intuicji badaniach figur przestrzennych, ale
stanowia witasciwy sposéb argumentacji i podstawe do formutowania twier-
dzen na temat zjawisk geometrycznych.

Nie nalezy jednak oczywiscie sadzi¢, ze tak rozumiane stanowisko forma-
listyczne sprowadza matematyke do gry symboli pozbawionej interpretacji.
Ta gra symboli nie bierze si¢ oczywiscie znikad. Celem teorii dowodu ma
by¢ wilasnie opisanie (uchwycenie) tego naszego procesu rozumienia, czyli
stworzenie katalogu (protokotu) regut, na ktérych opiera si¢ nasze myslenie.
»Myslenie, tak si¢ sktada, przebiega ré6wnolegle do méwienia i pisania: two-
rzymy wypowiedzi i umieszczamy je jedna za druga” (HILBERT 1928, 475).
Hilbert podkresla, ze reguty naszego myslenia tworza system, ktéry jesteSmy
w stanie odkryé i precyzyjnie opisa¢®. Jesli wiec nawet dowodzenie uznaé
za swoista gr¢ symboli, to jest to gra prowadzona wedle regut, ktére ujmuja
sposOb naszego myslenia — ma wig¢c nie tylko znaczenie matematyczne, ale
rowniez filozoficzne.

Ewolucja mys$lenia matematycznego w strong¢ formalizmu nie polega wiec
bynajmniej na przyjeciu nihilistycznych tez metafizycznych ani na catkowi-
tym zanegowaniu roli intuicji w matematyce. Intuicyjny wglad nie stanowi
nieodzownego elementu dowodzenia w matematyce; mozliwe jest dowodze-
nie w duchu czysto formalnym. Intuicja jednak nie moze zosta¢ catkowicie
wyeliminowana z matematyki®.

2 Nie ma tu wiec oczywiscie zadnego ,,matematycznego mistycyzmu”. Myslenie matema-
tyczne jest ujmowalne w precyzyjne reguty, mozna powiedzie¢, ze jest — w swobodnym sensie
tego stowa — algorytmizowalne.

 Pewnego typu intuicyjne, preteoretyczne ujecie podstawowych dla danej dziedziny prawd
jest konieczne, aby w ogéle ta dyscyplina mogta zaistnie¢. Aksjomatyzacja stanowi znacznie
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Poincaré stwierdzil swego czasu, iz logika czasem rodzi potwory (POIN-
CARE 1952, 125). Mozna powiedzie¢, ze to algebraizacja i formalizacja mate-
matyki wprowadzita takie wtasnie potwory na salony matematyczne. Werdykt
intuicji utracit znaczenie, stata si¢ ona (co najwyzej) pewnego rodzaju pomoc-
nicza zdolnoscia. Intuicja przestaje by¢ rgkojmia prawdziwosci twierdzen na-
wet wtedy, gdy subiektywnie nie mamy absolutnie zadnych watpliwo$ci®.
Obecnie raczej oskarzymy intuicj¢ o to, ze jest btedna i zwodnicza, niz samg
matematyke o to, ze jest uprawiana w niewlasciwy sposéb. Jesli postuzymy sig
rozr6znieniem dowodéw na dowody wymuszajace zgode¢ na dang tezg¢ i do-
wody oswiecajace umyst, to swoistym novum, ktére przynosi nam stanowisko
formalizmu jest wtasnie wprowadzenie kategorii dowodu wymuszajacego zgo-
de. Cho¢ taki dowdd nie musi by¢ rozumiany intuicyjnie, to jednak wzbogaca
nasza wiedz¢ matematyczng i pelni istotna rol¢ w budowaniu gmachu wiedzy
matematycznej. Taka zmiane rozumienia poj¢cia dowodu uwazam za podsta-
wowy wktad nowego, formalistycznego sposobu myslenia o matematyce.
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MATHEMATICAL PROOF FROM THE FORMALISTIC VIEWPOINT
PART II
Summary

In the second part I discuss Frege’s and Hilbert views on the nature of mathematical proof, in
particular their discussion concerning the problem of implicit definitions. I also discuss Hilbert’s
program and conclude with some remarks concerning the problem of the “decline of intuition” in
the formalistic conception of mathematical proof.
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