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1. GRUNDLAGEN DER GEOMETRIE HILBERTA 

 
Freudenthal nazywa Pascha „ojcem #cis o#ci w geometrii” (FREUDEN-

THAL 1962, 619). Rzeczywi#cie, pogl$dy Pascha dotycz$ce geometrii utrzy-
mane s$ w duchu bardzo rygorystycznym. Jego zdaniem odwo ania do intui-
cji w dowodzie geometrycznym #wiadcz$ o tym, %e dowód ten zawiera luki – 
dowody winny bowiem da& si' zrekonstruowa& w czysto formalny sposób. 
Proces dowodzenia powinien za# mie& charakter zobiektywizowany i wolny 
od elementów wyobra%eniowych. 

Postulowany przez Pascha idea  #cis o#ci znajduje swoj$ realizacj' w pra-
cach Hilberta. W Grundlagen der Geometrie (1899) Hilbert skonstruowa  
(wykorzystuj$c techniki geometrii analitycznej) model dla aksjomatów geo-
metrii klasycznej i – mówi$c dzisiejszym j'zykiem – wykaza  w ten sposób 
semantyczn$ niesprzeczno#& tej aksjomatyki. Co wi'cej, w ten sam sposób 
poda  szereg modeli dla ró%nych aksjomatyk: takich, w których jeden z aksjo-
matów by  fa szywy, pozosta e za# prawdziwe. W ten sposób Hilbert wyka-
za  niezale%no#& aksjomatów od siebie. Terminy geometryczne (punkt, pro-
sta etc.) by y interpretowane jako liczby (n-tki liczb) b$d( zbiory liczb (n-tek 
liczb); nie by a przy tym konieczna wizualizacja ani intuicyjne przedstawie-
nie sobie tych obiektów. Jest to procedura faktycznie bardzo odleg a od in-
tuicyjnych rozumowa), odwo uj$cych si' do naszego rozumienia prze-
 

Dr hab. KRZYSZTOF WÓJTOWICZ, prof. SWPS – Instytut Filozofii Szko y Wy%szej Psychologii 
Spo ecznej (SWPS); adres do korespondencji: ul. Chodakowska 19/31, 03-815 Warszawa; e-mail: 
kwojtowicz@swps.edu.pl 



KRZYSZTOF WÓJTOWICZ 140

strzeni1. Hilbert realizuje program, w ramach którego rola intuicji prze-
strzennej zostaje zredukowana do roli czysto pomocniczej, natomiast intui-
cyjna interpretacja terminów geometrycznych nie jest konieczna do prowa-
dzenia dowodów. Te bowiem winny mie& charakter czysto formalny. 

W literaturze mo%na spotka& stwierdzenia, %e Grundlagen der Geometrie 
zada y #miertelny cios koncepcji geometrii jako nauki o przestrzeni, opiera-
j$cej si' na intuicyjnych przekonaniach. Faktycznie, Hilbert nie nak ada %ad-
nych warunków na modele dla systemu aksjomatów geometrycznych, doty-
cz$cych natury obiektów sk adaj$cych si' na te modele. Modelem dla aksjo-
matów jest dowolny uk ad przedmiotów, który te aksjomaty spe nia2. 

Mo%na tu mówi& o pojawieniu si' nowej, abstrakcyjnej koncepcji mate-
matyki. Cech$ charakterystyczn$ tej nowej koncepcji jest abstrahowanie od 
intuicyjnego znaczenia terminów i koncentracja na badaniach czysto logicz-
nych zale%no#ci mi'dzy zdaniami matematycznymi (w szczególno#ci aksjo-
matami i twierdzeniami). Zdaniem Bernaysa zadaniem tych rozumowa) nie 
jest jedynie wspomo%enie naszej intuicji w badaniach dotycz$cych figur prze-
strzennych. Przeciwnie, to w a#nie te czysto logiczne zale%no#ci staj$ si' 
podstawowym przedmiotem zainteresowania, za# w rozumowaniach wolno 
odwo ywa& si' jedynie do tych w asno#ci, które zosta y za o%one z jawny 
sposób (lub s$ wnioskami z za o%e) i aksjomatów)  (BERNAYS 1967, 497).   

W takim duchu uprawia geometri' Hilbert. W Grundlagen nie zajmuje si' 
problemem, czym tak naprawd' jest punkt, prosta, p aszczyzna etc. – prowa-
dzi bowiem badania w duchu aksjomatycznym (i – mo%na powiedzie& – 
metamatematycznym). Charakterystyczne dla tego podej#cia jest uznanie, %e 
to dopiero aksjomaty definiuj$ znaczenia terminów. Nie ma wi'c sensu pyta& 
o to, jaka jest istota obiektów geometrycznych, z a n i m  zostan$ podane opi-
suj$ce je aksjomaty. Mo%na powiedzie&, %e w miejsce poj'cia prawdy geo-
metrycznej, opisuj$cej pewne obiektywne zale%no#ci przestrzenne pojawia 
si' poj'cie prawdy w danym systemie spe niaj$cym aksjomaty. Zale%no#ci 
 

1 Znamy to ze szko y: sprawdzenie pewnego faktu geometrycznego za pomoc$ technik geo-
metrii analitycznej mo%e si' w ogóle nie wi$za& z faktem, %e potrafimy sobie t' geometryczn$ 
sytuacj' przedstawi&. Z kolei korzystanie z tradycyjnych technik geometrycznych wymaga naj-
cz'#ciej przedstawienia sobie tej sytuacji i zrozumienia jej geometrycznych aspektów. Ten przy-
k ad mo%na uzna& za ilustracj' ró%nicy mi'dzy czysto formalnym a tre#ciowym konstruowaniem 
dowodów matematycznych.  

2 W jednej z rozmów Hilbert mia  powiedzie&, %e przy prawid owej aksjomatyzacji geometrii 
powinni#my by& w stanie zamiast o punktach, prostych i p aszczyznach, mówi& o sto ach, krze-
s ach i kuflach piwa (por. SHAPIRO 1996, 156). 
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logiczne mi'dzy zdaniami geometrii zaczynaj$ by& badane w oderwaniu od 
ich zamierzonej interpretacji, jako zjawiska metamatematyczne – czy dane 
zdanie   jest prawdziwe w tych dziedzinach przedmiotowych3, w których 
prawdziwe s$ inne zdania !1,...!n. Nie stawiamy przy tym %adnych ograni-
cze) dotycz$cych natury tych dziedzin (nie musz$ wi'c one bynajmniej sk a-
da& si' z tego, co intuicyjnie okre#liliby#my jako struktury geometryczne). 
Geometria przestaje by& bowiem nauk$ o przestrzeni fizycznej, staj$c si' 
nauk$ dotycz$c$ dowolnych dziedzin, w których prawdziwe s$ stosowne ak-
sjomaty. Nawet je#li te aksjomaty s$ motywowane pewnymi intuicjami, to 
intuicyjne rozumienie terminów geometrycznych nie jest konieczne do do-
wodzenia twierdze) (cho& oczywi#cie mo%e by& – heurystycznie – pomocne). 
Dzi# takie uj'cie jest dla nas oczywiste, za# teoria modeli – w której podsta-
wowym przedmiotem bada) jest w a#nie zale%no#& mi'dzy zdaniami pew-
nego j'zyka formalnego, a ró%nego typu modelami dla tych zda) – jest pod-
stawowym dzia em (meta)matematyki. Jednak%e prace Hilberta pojawi y si' 
w okre#lonym kontek#cie historycznym i mo%na uzna& je za prze omowe. 

Ten sposób patrzenia na to, jak uprawia& matematyk', ma istotne znacze-
nie z punktu widzenia problemu uzasadniania w matematyce. Rygorystyczne 
dowody Hilberta nie opieraj$ si' oczywi#cie na intuicji o charakterze geo-
metrycznym. Nie ma tu ju% #ladu „jasnego i wyra(nego widzenia” Kartezju-
sza (ani kantowskiej kategorii czasu i przestrzeni), twierdzenia geometrii nie 
s$ uzasadniane przez intuicyjny wgl$d, ale s$ dowodzone w sposób for-
malny, w oderwaniu od ich interpretacji. Geometria w takim uj'ciu nie ma 
ju% ambicji ujmowania prawd o #wiecie – celem staje si' raczej ustalenie 
metamatematycznych zale%no#ci mi'dzy zdaniami geometrii. Same za# do-
wody nabieraj$ czysto formalnego charakteru, w których intuicyjne elementy 
s$ zredukowane do minimum4. 

 
 

2. POLEMIKA HILBERT–FREGE 

 
Zdaniem Hilberta sens terminów geometrycznych mo%e by& zadany do-

piero przez aksjomaty. To one precyzuj$ sens poj'& takich jak np. „punkt”, 
 

3 Dzi# powiedzieliby#my: modelach. 
4 Nale%y pami'ta&, %e Hilbert mówi o pewnej formie intuicji, ale nie chodzi oczywi#cie o in-

tuicj' przestrzeni w stylu Kanta czy intuicj' umo%liwiaj$c$ kartezja)skie jasne i wyra(ne widze-
nie prawd dotycz$cych substancji rozci$g ej. 
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„prosta”, „p aszczyzna” etc. Aksjomaty pozwalaj$ wi'c na wprowadzenie 
nowych terminów do matematyki w sposób niezale%ny od ich intuicyjnego 
rozumienia. 

Takiemu uj'ciu w zdecydowany sposób przeciwstawia si' Frege. Jego zda-
niem to definicje powinny wyja#nia& znaczenia u%ywanych terminów, zada-
niem aksjomatów za# jest wyra%anie p r a w d. Wed ug Fregego definicje 
przez postulaty nie wywi$zuj$ si' z %adnego z tych zada). Nie mo%na ich 
uzna& ani za prawdziwe definicje, ani za aksjomaty. Aksjomaty (oraz twier-
dzenia) nie powinny bowiem zawiera& %adnych terminów, których sens nie 
by by znany ju% uprzednio. Natomiast zdaniem Hilberta definicja przez po-
stulaty ma jednocze#nie definiowa& terminy i ujmowa& prawdy na ich temat. 
Hilbert twierdzi bowiem, %e nie ma sensu poszukiwanie znacze) terminów 
geometrycznych uprzednich w stosunku do zasad (czyli aksjomatów) opisu-
j$cych podstawowe zale%no#ci mi'dzy obiektami geometrycznymi (czyli – 
w uj'ciu Hilberta – dowolnymi obiektami spe niaj$cymi pewne zale%no#ci). 
W takim uj'ciu nie ma w ogóle innego sposobu ustalenia znaczenia terminu 
ni% poprzez wskazanie, jaka jest jego relacja do innych terminów. Natomiast 
natura obiektów, do których odnosz$ si' aksjomaty, nie jest ustalona – i nie 
jest to w badaniach matematycznych konieczne5. W jednym z listów do Fre-
gego pisa , %e teoria matematyczna stanowi pewnego rodzaju budowl' (rusz-
towanie), w którym mamy podstawowe poj'cia wraz z relacjami mi'dzy 
nimi (por. SHAPIRO 1996, 162). Taki sposób my#lenia jest oczywi#cie istot-
nie ró%ny od uj'cia „tre#ciowego”, w my#l którego mamy dost'p poznawczy 
do zamierzonego przedmiotu bada) geometrycznych (np. do przestrzeni fi-
zycznej). Frege uwa%a , %e geometria ma pewien przedmiot bada), którym 
jest przestrze), Hilbert za# bada  logiczne konsekwencje aksjomatów, które 
uwa%a  za uwik ane definicje poj'& geometrycznych. Dopuszcza  wprowa-
dzanie poj'& w sposób czysto aksjomatyczny, bez uwzgl'dniania ich ewen-
tualnej interpretacji. Nadanie interpretacji nie jest konieczne do pos ugiwa-
nia si' fragmentem j'zyka. A zatem pewne fragmenty j'zyka matematycz-
nego mog$ odgrywa& wa%n$ rol' w rozumowaniach matematycznych, po-
mimo %e nie zosta y wprowadzone na kanwie rozwa%a) tre#ciowych, wywo-
dz$cych si' z jakiej# formy matematycznej intuicji, ale poniewa% spe niaj$ 
pewne warunki formalne. Nie jest konieczne %adne preteoretyczne, intui-
 

5 Shapiro zauwa%a, %e jest to punkt widzenia bliski pogl$dom wspó czesnych strukturalistów, 
których zdaniem nie mo%na mówi& o w asno#ciach wewn'trznych obiektów matematycznych, 
a jedynie o ich relacji do innych obiektów z danej struktury matematycznej (SHAPIRO 2005).  
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cyjne rozumienie tych poj'&, aby wolno nam by o si' nimi pos ugiwa&. Jedy-
nym kryterium jest tu niesprzeczno#& postulatów charakteryzuj$cych sens 
poj'& – poza tym swoboda matematyka nie jest niczym skr'powana. Dopu-
szczalne jest wi'c wprowadzenie na drodze aksjomatycznej nowych poj'& 
(i postulatów charakteryzuj$cych te poj'cia), je#li tylko w ten sposób do sys-
temu nie zostanie wprowadzona sprzeczno#&. 

 
 

3. STANOWISKO FREGEGO WOBEC FORMALIZMU 
 
Polemika Hilberta z Fregem toczy a si' w okre#lonej sytuacji historycz-

nej. Formalistyczne stanowisko Hilberta nie pojawia si' przecie% w pró%ni. 
Oprócz wa%nych z punktu widzenia rozwoju geometrii prac Pascha warto 
wspomnie& o takich radykalnych formalistach jak np. Heine czy Thomae. 
Heine okre#la  siebie jako zwolennika czysto formalnego punktu widzenia 
(rein formalen Standpunkt), w ramach którego traktowa  liczby jako pewne-
go rodzaju empirycznie uchwytne znaki – co pozwala o na uchylenie wszel-
kich metafizycznych problemów zwi$zanych z istnieniem tych liczb. Zda-
niem Heinego, g ówny nacisk nale%y wi'c po o%y& na operacje oblicze-
niowe, „za# dla liczb musz$ zosta& ustalone w taki sposób, aby stanowi y 
podstaw' dla definicji takich operacji” (HEINE 1872, 173, cyt. za: DETLEF-
SEN 2005, 300). Heine wychodzi od motywacji epistemologicznych; jego 
zdaniem w uj'ciu formalistycznym problem wiedzy matematycznej staje si' 
 atwy do rozwi$zania (skoro wiedza ta dotyczy tylko operacji formalnych na 
symbolach). Podobny punkt widzenia reprezentowa  Thomae, który za wiel-
k$ korzy#& formalistycznego punktu widzenia uwa%a  mo%liwo#& odrzucenia 
wszelkich trudno#ci metafizycznych (THOMAE 1898, 3).  

Frege zdecydowanie odrzuca taki punkt widzenia, w my#l którego dzia-
 alno#& matematyczna polega na manipulowaniu symbolami pozbawionymi 
znaczenia. Jego krytyka stosuje si' zarówno do pogl$dów Heinego czy Thomae, 
ale te% Hilberta. W FREGE 1903, § 88 cytowane s$ uwagi Thomae, w których 
ten mówi o „szachowym” modelu uprawiania matematyki, w my#l którego 
matematyka to gra symboli zgodnie z pewnymi regu ami: „Formalna kon-
cepcja liczb [...] nie zadaje pyta), czym s$ liczby [...] ale raczej jakie wa-
runki na nie nak adamy w arytmetyce. Dla formalisty, arytmetyka jest gr$ 
znaków, które mo%emy okre#li& jako puste. Oznacza to, %e nie maj$ one in-
nej tre#ci (w trakcie tej obliczeniowej gry), ni% jest im przypisana poprzez 
ich zachowania zgodnie z pewnymi regu ami ich zestawiania (regu ami gry). 
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Gracz w szachy w podobny sposób u%ywa figur; przypisuje im pewne w as-
no#ci ustalaj$ce ich w asno#ci w trakcie gry. [...] Oczywi#cie, jest wa%na 
ró%nica mi'dzy arytmetyk$ i szachami. Regu y gry w szachy s$ dowolne, re-
gu y arytmetyki [...] pozwalaj$ na wzbogacenie naszej wiedzy o #wiecie” 
(THOMAE 1898, § 1-11; cyt. za: SHAPIRO 2000, 147). 

Frege zdecydowanie przeciwstawia si' takiemu punktowi widzenia, jego 
argumentacj' za# mo%na przedstawi& w nast'puj$cy sposób: je#li uznamy, %e 
faktycznie wyra%enia arytmetyczne s$ pozbawione pozaj'zykowego odnie-
sienia, tym samym musimy uzna&, %e stwierdzenia arytmetyczne nie mog$ 
wyra%a& %adnych tre#ci. Jednak%e wówczas arytmetyka nie mo%e by& nigdzie 
zastosowana – i tym samym nie mo%na uzna& jej za nauk'. Tak w a#nie jest 
w przypadku szachów: nie stanowi$ one nauki, bo nie wyra%aj$ my#li. Nie 
mo%na „wiedzy szachowej” zastosowa& do innych dziedzin. Inaczej jednak 
jest w przypadku arytmetyki: zdania arytmetyczne wyra%aj$ my#li, nie s$ je-
dynie zbiorami symboli, które przekszta camy zgodnie z jakimi# arbitralny-
mi regu ami. „To stosowalno#& podnosi arytmetyk' do rangi nauki” (FREGE 
1903, § 91).  

 Z punktu widzenia tego artyku u wa%niejszy od problemu stosowalno#ci 
jest problem statusu, jaki formalista przypisuje rozumowaniom matematycz-
nym. W my#l stanowiska formalizmu rozumowania matematyczne mog$ 
mie& charakter czysto symboliczny, natomiast ich (ewentualna, ale nieko-
nieczna) interpretacja stanowi akt zewn'trzny w stosunku do samych bada) 
matematycznych, a mimo to rozumowania prowadzone z u%yciem pozbawio-
nego interpretacji j'zyka maj$ walor poznawczy6. Jednak%e, zdaniem Fre-
gego, rozumowania nie mog$ mie& czysto symbolicznego charakteru. Winny 
by& wi'c oparte na przes ankach, które s$ czym# wi'cej ni% tylko zbiorami 
niezinterpretowanych symboli (którymi manipulujemy zgodnie z pewnymi 
regu ami). Rozumowania maj$ wi'c – w gruncie rzeczy – charakter tre#-
ciowy, a nie li tylko czysto formalny: „[W]nioskowanie nie sk ada si' z sym-
boli. Mo%emy jedynie powiedzie&, %e przej#cie od jednej grupy symboli do 
drugiej mo%e sprawia& wra%enie, jak gdyby dane nam by o pewne wniosko-
wanie. Jednak wnioskowania nie przynale%$ po prostu do królestwa znaków; 
stanowi$ raczej uzasadnienie s$du oparte o pewne prawa logiki w oparciu 
o pewne uprzednio zaakceptowane przes anki. Ka%da z tych przes anek wy-
 

6 Por. uwagi Peacocka, dotycz$ce interpretowania poj'& matematycznych po sko)czonym 
rozumowaniu, i abstrahowaniu od nich w trakcie samego rozumowania. Pogl$d taki mo%na od-
nale(& ju% u Berkeleya. 
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ra%a okre#lon$ my#l uznan$ za prawdziw$, za# wniosek polega na tym, %e 
pewna okre#lona my#l zostanie uznana za prawdziw$ [...] Czym jest wnios-
kowanie formalne? Mo%emy powiedzie&, %e w pewnym sensie ka%de wnios-
kowanie jest formalne gdy% odbywa si' zgodnie z pewnymi ogólnymi pra-
wami wnioskowania; w innym sensie ka%de wnioskowanie jest nieformalne, 
gdy% zarówno przes anki, jak i wniosek maj$ pewn$ my#low$ tre#&, których 
po $czenie ujawnia si' tylko w tym wnioskowaniu” (FREGE 1906, 387; cyt. 
za: DETLEFSEN 2005, 302).  

Zdaniem Fregego pseudoaksjomaty nie wyra%aj$ my#li, wi'c nie mog$ 
zosta& uznane za przes anki. Przes ankami mog$ by& bowiem jedynie pewne 
my#li wyra%ane przez te symbole. Jednak%e je#li s$ to pseudoaksjomaty, to 
nie mo%emy mówi& o %adnych my#lach, a wi'c tak%e o %adnych przes ankach 
(FREGE 1906, 390). Nic wi'c dziwnego, %e Frege sprzeciwia  si' Hilbertow-
skiemu uj'ciu definicji przez postulaty. Zdaniem Fregego bowiem wprowa-
dzane poj'cie musi mie& pewn$, dan$ ju% uprzednio tre#&.  

 
 

4. PROGRAM HILBERTA 
 
Hilbert jest niew$tpliwie najbardziej znanym przedstawicielem formali-

zmu matematycznego – do tego stopnia, %e niektórzy wr'cz uto%samiaj$ sta-
nowisko formalizmu ze stanowiskiem Hilberta7. Faktycznie, nie ulega w$t-
pliwo#ci, %e Hilbert nada  stanowisku formalistycznemu najbardziej dojrza $ 
posta& – zarówno od strony ideowej, jak i od strony technicznej. Jednak%e 
pogl$dy Hilberta dotycz$ce matematyki formowa y si' w okre#lonym kon-
tek#cie historycznym – bujnie rozwija a si' sama matematyka, powstawa y 
abstrakcyjne jej dzia y (algebra czy teoria mnogo#ci), tworzy y si' zr'by 
wspó czesnej logiki. Jednocze#nie toczy a si' o%ywiona dyskusja dotycz$ca 
podstaw matematyki i statusu matematycznych rozumowa). Wa%nym impul-
 

7 Nieco przejaskrawiaj$c, mo%na powiedzie& %e encyklopedyczne has o „formalizm” cz'sto 
rozpoczyna si' od s ów: „Formalizm: kierunek w filozofii matematyki stworzony przez Hil-
berta...”. Oczywi#cie Hilbert nada  programowi formalistycznemu dojrza $ posta&, mo%na powie-
dzie&, %e w jawny sposób og osi  manifest za o%ycielski stanowiska formalistycznego jako pro-
gramu w podstawach matematyki. By oby jednak uproszczeniem historycznym s$dzi&, %e dopiero 
od czasów Hilberta w matematyce pojawi  si' taki sposób my#lenia o matematyce. Celem tej 
uwagi nie jest oczywi#cie krytyka hase  encyklopedycznych – maj$ one bowiem zawsze swoj$ 
specyfik' i opieraj$ si' na uproszczeniach – ale zwrócenie uwagi na to, %e pogl$dy Hilberta sta-
nowi$ kulminacj' pewnego procesu historycznego, który rozpocz$  si' wcze#niej. 
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sem dla rozwoju wspó czesnej matematyki by o stworzenie przez Cantora 
teorii mnogo#ci8. Teoria mnogo#ci jest teori$ bogat$, opart$ na silnych za o-
%eniach dotycz$cych istnienia ca ej hierarchii zbiorów niesko)czonych. Ta 
si a i ogólno#& teorii mnogo#ci pozwoli a jej sta& si' teori$ podstawow$ dla 
ca ej matematyki9. Nie mo%na jednak powiedzie&, %e teoria mnogo#ci zosta a 
powitana przez spo eczno#& matematyków z otwartymi ramionami. Na prze-
 omie XIX i XX wieku toczy y si' dyskusje dotycz$ce tego, jakie metody 
dowodowe s$ w matematyce dopuszczalne i gdzie s$ w a#ciwie granice 
matematyczno#ci. Pojawia y si' g osy postuluj$ce arytmetyzacj' ca ej mate-
matyki, czyli ugruntowanie wszystkich dyscyplin matematycznych na aryt-
metyce10. Teoria mnogo#ci, ze swymi silnymi i wysoce abstrakcyjnymi za-
 o%eniami, wykracza a poza akceptowane wówczas ramy uprawiania mate-
matyki11. Taka rewolucja poj'ciowa prowadzi a do konieczno#ci wyja#nienia 
wielu kwestii, dotycz$cych problemów technicznych oraz metodologicznych 
i filozoficznych, co prowadzi o do powstawania ró%nych propozycji dotycz$-
cych wyja#nienia tych trudno#ci12. Dyskusja toczy a si' np. wokó  pewnika 
wyboru, aksjomatu kontrowersyjnego ze wzgl'du na swój wysoce niekon-
struktywny charakter13. Problem, w jaki sposób uprawomocni& metody mate-
 

 8 Niekiedy Cantora okre#la si' wr'cz mianem „ojca wspó czesnej matematyki”. Niezale%nie 
od tego, czy faktycznie rola Cantora by a a% tak znacz$ca, nie ulega w$tpliwo#ci, %e powstanie 
teorii mnogo#ci otworzy o przed matematyk$ nowe perspektywy. 

 9 Mam tutaj na my#li fakt, %e mo%liwa jest poj'ciowa redukcja praktycznie ca ej matematyki 
do teorii mnogo#ci, co nie znaczy wcale, %e wi'kszo#& matematyków uprawia matematyk' w ten 
sposób.  

10 Pogl$dy tego typu reprezentowali np. Abel, Euler, Lagrange, Gauss, Dirichlet, Kronecker 
czy Poincaré (por. SIEG 1984).  

11 Warto pami'ta& o tym, %e Cantor si'ga  tak%e do inspiracji o charakterze filozoficznym, po-
j'ciu niesko)czono#ci aktualnej za# nadawa  interpretacje teologiczn$. To równie% musia o bu-
dzi& opór w #rodowisku matematyków. (Opis religijnych motywacji Cantora mo%na znale(& w 
pracach: MURAWSKI 1984, PURKERT 1989.)  

12 Trudno#ci te dotycz$ np. przyj'cia istnienia aktualnej niesko)czono#ci, pewnika wyboru 
(jako niekonstruktywnego postulatu o charakterze egzystencjalnym), uznanie istnienia zbiorów 
pot'gowych (czyli operacji zbioru pot'gowego jako operacji tworzenia nowych obiektów mate-
matycznych) i ogólniejszego problemu redukcji poj'& matematycznych do poj'& teorii mnogo#ci.  

13 Niebawem jednak okaza o si', %e pewnik wyboru umo%liwia uzyskanie wielu wa%nych 
i ciekawych wyników. Nie wnikaj$c w szczegó y, bez niego nie da oby si' udowodni& szeregu 
wa%nych twierdze) matematycznych, jak np. lemat Kuratowskiego-Zorna, który jest wykorzy-
stywany w wielu dzia ach matematyki. Zermelo pisa  wi'c, i% „[T]en aksjomat [...] by  u%ywany 
z powodzeniem w najró%niejszych cz'#ciach matematyki [...] Tak obszerne u%ycie tego aksjo-
matu mo%e by& wyja#nione jedynie poprzez jego oczywisto#& [...] stanowi on z pewno#ci$ ko-
nieczne (ród o zasad matematycznych” (ZERMELO 1908, 187). 
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matyki klasycznej pozostawa  otwarty, za# program Hilberta stanowi prób' 
rozwi$zania tego zagadnienia.  

Hilbert sta  na stanowisko, %e droga do wyja#nienia pojawiaj$cych si' 
trudno#ci nie mo%e prowadzi& poprzez eliminacj' spornej, budz$cej kontro-
wersj' cz'#ci matematyki14. Zdaniem Hilberta w a#ciw$ drog$ by o nie od-
rzucenie tych nowych metod dowodowych, ale poszukiwanie dla nich upra-
womocnienia: „Gdzie tylko s$ jakie# widoki powodzenia, tam chcemy do-
k adnie bada& owocne definicje i metody dedukcji. Chcemy je piel'gnowa&, 
wzmocni& i czyni& u%ytecznymi. Z raju, który stworzy  nam Cantor, nikomu 
nie wolno nas wyp'dzi&. [...] Musimy ustanowi& w matematyce tak$ sam$ 
pewno#& wnioskowa) jaka ma miejsce w elementarnej teorii liczb, gdzie nikt 
nie ma %adnych w$tpliwo#ci, i gdzie paradoksy i sprzeczno#ci powstaj$ jedy-
nie przez nasz$ nieuwag'” (HILBERT 1926, 170). 

Teori' mnogo#ci Hilbert okre#la jako „najwspanialszy owoc matematycz-
nego ducha i w ogóle jedno z najwy%szych osi$gni'& rozumu ludzkiego” 
(HILBERT 1926, 167). Aby jednak móc korzysta& z czystym sumieniem z ca-
 ej si y jej technik, konieczne jest wyja#nienie, jak$ rol' w matematyce od-
grywa poj'cie niesko)czono#ci (i uprawomocnienie u%ycia tego poj'cia 
w matematyce). Niesko)czono#& (aktualna) nie ma przecie% odpowiednika 
w #wiecie fizycznym, cho& jest jednym z najwa%niejszych poj'& matema-
tycznych (HILBERT 1926, 190). Wyja#nienie tego zagadnienia jest wa%ne dla 
matematyki; Hilbert twierdzi nawet, %e stanowi to problem poznawczy o pod-
stawowym charakterze, wykraczaj$cym poza sam$ matematyk'15.  

Kluczem do osi$gni'cia tego celu mia o by& wykorzystanie metody aksjo-
matycznej i osi$gni'& logiki formalnej. O tym, jaka jest epistemologiczna 
podstawa naszego my#lenia matematycznego, mówi nast'puj$cy fragment: 
„Ju% [Kant] uczy , [...], %e matematyka posiada tre#& pewn$ i niezale%n$ od 
 

14 Na przyk ad Brouwer postulowa  odrzucenie niektórych za o%e), na których opiera si' kla-
syczna matematyka (chodzi o odrzucenie prawa wy $czonego #rodka). Jednak%e tego typu propo-
zycje prowadzi yby do os abienia matematyki i do jej okaleczenia. Hilbert przeciwstawia  si' 
wi'c takiemu sposobowi my#lenia: „To, co robi  Weyl i Brouwer, to nic innego, jak pój#cie 
w #lady Kroneckera! Próbuj$ oni uratowa& matematyk' wyrzucaj$c z niej wszystko, co sprawia 
k opot. [...] Je#li zgodzimy si' na takie propozycje, to ryzykujemy utrat' wielu najwi'kszych na-
szych skarbów” (cyt. za: MURAWSKI 1993). Warto tu tak%e przytoczy& uwag' Hilberta dotycz$c$ 
Brouwera: „Brouwer nie dokonuje – jak s$dzi Weyl – rewolucji; jest to jedynie powtórka próby 
puczu” (cyt. za: SMORYNSKI 1977, 823). 

15 „Definitywne wyja#nienie natury niesko)czono#ci sta o si' konieczno#ci$ nie tylko ze 
wzgl'du na specjalne znaczenie tej kwestii dla tej czy innej nauki, ale tak%e dla uczczenia samego 
umys u ludzkiego” (HILBERT 1926, 163; cyt. za: MURAWSKI 1993). 
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jakiejkolwiek logiki i %e w zwi$zku z tym nigdy nie mo%e zosta& ugrunto-
wana w oparciu o sam$ tylko logik'. Dlatego te% próby Fregego i Dedekinda 
nie doprowadzi y do niczego. Jako warunek wst'pny stosowania wniosko-
wa) logicznych i wykonywania operacji logicznych dane jest ju% co# 
w przedstawieniu (in der Vorstellung): [mianowicie] pewne pozalogiczne 
konkretne obiekty, które jawi$ si' jako do#wiadczane bezpo#rednio przed 
wszelkim my#leniem. [...] W szczególno#ci w matematyce przedmiotem na-
szych rozwa%a) s$ konkretne znaki, których kszta t, [...] jest bezpo#rednio 
jasny i rozpoznawalny” (HILBERT 1926, 170-171; t . za: MURAWSKI 1986). 

Punktem wyj#cia jest wi'c pewnego typu intuicja, cho& nie jest to intuicja 
Kanta czy Kartezjusza. Ta „konkretna intuicja” umo%liwia dost'p poznawczy 
do ci$gów symboli i operacji na tych symbolach. To stanowi niejako kamie) 
w'gielny teorii dowodu, która – zdaniem Hilberta – mia a pos u%y& jako 
ugruntowanie ca ej matematyki i stanowi& mia a rdze) programu Hilberta16. 

W programie Hilberta mo%na (oczywi#cie w pewnym uproszczeniu) wy-
ró%ni& trzy etapy17: 

 (1) W pierwszym z tych etapów wskazany zostanie pewien fragment 
matematyki, który mo%na uzna& za ugruntowany finitystycznie. Musi by& on 
na tyle obszerny, aby da o si' w nim opisa& (sformalizowa&) operacje na 
sko)czonych ci$gach znaków.  

(2) Drugi krok polega na sformalizowaniu matematyki w jednym syste-
mie formalnym. Formu y w tym systemie maj$ by& sko)czonymi ci$gami 
symboli, mo%liwy wi'c b'dzie ich opis za pomoc$ metod finitystycznych 
(które zosta y scharakteryzowane w pierwszym etapie). 

(3) Trzeci etap pracy ma polega& w a#nie na udowodnieniu niesprzeczno-
#ci tego systemu formalnego za pomoc$ niekontrowersyjnych metod finity-
stycznych.  

Program Hilberta jest utrzymany w duchu swoistego poznawczego opty-
mizmu. W jednej ze swoich prac Hilbert wyra%a przekonanie, %e ka%dy dob-
rze postawiony problem matematyczny mo%e by& rozwi$zany – zgodnie z jego 
s ynnym powiedzeniem, w matematyce nie ma %adnego ignorabimus. Przeko-
nanie Hilberta mo%na uzna& za swoist$ reakcj' na pesymistyczne tezy doty-
cz$ce niejako wbudowanych w nasze my#lenie (w szczególno#ci naukowe) 
 

16 Jest to uj'cie zdecydowanie ró%ne np. od pogl$dów Gödla, który podkre#la  znaczenie swo-
istej nieredukowalnej, semantycznej intuicji dotycz$cej poj'& matematycznych, a nie jedynie ope-
racji na symbolach.  

17 Opis mo%na znale(& np. w SIMPSON 1988. 
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ogranicze) poznawczych. Taki pogl$d, dotycz$cy istnienia takich ogranicze) 
w odniesieniu do naszej wiedzy na temat kontinuum wyra%a  np. du Bois-
-Reymond18. Optymistyczne przekonania Hilberta stoj$ w jawnej sprzeczno-
#ci z tezami tego typu19. Nale%y tutaj zauwa%y&, %e przez rozwi$zanie prob-
lemu matematycznego Hilbert rozumia  b$d( udzielenie konkretnej odpo-
wiedzi na zadane pytanie, b$d( w y k a z a n i e, %e taka odpowied( nie mo%e 
by& znaleziona20.  

Hilbert akceptowa  wizj' j'zyka matematyki, w my#l której pewne frag-
menty j'zyka matematycznego mog$ mie& istotne znaczenie poznawcze, 
mimo %e nie posiadaj$ interpretacji pozaj'zykowej. Podobnie jak Berkeley, 
Hilbert dopuszcza  w trakcie dowodzenia nowych twierdze) dokonywanie 
operacji znakami, przy której abstrahujemy od interpretacji tych znaków 
(czy ogólniej: od tre#ci u%ywanych poj'&).  

Przy wprowadzaniu poj'& matematycznych nie jest – zdaniem Hilberta – 
konieczne nadawanie im intuicyjnej, preteoretycznej interpretacji. W takim 
uj'ciu, elementy tre#ciowe, interpretacyjne w matematyce, we wnioskowa-
niach i w uzasadnieniach nowych matematycznych zasad i wyja#nieniach 
znaczenia nowych matematycznych poj'&, ust'puj$ miejsca regu om czysto 
formalnym. Oczywi#cie, taki zabieg musi mie& sens metodologiczny – ko-
 

18 W pracy MCCARTY 2004 autor przedstawia ten aspekt stanowiska Hilberta, kontrastuj$c go 
z pogl$dami Paula du Bois-Reymonda (wybitnego matematyka XIX wieku, autora wielu wa%nych 
osi$gni'& w dziedzinie równa) ró%niczkowych, rachunku wariacyjnego, analizy funkcjonalnej 
i topologii). Brat Paula, Emil du Bois-Reymond by  fizjologiem, który w 1872 r. sformu owa  
tez' ingorabimus: nauka obarczona jest wewn'trznymi ograniczeniami, pewne problemy nie 
zostan$ nigdy rozwi$zane. Paul du Bois-Reymond reprezentowa  podobne stanowisko w odnie-
sieniu do matematyki. By  przeciwnikiem arytmetyzacji matematyki i formalizmu (McCarty 
uwa%a go za bezpo#redniego poprzednika Brouwera). Zdaniem du Bois-Reymonda w matematyce 
mo%na wyró%ni& dwie podstawowe tradycje: idealistyczn$ i empirystyczn$, które prowadz$ do 
zasadniczo ró%nych sposobów uprawiania matematyki (stanowi$c zarazem odbicie fundamen-
talnego problemu wszelkiej filozofii, nie tylko filozofii matematyki). Nie jest mo%liwe podanie 
rozstrzygaj$cego argumentu na rzecz takiego lub innego sposobu patrzenia na matematyk'.  

19 Kant pisa  o dr'cz$cych ludzki umys  pytaniach, „których nie mo%e uchyli&, albowiem za-
daje mu je w asna jego natura, ale na które nie mo%e odpowiedzie&, albowiem przewy%szaj$ one 
wszelk$ jego mo%no#&” (KANT 1957, A vii, 7). Stanowisko Hilberta w odniesieniu do tego prob-
lemu ma wi'c zupe nie „niekantowski” charakter. 

20 U%ywaj$c dzisiejszej terminologii, mo%na powiedzie&, %e rozwi$zanie problemu mog o 
pojawi& si' b$d( na poziomie samej teorii, b$d( na metapoziomie. Detlefsen zauwa%a w tym 
kontek#cie, %e dopuszczenie jako rozwi$zania w a#nie takiej negatywnej odpowiedzi (mo%na po-
wiedzie& – metaodpowiedzi) rodzi pewne problemy metodologiczne: czy konieczne jest znalezie-
nie d o w o d u  braku odpowiedzi, czy te% chodzi jedynie o sformu owanie pewnego a r g u -
m e n t u ? W tym sensie nie do ko)ca jest jasne, gdzie le%y granica niewiedzy (DETLEFSEN 2005, 285). 
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nieczne jest wi'c zadbanie o dwa warunki: niesprzeczno#& systemu i owoc-
no#& takiego zabiegu. Je#li jednak te warunki b'd$ spe nione, to nic nie stoi 
na przeszkodzie, aby wprowadzi& dane poj'cie matematyczne. 

Taka wizja matematyki jest bardzo odleg a od „rozumiej$cej” czy „tre#-
ciowej” koncepcji dowodu (w stylu Kartezjusza). Specyficzna intuicja, 
umo%liwiaj$ca jasne i wyra(ne „chwytanie” poj'& matematycznych (oraz 
ujmowanie w intelektualnym ogl$dzie poszczególnych kroków matematycz-
nego rozumowania) ust'puje miejsca wizji, w której wnioskowanie o charak-
terze materialnym (tre#ciowym) zostaje zast$pione przez procedury o cha-
rakterze formalnym (HILBERT 1926). 

  
 

5. UWAGI KO*COWE 
 

Jako podsumowanie tych rozwa%a) dotycz$cych zmiany pogl$dów na 
natur' dowodu matematycznego i roli elementów intuicyjnych w dowodze-
niu twierdze), przytocz' opini' Hahna: Twierdzi  on, %e w zwi$zku z faktem 
i% intuicja okazywa a si' wielokrotnie bardzo zwodnicza (a oparcie si' na niej 
prowadzi o do akceptacji fa szywych twierdze)), wi'c w matematyce narasta  
sceptycyzm co do prawomocno#ci odwo ywania si' do intuicyjnych przeko-
na), pojawi o si' d$%enie do formalizacji matematyki i eliminacji elementów 
intuicyjnych z rozumowa) matematycznych. Poj'cia matematyczne mia y by& 
wprowadzane na drodze czysto logicznych definicji, za# dowody prowadzone 
za pomoc$ czysto logicznych #rodków (HAHN 1980, 93).  

Hahn formu uje swoje tezy w radykalny sposób, jednak nie ulega w$tpli-
wo#ci, %e faktycznie w matematyce nowo%ytnej dokona  si' proces odcho-
dzenia od intuicyjnego ujmowania matematyki na rzecz uj'cia, które mo%e-
my okre#li& jako formalistyczne21. Je#li prezentowane w pierwszej cz'#ci 
artyku u pogl$dy Kartezjusza i Berkeleya uznamy za charakterystyczne dla 
ró%nych sposobów my#lenia o matematyce, to niew$tpliwie wspó cze#nie 
dominuj$ pogl$dy w stylu Berkeleya. Nie %$damy ju% intuicyjnego wgl$du 
w ka%dy etap dowodu. Dowody matematyczne mog$ by& traktowane w spo-
sób czysto formalny, jako operacje symboliczne. Hilbert wyra(nie mówi  
o tym, i% nie mo%na %$da&, aby ka%da formu a (sama w sobie) by a interpre-
 

21 Chc' tutaj podkre#li&, %e mam na my#li aspekty metodologiczne. Nie stawiam tu oczywi-
#cie (jawnie fa szywej) tezy, %e w sporze o istnienie obiektów matematycznych powszechne jest 
stanowisko nominalistyczne. 
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towalna; natura dowodu matematycznego jest bowiem taka, %e nie jest ko-
nieczne opieranie si' na intuicji czy odwo ywaniu do znacze) formu  
w #rodku dowodu  (HILBERT 1928, 475). Mówi$c nieco %artobliwie, w miej-
sce „Widz'!” pojawia si' „Wysz o z oblicze)!”. W ramach nowej koncepcji 
matematyki w badaniach matematycznych abstrahuje si' od intuicyjnego 
znaczenia terminów oraz od ewentualnej interpretacji teorii, traktuj$c j$ czy-
sto hipotetycznie. W takim uj'ciu nie traktujemy ju% systemu aksjomatów 
jako zbioru zda), które odnosz$ si' do pewnego zamierzonego przedmiotu 
interpretacji, ale uwa%amy ten system za zbiór warunków opisuj$cych pewn$ 
struktur' relacyjn$ (której „natura” nie jest i nie mo%e by& uj'ta inaczej, jak 
w a#nie poprzez te aksjomaty) (BERNAYS 1967, 497). W odniesieniu np. do 
geometrii czysto logiczne rozumowania oparte na aksjomatach nie stanowi$ 
jedynie wsparcia dla opartych na intuicji badaniach figur przestrzennych, ale 
stanowi$ w a#ciwy sposób argumentacji i podstaw' do formu owania twier-
dze) na temat zjawisk geometrycznych.  

Nie nale%y jednak oczywi#cie s$dzi&, %e tak rozumiane stanowisko forma-
listyczne sprowadza matematyk' do gry symboli pozbawionej interpretacji. 
Ta gra symboli nie bierze si' oczywi#cie znik$d. Celem teorii dowodu ma 
by& w a#nie opisanie (uchwycenie) tego naszego procesu rozumienia, czyli 
stworzenie katalogu (protoko u) regu , na których opiera si' nasze my#lenie. 
„My#lenie, tak si' sk ada, przebiega równolegle do mówienia i pisania: two-
rzymy wypowiedzi i umieszczamy je jedn$ za drug$” (HILBERT 1928, 475). 
Hilbert podkre#la, %e regu y naszego my#lenia tworz$ system, który jeste#my 
w stanie odkry& i precyzyjnie opisa&22. Je#li wi'c nawet dowodzenie uzna& 
za swoist$ gr' symboli, to jest to gra prowadzona wedle regu , które ujmuj$ 
sposób naszego my#lenia – ma wi'c nie tylko znaczenie matematyczne, ale 
równie% filozoficzne. 

Ewolucja my#lenia matematycznego w stron' formalizmu nie polega wi'c 
bynajmniej na przyj'ciu nihilistycznych tez metafizycznych ani na ca kowi-
tym zanegowaniu roli intuicji w matematyce. Intuicyjny wgl$d nie stanowi 
nieodzownego elementu dowodzenia w matematyce; mo%liwe jest dowodze-
nie w duchu czysto formalnym. Intuicja jednak nie mo%e zosta& ca kowicie 
wyeliminowana z matematyki23.  
 

22 Nie ma tu wi'c oczywi#cie %adnego „matematycznego mistycyzmu”. My#lenie matema-
tyczne jest ujmowalne w precyzyjne regu y, mo%na powiedzie&, %e jest – w swobodnym sensie 
tego s owa – algorytmizowalne.  

23 Pewnego typu intuicyjne, preteoretyczne uj'cie podstawowych dla danej dziedziny prawd 
jest konieczne, aby w ogóle ta dyscyplina mog a zaistnie&. Aksjomatyzacja stanowi znacznie 
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 Poincaré stwierdzi  swego czasu, i% logika czasem rodzi potwory (POIN-
CARÉ 1952, 125). Mo%na powiedzie&, %e to algebraizacja i formalizacja mate-
matyki wprowadzi a takie w a#nie potwory na salony matematyczne. Werdykt 
intuicji utraci  znaczenie, sta a si' ona (co najwy%ej) pewnego rodzaju pomoc-
nicz$ zdolno#ci$. Intuicja przestaje by& r'kojmi$ prawdziwo#ci twierdze) na-
wet wtedy, gdy subiektywnie nie mamy absolutnie %adnych w$tpliwo#ci24. 
Obecnie raczej oskar%ymy intuicj' o to, %e jest b 'dna i zwodnicza, ni% sam$ 
matematyk' o to, %e jest uprawiana w niew a#ciwy sposób. Je#li pos u%ymy si' 
rozró%nieniem dowodów na dowody wymuszaj$ce zgod' na dan$ tez' i do-
wody o#wiecaj$ce umys , to swoistym novum, które przynosi nam stanowisko 
formalizmu jest w a#nie wprowadzenie kategorii dowodu wymuszaj$cego zgo-
d'. Cho& taki dowód nie musi by& rozumiany intuicyjnie, to jednak wzbogaca 
nasz$ wiedz' matematyczn$ i pe ni istotn$ rol' w budowaniu gmachu wiedzy 
matematycznej. Tak$ zmian' rozumienia poj'cia dowodu uwa%am za podsta-
wowy wk ad nowego, formalistycznego sposobu my#lenia o matematyce. 
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PART II 

S u m m a r y 

 In the second part I discuss Frege’s and Hilbert views on the nature of mathematical proof, in 
particular their discussion concerning the problem of implicit definitions. I also discuss Hilbert’s 
program and conclude with some remarks concerning the problem of the “decline of intuition” in 
the formalistic conception of mathematical proof. 
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