
ROCZNIKI  FILOZOFICZNE 
Tom  LV,   numer 2   –   2007 

KRZYSZTOF WÓJTOWICZ * 

DOWÓD MATEMATYCZNY Z PUNKTU WIDZENIA 
FORMALIZMU MATEMATYCZNEGO 

CZ !" I 

UWAGI WST PNE 

 
Niniejszy tekst stanowi pierwsz# cz$%& artyku u po%wi$conego ewolucji ro-

zumienia poj$cia dowodu matematycznego. Problem ten przestawiam w kon-
tek%cie rozwoju stanowiska formalizmu matematycznego, a wi$c w pewnym 
kontek%cie historycznym, jednak praca nie ma charakteru historycznego.  

 Analiza rozwoju stanowiska formalistycznego pozwoli na ukazanie pro-
cesu odchodzenia od pogl#du, w my%l którego matematyczna argumentacja 
winna opiera& si$ na intuicji, na rzecz pogl#du, zgodnie z którym ta argu-
mentacja mo'e mie& charakter czysto formalny (za% rola intuicji zostaje moc-
no zredukowana). Natomiast „produktem ubocznym” b$dzie te' wyja%nienie 
pewnych cz$sto spotykanych uproszcze( (wr$cz nieporozumie() zwi#zanych 
z uproszczonym rozumieniem stanowiska formalistycznego. Niekiedy bo-
wiem uto'samia si$ formalizm ze skrajn# jego wersj#, w my%l której mate-
matyka to gra niezinterpretowanych symboli, która odbywa si$ zgodnie 
z arbitralnie ustalonymi regu ami. Takie rozumienie formalizmu mo'e spra-
wia& wra'enie, 'e formalizm jest stanowiskiem filozoficznie ja owym i wr$cz 
absurdalnym. Tu chc$ wskaza& mniej skrajne jego warianty, które pozwalaj# 
na ukazanie ciekawych aspektów problemu dowodu matematycznego. 
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2. FORMALIZM W MATEMATYCE – UWAGI OGÓLNE 
 

Mówi#c o formalizmie matematycznym, b$d$ mia  na my%li pewien spo-
sób my%lenia o matematyce, pewn# wizj$ tego, czym matematyka jest i na 
czym polega jej uprawianie. Skorzystam z charakterystyki podanej przez De-
tlefsena, aby wskaza& najwa'niejsze punkty, niejako konstytutywne dla for-
malistycznego sposobu my%lenia o matematyce. Zdaniem Detlefsena wyró'-
nikiem formalizmu jest bowiem:  

1. Odrzucenie (do%& powszechnego do pewnego momentu w historii mate-
matyki) przekonania o tym, 'e to intuicja i wiedza geometryczna stanowi# 
fundament matematyki. 

2. Odrzucenie klasycznej koncepcji dowodu matematycznego i wiedzy 
matematycznej, któr# Detlefsen okre%la jako koncepcj$ genetyczn#. Zgodnie 
z t# koncepcj# uzyskujemy wiedz$ na temat przedmiotu bada(, gdy znamy 
przyczyn$ – w przypadku matematyki chodzi oby tutaj o przyczyn$ formaln#.  

3. Odrzucenie pogl#du, w my%l którego w trakcie dowodu konieczny jest 
– mówi#c metaforycznie – sta y ogl#d intelektualny przedmiotu, którego da-
ny dowód dotyczy. Uj$cie formalistyczne postuluje raczej abstrahowanie od 
intuicyjnego ogl#du i od problemu znaczenia. 

4. Uznanie, i' j$zyk pe ni w rozumowaniach matematycznych funkcj$ nie 
tylko reprezentacjonistyczn#, ale równie' instrumentalistyczn#. S u'y bowiem 
nie tylko do przekazywania my%li, ale równie' do dokonywania pewnych 
operacji, które nie musz# by& w pe ni zinterpretowane, a mimo to pozwalaj# 
na wzbogacanie naszej wiedzy matematycznej. 

5. Detlefsen wyró'nia równie' sk adow# kreatywistyczn#: matematyk ma 
pe n# swobod$ w tworzeniu narz$dzi, które b$d# pomocne w osi#ganiu jego 
celów poznawczych (tj. w rozwi#zywaniu problemów matematycznych)1. 
(DETLEFSEN 2005, 236-237).  

Powy'szych punktów nie b$d$ poddawa  osobnej, systematycznej anali-
zie, ale b$d$ je traktowa  jako punkty orientacyjne w prowadzonych dalej 

 

1 Ten warunek rozumiem w sposób nast$puj#cy: je%li mamy przekonanie, i' to intuicja uka-
zuje nam pewne obiektywne prawdy, to tym samym musimy zaakceptowa& daleko id#ce ograni-
czenia dotycz#ce tworzenia narz$dzi matematycznych – musz# by& one zgodne z naszymi prze-
konaniami dotycz#cymi rzeczywisto%ci matematycznej. Je%li jednak uwa'amy, 'e teorie mate-
matyczne s# konstruowane w sposób formalny, kwestia za% ich interpretacji (a ju' tym bardziej 
obiektywnej prawdziwo%ci) nie jest istotna, to wtedy nie podlegamy 'adnym ograniczeniom – z 
wyj#tkiem oczywi%cie ogranicze( o charakterze czysto metodologicznym.  
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rozwa'aniach. Podana wy'ej charakterystyka ma charakter raczej metodo-
logiczny ni' metafizyczny – tak rozumiane stanowisko formalizmu jest do 
pogodzenia z (przynajmniej s ab#) form# realizmu matematycznego. Nie 
b$d$ wi$c w artykule podejmowa  problemów ontologicznych, skupiaj#c si$ 
na zagadnieniach o charakterze metodologicznym.  

 Poniewa' w niniejszym artykule ograniczam si$ do czasów nowo'yt-
nych, wi$c naturalnym punktem wyj%cia – w kontek%cie problemu intuicji 
matematycznej – b$dzie stanowisko Kartezjusza. Jest ono charakterystyczne 
(a nawet wr$cz modelowe) dla „tre%ciowego” uj$cia rozumowa( matema-
tycznych (od którego stopniowo odchodzono w czasach nowo'ytnych).  
 
 

3. KARTEZJUSZ – INTUICJA JAKO )RÓD!O WIEDZY 
  

Dla podj$tego w niniejszym artykule problemu fundamentalne znaczenie 
ma przyj$te przez Kartezjusza kryterium prawdy, które stanowi kamie( 
w$gielny jego epistemologii. Podstaw# naszego poznania ma by& zdolno%& 
do intelektualnego ujmowania jako oczywistych pewnych prawd, które jawi# 
si$ nam w sposób wyra*ny i jasny. Mówi o tym pierwsza z podanych przez 
Kartezjusza czterech fundamentalnych dla naszego my%lenia zasad2. To kry-
terium znajduje oczywiste zastosowanie w matematyce: prawdy matema-
tyczne jawi# si$ nam w jasny i wyra*ny sposób, i to w a%nie stanowi gwa-
rancj$ ich prawdziwo%ci. 

)ród em wiedzy matematycznej (i w ogóle wiedzy) w uj$ciu Kartezjusza 
jest wi$c nasz rozum. Podstawowe czynno%ci naszego umys u, za pomoc# 
których mo'emy – bez ryzyka b $du – doj%& do poznania danej rzeczy, to 
intuicja i dedukcja. Intuicj$ Kartezjusz okre%la jako „nie zmienne %wiadec-
two zmys ów, lub zwodniczy s#d *le tworz#cej wyobra*ni, lecz tak  atwe 
i wyra*ne poj$cie umys u czystego i uwa'nego, 'e o tym, co poznajemy, 
zgo a ju' w#tpi& nie mo'emy, lub, co na jedno wychodzi, poj$cie niew#t-
pliwe umys u czystego i uwa'nego, 'e o tym, co poznajemy, zgo a ju' w#t-
pi& nie mo'emy” (DESCARTES 1958, 12). Intuicyjne poznawanie (które obej-
muje w szczególno%ci poznanie matematyczne) stanowi wi$c pewien czysto 
 

2 „Nie przyjmowa& nigdy 'adnej rzeczy za prawdziw#, zanim jej nie poznam z ca # oczywis-
to%ci# jako takiej: to znaczy unika& starannie po%piechu i uprzedze( i nie obejmowa& swoim s#-
dem niczego poza tym, co si$ przedstawia memu umys owi tak jasno i wyra*nie, i' nie mia bym 
'adnego powodu podania tego w w#tpliwo%&” (DESCARTES 2002, 17). 
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intelektualny akt. Mówi#c metaforycznie, jest to bezpo%rednie widzenie 
oczyma rozumu (Kartezjusz mówi, 'e poznanie to pochodzi „ze %wiat a 
samego rozumu”). 

Drug# podstawow# czynno%ci# naszego umys u jest dedukcja, dzi$ki której 
mo'na z konieczno%ci#, w sposób pewny wysnu& wniosek z rzeczy ju' wiado-
mych. Jednak'e dedukcja nie jest bynajmniej przeciwstawiana intuicji. Równie' 
w dedukcji mamy bowiem do czynienia z elementami intuicyjnego postrzega-
nia: do prowadzenia operacji dedukcyjnych konieczne jest mianowicie intu-
icyjne postrzeganie prawdziwo%ci dedukowanego w danym kroku twierdzenia 
(mo'na by te' powiedzie&: oczywisto%ci i prawomocno%ci danego kroku). Kar-
tezjusz pisze tu o ci#g ym ruchu my%li, w ramach którego w intuicyjny i wy-
ra*ny sposób ujmujemy poszczególne etapy (cz ony) rozumowania. Pisze wy-
ra*nie o tym, 'e podstawowe prawdy (pierwsze zasady) poznajemy przy po-
mocy intuicji, natomiast wnioski z tych zasad przy pomocy dedukcji  (DES-
CARTES 1958, 13-14).  

Dla Kartezjusza metoda matematyczna stanowi wzór racjonalnego pozna-
nia. Podkre%li& nale'y wyra*nie, 'e chodzi o metod$ „tre%ciow#”: za intui-
cyjnie oczywiste musz# by& uznane nie tylko podstawowe za o'enia, lecz 
równie' wszystkie kroki procesu dedukcyjnego musz# by& intuicyjnie uchwyt-
ne jako prawomocne3. Dowody matematyczne w uj$ciu Kartezjusza nie mo-
g# wi$c mie& charakteru czysto formalnego. Formalne, symboliczne operacje 
mog# co najwy'ej stanowi& wsparcie dla argumentacji opartej na intuicyjnym 
postrzeganiu pewnych prawd i prawomocno%ci pewnych kroków dowodowych. 
Fundament poznania matematycznego stanowi intuicyjny wgl#d w przedmiot 
analiz4. Ten postulat intuicyjnego, tre%ciowego ujmowania wszystkich eta-
pów rozumowania jest charakterystyczny dla pewnego sposobu my%lenia 
o dowodzie matematycznym – sposobu my%lenia odrzucanego przez zwolen-
ników (szeroko rozumianego) formalistycznego podej%cia do matematyki.  

Kartezjusz zwraca uwag$ nie tylko na wymóg, aby ka'dy krok naszego 
rozumowania by  postrzegany jako oczywisty5, ale te' na to, 'e powinni%my 

 

3 „Wszelako owa oczywisto%& i pewno%& intuicji wymagana jest nie tylko dla samych wypo-
wiedzi, ale tak'e dla jakichkolwiek rozumowa(” (DESCARTES 1958, 13). 

4 To racjonalne poznanie dotyczy nie tylko sfery prawd matematycznych, ale stanowi funda-
ment naszego poznania. Poznanie matematyczne ma zatem niejako wzorcowy charakter.  

5 „Je%li w szeregu rzeczy, b$d#cych przedmiotem badania, napotyka si$ co%, czego nasz 
umys  nie mo'e do%& dobrze uj#& intuicyjnie, nale'y przy tym zatrzyma& si$ i nie bada& rzeczy 
nast$pnych, ale powstrzymywa& si$ od daremnej pracy” (DESCARTES 1958, 36). 
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umie& uj#& struktur$ tego dowodu jako pewnej ca o%ci6. O tym warunku 
„globalnej ogarnialno%ci” (global surveyability) pisze Bassler (BASSLER 
2006). Analizuje tam problem, czy dowody matematyczne daj# si$ „ogarn#&” 
(analizuje m.in. dowód twierdzenia o czterech barwach), rozró'niaj#c „ogar-
nialno%& lokaln#” (oczywisto%& poszczególnych kroków) od globalnej (oczy-
wisto%& rozumowania jako ca o%ci, które intuicyjnie ujmujemy). Postulat 
globalnej ogarnialno%ci dowodów matematycznych przypisuje w a%nie Kar-
tezjuszowi7.  

Pogl#dy Kartezjusza stanowi# modelowy przyk ad tre%ciowego uj$cia do-
wodu matematycznego, od którego matematyka nowo'ytna zacznie ju' nie-
bawem odchodzi&. Kartezjusz w wyra*ny sposób sformu owa  za o'enia le-
'#ce u pod o'a takiego sposobu my%lenia. Warto pami$ta&, 'e Kartezjusz nie 
oddziela wiedzy matematycznej jako szczególnego, wyró'nionego fragmentu 
naszej wiedzy, który jest niezale'ny od np. wiedzy dotycz#cej %wiata fizycz-
nego. Nie ma wi$c rozró'nienia np. na empiryczn# wiedz$ dotycz#c# %wiata 
fizycznego oraz wiedz$ czysto racjonaln# (analityczn#, aprioryczn#) wiedz$ 
matematyczn#. Zauwa'my na przyk ad, 'e – zdaniem Kartezjusza – podsta-
wowe prawdy dotycz#ce rozci#g o%ci (jako kategorii charakteryzuj#cej sub-
stancj$ materialn#) s# poznawane na drodze rozumowej. Mo'na powiedzie&, 
'e prawdy geometrii dotycz# realnego %wiata (ale w innym sensie ni' pó*-
niej u Kanta). U Kartezjusza intuicyjne poznanie, „wgl#d” w prawdziwo%& 
dotyczy wi$c nie tylko samej matematyki, ale obejmuje znacznie szersz# 
sfer$. Mo'na powiedzie&, 'e podzia  na poznanie matematyczne i niemate-
matyczne nie jest ostry. Takie uj$cie pozwala rozwi#za& problem pogodzenia 
aprioryczno%ci matematyki z jej stosowalno%ci#. W uj$ciu Kartezjusza to 
rozwi#zanie mo'na sformu owa& nast$puj#co: aprioryczno%& matematyki nie 
budzi w#tpliwo%ci – prawdy matematyki poznajemy bowiem na mocy 
„%wiat a czystego rozumu”, które pozwala nam w jasny i wyra*ny sposób 

 

6 „Dlatego przebiegn$ je kilkakrotnie swego rodzaju ci#g ym ruchem wyobra*ni, która widzi 
od razu cz ony poszczególne w chwili, gdy do innych przechodzi, a' si$ naucz$ od pierwszego 
stosunku do ostatniego tak szybko przechodzi&, i' b$d$ móg  niemal zupe nie bez pomocy pa-
mi$ci obj#& jednym spojrzeniem ca o%&” (DESCARTES 1958, 31-32). „Dla uzupe nienia nauki na-
le'y wszystkie i poszczególne rzeczy, które odnosz# si$ do naszego celu, przegl#dn#& ci#g ym 
i nieprzerwanym ruchem my%li i obj#& je w dostatecznym i uporz#dkowanym wyliczeniu” 
(DESCARTES 1958, 31). 

7 Fallis (2003), analizuj#c problem luk w dowodach matematycznych, mówi o Cartesian 

story, w my%l której dowody s# takich luk pozbawione, matematyk za% jest w stanie uj#& wszyst-
kie kroki dowodowe. 
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postrzega& prawdziwo%& jej twierdze(. Natomiast fakt, 'e matematyka sto-
suje si$ do opisu %wiata, wynika st#d, 'e podstawowym atrybutem substancji 
cielesnej jest rozci#g o%&, kategoria rozci#g o%ci za% jest podstawowa dla na-
szego poznawania prawd geometrycznych8. Intuicja pozwala nam na dotarcie 
do podstawowych prawd matematycznych, ale równie' do podstawowych 
prawd metafizycznych (w szczególno%ci istnienia Boga, naszej ja*ni, %wiata 
zewn$trznego). Nasza wiedza matematyczna wpisana jest wi$c w naturalny 
sposób w ten ca y system przekona(. 

 
 

4. „LINGWISTYCZNY INSTRUMENTALIZM” BERKELEYA 
 
 Charakterystyczne dla stanowiska formalistycznego jest przyj$cie pew-

nego pogl#du dotycz#cego j$zyka (w szczególno%ci j$zyka matematycznego) 
– a mianowicie pogl#du, 'e j$zyk mo'e stanowi& narz$dzie poznania 
(w szczególno%ci poznania matematycznego), mimo 'e nie pe ni (a przynaj-
mniej nie w ca o%ci) funkcji deskryptywnej. W takim uj$ciu dopuszczalne 
jest czysto symboliczne, formalne u'ycie wyra'e( j$zykowych, nie powi#-
zane z ich w asno%ciami semantycznymi. Rola j$zyka jako narz$dzia po-
znawczego wykracza wi$c poza reprezentacj$ rzeczywisto%ci pozaj$zykowej, 
poza wyra'anie pewnych idei, poj$&; j$zyk mo'e funkcjonowa& równie' jako 
narz$dzie innego typu. Taki sposób my%lenia jest istotny z punktu widzenia 
matematycznego formalizmu – i taki sposób my%lenia odnajdujemy w kon-
cepcji Berkeleya. 

Koncepcja filozoficzna Berkeleya jest niebanalna i mo'e si$ jawi& wr$cz 
jako dziwna: krytyka poj$cia materii, zasada esse est percipi, po #czenie im-
materialistycznej, teistycznej metafizyki z naukowym instrumentalizmem – 
to sprawia na niektórych wra'enie swoistej filozoficznej ekstrawagancji. 
Jednak'e sam Berkeley utrzymywa , 'e jego filozofia oparta jest na pewnych 
czysto zdroworozs#dkowych analizach, a przy%wieca a jej idea usuni$cia 
pewnych nieporozumie(. To, 'e nie jeste%my w stanie tego faktu dostrzec, 
wynika st#d, 'e padamy ofiar# j$zykowych z udze( – w szczególno%ci dok-

 

8 Epistemologia matematyki jest wi$c ufundowana w ca o%ci na systemie Kartezjusza, 
w którym – w ostatecznym rozrachunku – nale'y oprze& si$ na zaufaniu do Boga, który nie jest 
zwodzicielem, i wyposa'y  nas w zdolno%ci poznawcze umo'liwiaj#ce nam poznanie %wiata. 
„Przyrodzone %wiat o rozumu” daje nam wi$c poznanie prawd matematycznych, ale zarazem daje 
nam wiedz$ o %wiecie fizycznym.  
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tryny dotycz#cej abstrakcyjnych idei ogólnych, która z kolei ma zwi#zek 
z naszym b $dnym rozumieniem roli j$zyka9. Berkeley – jako zdecydowany 
nominalista – odrzuca t$ doktryn$. Jego analizy maj# w znacznej cz$%ci cha-
rakter analiz semantycznych – w szczególno%ci jego zasad$ esse est percipi 
mo'na interpretowa& jako eksplikacj$ sensu terminu „istnienie”. Stanowisko 
Berkeleya jest podobne do neopozytywistycznego pogl#du, w my%l którego 
znaczeniem zdania jest metoda jego weryfikacji. Berkeley pyta bowiem o to, 
jak rozumie& nasze tezy dotycz#ce istnienia przedmiotów fizycznych, i odpo-
wiada, 'e mo'na je rozumie& tylko jako tezy dotycz#ce struktury dost$pnych 
nam danych zmys owych. Sens wypowiedzi o istnieniu jest wi$c dany po-
przez opisanie metody weryfikacji tych wypowiedzi, i nic wi$cej si$ za nimi 
nie kryje. W duchu (radykalnego) pozytywizmu jest te' utrzymane stanowi-
sko Berkeleya dotycz#ce statusu praw naukowych. U'ywane w fizyce ter-
miny (takie jak np. „grawitacja”) pojawiaj# si$ tam z powodu ekonomii my-
%lenia, dla wygody: pozwalaj# one skutecznie klasyfikowa& zjawiska i for-
mu owa& przewidywania dotycz#ce zachowania si$ cia . Nie nale'y jednak 
wyci#ga& st#d wniosku, 'e dotycz# one faktycznie istniej#cych przedmiotów 
czy te' realnie przys uguj#cych tym przedmiotom cech. To, 'e dana teoria 
naukowa sprawdza si$ w praktyce, nie znaczy bynajmniej, 'e mamy tu do 
czynienia ze zg $bieniem natury rzeczy, 'e oto nasz umys  w ten sposób 
osi#ga absolutn# prawd$10. Prawa fizyki dotycz# jedynie struktury naszych 
wra'e(, które s# w nas odciskane przez Boga w pewnym okre%lonym po-
rz#dku, który jednak bynajmniej nie ma koniecznego charakteru. Zdaniem 
Berkeleya bowiem, wiedza naukowa nie ma polega& na ukazywaniu takich 
ukrytych przyczyn, ale na odkryciu pewnych prawid owo%ci o charakterze 
ogólnym, które pozwol# nam na wyja%nienie poszczególnych zdarze( jako 
skutków tych ogólnych regu  (BERKELEY 2005/105, 66).  

Oczywi%cie Berkeley nie kwestionuje roli matematyki w nauce. Twierdzi 
jednak, 'e wiedza matematyczna ma charakter czysto instrumentalny i 'e jej 
warto%& polega w a%nie jedynie na u'yteczno%ci w nauce. Dociekania mate-
 

 9 „Potrzeba nam tylko odsun#& zas on$ s ów, aby posi#%& najdorodniejsze drzewo poznania, 
którego owoc jest wyborny i znajduje si$ w zasi$gu naszej r$ki” (BERKELEY 2005/24, 21). 

10 „Mechanik pos uguje si$ pewnymi abstrakcyjnymi i ogólnymi terminami, wyobra'aj#c so-
bie w cia ach si $, dzia anie, przyci#ganie [...], które dla teorii, formu , a tak'e oblicze( dotycz#-
cych ruchu s# wielce po'yteczne, chocia' na pró'no by ich szuka& w rzeczywisto%ci i w faktycz-
nie istniej#cych cia ach, podobnie jak na pró'no by szuka& tych rzeczy, które s# fikcjami stwo-
rzonymi przez geometrów na drodze matematycznej abstrakcji” (De motu, cyt. za: COPLESTON 
1997, 263). 
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matyczne nie dotycz# wi$c bynajmniej 'adnych fundamentalnych prawd, 
maj# charakter pomocniczy w stosunku do nauki. O czystej matematyce 
Berkeley wypowiada si$ w sposób radykalny, przypisuj#c im status zwyk-
 ych  amig ówek, które nie maj# 'adnego znaczenia z praktycznego punktu 
widzenia (BERKELEY 2005/119, 73). Jako dzia alno%& oderwana od zastoso-
wa( praktycznych matematyka nie ma wi$c 'adnej warto%ci11. Podobne sta-
nowisko zajmuje Berkeley w odniesieniu do geometrii – jest to wi$c stano-
wisko zdecydowanie ró'ne od stanowiska Kartezjusza, przekonanego o tym, 
'e badania geometryczne dostarczaj# nam wiedzy o naturze przestrzeni. Tak# 
tez$ Berkeley odrzuca, w szczególno%ci za absurdalne uwa'a twierdzenie 
o niesko(czonej podzielno%ci przestrzeni, uwa'aj#c rzekomo poznawane 
przez nas rozci#g o%ci za nasze w asne idee (BERKELEY 2005/124, 76). Roz-
ci#g o%& istnieje tylko w naszych wyobra'eniach. )ród em tego (i nie tylko 
tego) nieporozumienia jest doktryna dotycz#ca istnienia abstrakcyjnych idei 
ogólnych12. Odrzucenie tezy o tym, i' geometria opisuje faktycznie natur$ 
przestrzeni fizycznej, bynajmniej nie narusza jednak – zdaniem Berkeleya – 
podstaw geometrii. Berkeley jest bowiem instrumentalist# i warto%& nauki 
upatruje wy #cznie w jej u'yteczno%ci, twierdzi wi$c, 'e to, co ma zastoso-
wanie w praktyce, mo'emy uzna& za obowi#zuj#ce na gruncie przyj$tych 
przez nas zasad (BERKELEY 2005/131, 79).  

W takim uj$ciu matematyka nie ma oczywi%cie charakteru wiedzy obiek-
tywnej, nie dotyczy 'adnej obiektywnie istniej#cej rzeczywisto%ci. Twier-
dzenia o liczbach de facto nie dotycz# 'adnych bytów abstrakcyjnych, lecz 
nazw i znaków. Badamy je ze wzgl$du na to, 'e reprezentuj# przedmioty, 
które liczymy (BERKELEY 2005/122, 75). Teoretyczne, oderwane od zasto-
sowa( badania matematyczne s# wi$c zaj$ciem bezu'ytecznym, podobnym 
do czysto werbalnych sporów.  

Instrumentalistyczne stanowisko Berkeleya ma zwi#zek z jego koncepcj# 
j$zyka. Zdaniem Berkeleya j$zyk matematyczny s u'y nam jedynie do uzys-
kiwania pewnych wyników, pomimo 'e sam jest pozbawiony interpretacji. 
W jednej ze swoich prac Berkeley pos uguje si$ obrazowym porównaniem 
matematyki do gry w karty: terminy matematyczne pe ni# funkcj$ 'etonów 

 

11 „[...] nauka o liczbach powinna by& ca kowicie podporz#dkowana praktyce i [...] staje si$ 
ona ja owa i b aha, kiedy widzi si$ w niej jedynie przedmiot czystej spekulacji” (BERKELEY 
2005/120, 74). 

12 „Tego, którego umys  op$ta a teoria abstrakcyjnych idei ogólnych,  atwo przekona& o tym, 'e 
... abstrakcyjnie podzielna rozci#g o%& jest niesko(czenie podzielna” (BERKELEY 2005/125, 76). 
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w tej grze. W trakcie samej gry mo'emy nimi manipulowa&, nie bior#c pod 
uwag$ ich (ewentualnej) interpretacji, która zostanie nadana dopiero pod ko-
niec gry. 

Berkeley mówi tu wi$c o sytuacji, w której w rozumowaniach (w szcze-
gólno%ci rozumowaniach matematycznych) mo'emy opiera& si$ nie na se-
mantycznych w asno%ciach wyra'e(, ale jedynie na pewnych czysto syntak-
tycznych regu ach (na podobie(stwo owych 'etonów, na których w trakcie 
gry w karty operujemy w sposób czysto syntaktyczny, abstrahuj#c od ich 
interpretacji13. Wyra*nie o tym mówi nast$puj#cy fragment: „[...] wed ug 
rozpowszechnionego mniemania jedynym zadaniem j$zyka jest komunikacja 
naszych idei i [...] ka'da nazwa obdarzona znaczeniem reprezentuje nasz# 
ide$. [...] wystarczy chwila namys u, aby zda& sobie spraw$, 'e nie jest rze-
cz# konieczn# (nawet w naj%ci%lejszych rozumowaniach), aby nazwy obda-
rzone znaczeniem i reprezentuj#ce idee, przy ka'dym u'yciu wywo ywa y 
w umy%le te idee, które zast$puj#; bo przy czytaniu i w rozmowie u'ywa si$ 
nazw przewa'nie tak jak liter w algebrze, w której, cho& ka'da cyfra oznacza 
jak#% szczegó ow# wielko%& liczbow#, nie jest koniecznym dla poprawno%ci 
wylicze(, aby na ka'dym kroku ka'da cyfra przywo ywa a na my%l t$ szcze-
gó ow# wielko%&, któr# reprezentuje” (BERKELEY 2005/19, 17-18). 

Nie chc$ tu podejmowa& problemu, czy znajomo%& regu  u'ycia „wyra'e( 
karcianych” jest de facto rozumieniem. Za istotne w u'ytym przez Berkeleya 
przyk adzie 'etonów uwa'am stwierdzenie, 'e nie jest konieczne ci#g e sku-
pienie uwagi rozumuj#cego podmiotu na znaczeniu symboli, którymi operu-
jemy. To stoi za% w wyra*nej sprzeczno%ci z tre%ciow# (rozumiej#c#) kon-
cepcj# dowodu matematycznego, w my%l której prowadzenie rozumowania 
matematycznego wymaga skupienia uwagi na semantycznych aspektach wy-
ra'e(. Zdaniem Kartezjusza poszczególne kroki rozumowa( dedukcyjnych 
s# uprawomocnione przez intuicyjny wgl#d i taki intuicyjny wgl#d jest wa-
runkiem koniecznym poprawno%ci rozumowania matematycznego: dedukcja 
równie' opiera si$ na intuicji. Dla Berkeleya taki wgl#d jest zb$dny; rozu-
mowania matematyczne mog# by& prawomocne niezale'nie od tego, czy po-
szczególnym krokom mo'emy przypisa& intuicyjn# interpretacj$. Pewne wy-
ra'enia j$zyka matematycznego mog# funkcjonowa&, pomimo 'e nie maj# 
 

13 Tu nale'y doda&: na zewn$trznej interpretacji. Je%li pos ugujemy si$ 'etonami, to nie mu-
simy wiedzie&, czy 'eton z napisem np. „LXV” zostanie zamieniony na 65 euro czy 65 owiec. 
Konieczna jest natomiast oczywi%cie znajomo%& regu  pos ugiwania si$ 'etonem w trakcie tej gry 
(np. 'eton „LXV” jest wart wi$cej ni' 'eton „XXX”).  
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one odniesienia pozaj$zykowego (a nawet nie towarzysz# im 'adne idee)14. 
Mamy wi$c do czynienia z oderwaniem rozumowa( matematycznych od se-
mantycznych aspektów wyra'e(. J$zyk matematyczny stanowi jedynie po-
mocniczy konstrukt (uwaga ta dotyczy zreszt# nie tylko j$zyka matematycz-
nego, ale w ogóle j$zyka nauki)15.  

 Z punktu widzenia Berkeleya problem uzasadniania tez matematycznych 
stanowi wy #cznie problem praktyczny, dotycz#cy wyboru u'ytecznych na-
rz$dzi u atwiaj#cych osi#ganie naszych celów poznawczych. W przypadku 
Berkeleya chodzi& tu b$dzie wi$c jedynie o poznanie porz#dku, w jakim ja-
wi& si$ nam b$d# zjawiska. Zasady matematyki pe ni# funkcj$ pomocnicz#, 
i to w a%nie – ale tylko to! – stanowi dla nich uprawomocnienie. Podstawo-
we zasady matematyczne nie s# uzasadniane poprzez odwo ywanie si$ do 
intuicji; kryterium ich przyj$cia nie stanowi kartezja(ska oczywisto%&, ale 
praktyczne znaczenie w nauce16. Rozumowania matematyczne przypominaj# 
pos ugiwanie si$ wspomnianymi wcze%niej 'etonami; twierdzeniom mate-
matyki nie mo'na przypisywa& statusu prawd obiektywnych, dotycz#cych 
pozaj$zykowej rzeczywisto%ci, a jedynie status wygodnych konwencji. Ope-
rowanie j$zykiem za% nie wi#'e si$ bynajmniej z przypisywaniem (wszystkim) 
wyra'eniom interpretacji ani z intuicyjnym rozumieniem tych wyra'e(. Jest 
to stanowisko zdecydowanie ró'ne od pogl#dów Kartezjusza, dla którego r$-
kojmi$ prawomocno%ci stosowania matematyki stanowi w a%nie swoista in-
tuicja – zdolno%& naszego intelektu do bezpo%redniego ujmowania podsta-
wowych prawd oraz prawomocno%ci rozumowa(. Ró'nice mi$dzy stanowi-
skiem Berkeleya a Kartezjusza mo'na uzna& za swoisty model ró'nic mi$dzy 
dwoma ró'nymi paradygmatami uprawiania matematyki, które (roboczo) na-
zw$ tu „formalistycznym” i „rozumiej#cym”.  
 

14 Berkeley pisze, 'e u'ywamy pewnych symboli matematycznych, nawet je%li nie jeste%my 
w stanie utworzy& 'adnych idei zwi#zanych z tymi symbolami – pisze tu o tym, 'e „znak alge-
braiczny, który okre%la pierwiastek z liczby ujemnej, jest u'ywany w operacjach logistycznych, 
cho& nie jest mo'liwe utworzenie idei takiej wielko%ci” (cyt. za: DETLEFSEN 2005, 267). 

15 Pos uguj#c si$ wspó czesn# terminologi# techniczn#, mo'na – jako ilustracj$ – poda& tu 
przyk ad zjawiska nietwórczo%ci (konserwatywno%ci) teorii. Przypomnijmy, 'e teoria T* jest 
nietwórcza nad teori# T (ze wzgl$du na klas$ zda( P), je%li dowolne zdanie  !P, dowodliwe na 
gruncie teorii T*, jest te' dowodliwe na gruncie teorii T. Mo'na wi$c powiedzie&, 'e teoria T* mo'e 
by& u'ywana do dowodzenia twierdze( z klasy P, i przez to pe ni pewn# funkcj$ poznawcz#, ale 
zarazem mo'na j# traktowa& tylko jako pomocniczy, pozbawiony interpretacji instrument.  

16 Nie chc$ tu twierdzi&, 'e Berkeley negowa  to, 'e pewne fakty mog# nam si$ jawi& jako 
oczywiste. Chodzi natomiast o fakt, 'e sama oczywisto%& zasad matematycznych nie stanowi by-
najmniej gwarancji ich prawomocno%ci. Teorie matematyczne zyskuj# bowiem swoje uprawo-
mocnienie jedynie przez zastosowania w nauce.  
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Stanowisko Berkeleya stanowi niew#tpliwie inspiracj$ dla formalistycz-
nego sposobu patrzenia na matematyk$. J$zyk matematyczny – w tym uj$ciu 
– nie opisuje „wiecznych i niezmiennych prawd matematycznych”, ale sta-
nowi pewnego rodzaju praktyczne narz$dzie, s u'#ce do ekonomicznego 
i sprawnego zapisywania rozumowa( naukowych.  
 

 

5. PEACOCKE I PASCH – ALGEBRA I GEOMETRIA 

Z PUNKTU WIDZENIA FORMALIZMU 

 

Kartezjusz *ród o wiedzy upatrywa  w intuicji matematycznej. W takim 
uj$ciu ka'dy krok rozumowania matematycznego musia  by& uprawomoc-
niony przez intuicyjny ogl#d – czy mówi#c inaczej: musimy mie& sta y ogl#d 
intelektualny przedmiotu naszego badania. O prawomocno%ci dowodu i danej 
argumentacji %wiadczy& musz# analizy o charakterze tre%ciowym, a nie for-
malnym. Pogl#d „tre%ciowy” by  obecny w matematyce przez bardzo d ugi 
czas, mo'na powiedzie&, 'e – z historycznego punktu widzenia – jest to po-
gl#d naturalny. Wyrazem (a mówi#c z o%liwie: reliktem) takiego „wyobra'e-
niowego” my%lenia jest stwierdzenie Ponceleta: „W zwyk ej geometrii [...] 
opisywana jest figura, nigdy nie tracimy jej z oczu, zawsze rozumujemy 
z u'yciem wielko%ci i form które s# rzeczywiste, i nigdy nie dochodzimy do 
wniosków, które nie mog# by& odzwierciedlone w wyobra*ni lub przed na-
szymi oczyma za pomoc# obiektów zmys owych” (cyt. za: DETLEFSEN 2005, 
265)17. Stopniowo jednak coraz wi$ksze znaczenie zyskuje inny sposób my%-
lenia o procesie wnioskowania w matematyce. W tym nowym uj$ciu odcho-
dzi si$ od wizji dowodu matematycznego jako procesu opieraj#cego si$ na 
niezawodnych i jasnych intuicjach, które prowadz# nas przez wszystkie sta-
dia dowodu. Na dowód zaczynamy patrze& jako na – mówi#c dzisiejszym 
j$zykiem – czysto syntaktyczny konstrukt. Mówi#c nieco górnolotnie, kon-
templacja wiecznych prawd matematycznych zostaje zast#piona przez me-
chanicznie, nieodwo uj#ce si$ do intuicji dzia ania na symbolach. Taka 
zmiana nie nast#pi a oczywi%cie w sposób nag y, raczej by a wynikiem pew-
nej ewolucji, w której stopniowo odchodzono od postulatu „tre%ciowej kon-
troli” nad przedmiotem rozumowania na rzecz postulatu post$powania zgod-
 

17 Mo'na powiedzie&, 'e tutaj mamy wr$cz „wizualizacyjne” rozumienie dowodu: chodzi 
o ogl#d w najprostszym sensie tego s owa. Kiedy mówimy o intuicyjnej koncepcji dowodu nie 
mamy na my%li tylko wizualizacji, ale intuicyjny ogl#d pewnych prawd.  
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nie z pewnymi regu ami, które nie s# tre%ciowo powi#zane z przedmiotem 
analizy i maj# charakter niejako zewn$trzny (i najcz$%ciej – bardziej ogólny).  

W procesie „algebraizacji dowodów matematycznych”, czyli odchodzenia 
od pogl#du tre%ciowego na rzecz pogl#du formalistycznego istotn# rol$ ode-
gra  oczywi%cie rozwój samej algebry. W tym kontek%cie trzeba wspomnie& 
o pracach George’a Peacocka. Jego g ówne dzie o, Treatise on Algebra 
(1830), mia o ugruntowa& algebr$ jako dyscyplin$ naukow#. W jego uj$ciu, 
algebra jest nauk# dotycz#c# kombinacji dowolnych znaków i symboli, zde-
finiowanych za pomoc# dowolnych praw (PEACOCK 1830, 78).  Mo'na po-
wiedzie&, 'e punktem wyj%cia jest arytmetyka, jednak wyra'enia arytmetyczne 
zaczynaj# by& badane same w sobie, w oderwaniu od ich pierwotnej inter-
pretacji. Badanie formalnych w asno%ci wyra'e( stanowi punkt wyj%cia alge-
braicznego uogólnienia arytmetyki. To uogólnienie jednak podlega pewnym 
ograniczeniom – prawdy arytmetyczne musz# bowiem zosta& zachowane i –
mówi#c obrazowo – to one stanowi# kamie( probierczy tego, czy dana kon-
strukcja algebraiczna jest dopuszczalna. Arytmetyka ma charakter dyscy-
pliny „sugeruj#cej” prawa algebry (suggesting science) – mo'na powiedzie&, 
'e arytmetyka sk ada si$ z oczywistych p r a w d, algebra za% sk ada si$ 
z u'ytecznych poznawczo z a  o ' e (. Peacock odró'nia  tu algebr$ arytme-
tyczn# od algebry symbolicznej. Wybór praw dla algebry symbolicznej mo-
tywowany jest ich przydatno%ci# do rozwi#zywania problemów (a warun-
kiem tej przydatno%ci jest w szczególno%ci to, 'e zachowuj# prawdy aryt-
metyki)18. Regu y algebry maj# charakter arbitralny, nie wynikaj# z zasad 
arytmetyki, nie s# wybierane z my%l# o tym, aby opisa& pewien dany uprzed-
nio przedmiot19. Zdaniem Peacocka ustalenie interpretacji jest konieczne 
w ko(cowym stadium rozumowania, aby mo'na by o poda& jego wynik. Etapy 
po%rednie mog# by& jednak takiej interpretacji pozbawione, czyli mog# pe -
ni& funkcj$ pomocniczych zda( pozbawionych interpretacji – podobnie jak 
w uj$ciu Berkeleya. Rozumowanie matematyczne mo'e wi$c zawiera& ele-
menty manipulacji symbolami niezale'nie od tego, czy te symbole s# zinter-
 

18 Peacock mówi  o Principle of Permanence of Equivalent Forms. Dzi% mówiliby%my raczej 
o nietwórczo%ci algebry wzgl$dem arytmetyki, cho& oczywi%cie nie nale'y Peacockowi przypi-
sywa& wspó czesnego, technicznego rozumienia tego terminu.  

19 Warto tu przypomnie& wskazywan# przez Detlefsena (2005) sk adow# „kreatywistyczn#” 
stanowiska formalistycznego. Prawa algebry s# w du'ym stopniu dowolne (s# jedynie sugero-
wane przez prawa arytmetyki), motywowane ch$ci# rozwi#zywania istniej#cych problemów ma-
tematycznych. Matematyk ma wi$c swobod$ w tworzeniu narz$dzi, ograniczany jest tu tylko 
wymogami o charakterze metodologicznym.  
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pretowane. Ma wi$c charakter czysto symboliczny, a nie tre%ciowy, i nie 
musimy by& zdolni do rozumowego, intuicyjnego uj$cia tych kroków (jak to 
w swoich Prawid ach kierowania umys em postulowa  Kartezjusz)20. Nale'y 
jednak podkre%li&, 'e Peacock nie twierdzi , 'e matematyka to czysto for-
malna gra symboli. W rozumowaniach matematycznych wprowadzone zo-
staj# elementy czysto formalne, ale zasadniczym celem poznawczym nadal 
pozostaje dochodzenie do p r a w d  matematycznych. Formalizm Peacocka 
nie jest wi$c formalizmem skrajnym.21  

Badania Peacocka dotycz#ce m.in. algebraizacji arytmetyki stanowi y 
wa'ny impuls dla kszta towania si$ nowego pogl#du na natur$ rozumowa( 
matematycznych. W odniesieniu do geometrii wa'ny etap stanowi# za% nie-
w#tpliwie prace Pascha22. Mówi#c w uproszczeniu, prace Peacocka dotycz# 
statusu „intuicji arytmetycznej”, natomiast prace Pascha dotycz# statusu 
(i de facto eliminacji) „intuicji geometrycznej” w dowodach matematycz-
nych. Zdaniem Pascha warunkiem pe nej %cis o%ci dowodu jest abstrahowa-
nie od sensu poj$& geometrycznych (w szczególno%ci te' od diagramów, 
tj. ilustracji – i wszelkich elementów pogl#dowych). Jest wprawdzie rzecz# 
u'yteczn# i dopuszczaln# my%lenie w trakcie dowodu o tym, do czego te 
poj$cia si$ odnosz# – jednak nie jest to bynajmniej konieczne, a co wi$cej, 
stanowi& mo'e *ród o b $dów i nie%cis o%ci w dowodach. Pasch podkre%la, 
'e – aby mo'liwe by o traktowanie geometrii jak nauki dedukcyjnej – sam 
proces wnioskowania musi by& niezale'ny od znaczenia poj$& geometrycz-
nych. Mo'na w nim uwzgl$dnia& jedynie te fakty i zale'no%ci, które s# wy-
ra'ane w twierdzeniach i definicjach (w szczególno%ci te' nie mo'na odwo-

 

20 !ci%le rzecz bior#c – do nadania tym krokom interpretacji. Trudno bowiem zaprzeczy&, 'e 
tak'e w skrajnie formalistycznym uj$ciu musimy zgodzi& si$ na to, 'e pewna operacja dokonana 
na symbolach jest zgodna z przyj$tymi przez nas regu ami. W tym przypadku jednak nie odwo-
 ujemy si$ do intuicji w takim sensie, jak rozumia  j# np. Kartezjusz. 

21 Mo'na tu si$ pos u'y& wspó czesn# analogi#: matematyk-realista jest przekonany o obiek-
tywnym istnieniu rzeczywisto%ci matematycznej, której dotycz# twierdzenia. Mo'e jednak zgo-
dzi& si$ na u'ycie komputera w dowodzie, który dokonuje pewnych czysto symbolicznych ope-
racji. Zarazem jednak nasz matematyk-realista mo'e w spójny sposób twierdzi&, 'e wynik tych 
czysto symbolicznych operacji ma pewn# obiektywn# tre%&.  

22 M. Pasch (1843-1930) zajmowa  si$ geometri#. W pracy Vorlesungen über neuere Geome-

trie (1882) poda  aksjomatyczne sformu owanie geometrii (które sta o si$ inspiracj# dla pó*niej-
szej aksjomatyzacji Hilberta). Odkry  tam m.in., i' geometria Euklidesa opiera a si$ – jako na 
nieu%wiadomionym za o'eniu, przyjmowanym za oczywiste – na tzw. aksjomacie Pascha 
(w uproszczeniu: prosta nie przechodz#ca przez 'aden z wierzcho ków trójk#ta, ale przecinaj#ca 
jeden bok trójk#ta musi przeci#& jeszcze przynajmniej jeden bok).  
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 ywa& si$ do diagramów geometrycznych), samo za% my%lenie o znaczeniach 
terminów w czasie prowadzenia dowodu mo'e by& u'yteczne, ale nie jest 
konieczne. Gdyby za% w dowodzie odwo ania do znacze( okaza y si$ ko-
nieczne, %wiadczy oby to o niepoprawno%ci dowodu (PASCH 1882, 98). 
W takim uj$ciu w samym procesie dowodzenia nie musimy (a nawet nie po-
winni%my) opiera& si$ na intuicyjnym ogl#dzie przedmiotu bada(, ale trak-
towa& dowód czysto formalnie, jak czysto symboliczne rozwi#zywanie rów-
nania czy dokonywanie pewnych formalnych operacji na wyra'enia alge-
braicznych.  

Niew#tpliwie znacz#cym impulsem dla zmiany sposobu my%lenia o geo-
metrii (w szczególno%ci o standardach dowodowych w geometrii) by o poja-
wienie si$ geometrii nieeuklidesowych. W tej nowej sytuacji teza g osz#ca, 
'e geometria jest po prostu nauk# o przestrzeni (fizycznej), opart# na na-
szych intuicjach, przesta a mie& racj$ bytu23. Geometria stawa a si$ bowiem 
nauk# o pewnych strukturach, oderwanych od pogl#dowych interpretacji, 
a stanowi#cych modele dla tych systemów geometrycznych. Mo'na wi$c po-
wiedzie&, 'e odchodzi si$ od idei, i' teoria matematyczna opisuje pewien mo-
del zamierzony, na rzecz my%lenia w kategoriach mo'liwych interpretacji dla 
teorii24. W sytuacji, gdy intuicja geometryczna przesta a stanowi& r$kojmi$ 
(i warunek) poprawno%ci dowodu, coraz bardziej wyra*na stawa a si$ potrzeba 
usuni$cia niejasno%ci dotycz#cych metod dowodowych oraz ustalenia obowi#-
zuj#cych standardów uprawiania matematyki. Formu owane przez Pascha za-
sady maj# w a%nie charakter takich standardów metodologicznych25. 

Ta potrzeba ustalenia standardów (i ten proces faktycznego tworzenia 
tych standardów) dotyczy a oczywi%cie nie tylko geometrii czy algebry – 
podobny proces mia  miejsce w przypadku analizy. Pierwotnie operowano 
w niej intuicyjnie rozumianym poj$ciem wielko%ci niesko(czenie ma ych, ale 
podej%cie to ust#pi o miejsca podej%ciu opartemu na definicji epsilonowo-

 

23 Przypomnijmy tu cytowanego Ponceleta, który twierdzi , i' w czasie dowodu mamy ca y 
czas „przed oczyma wyobra*ni” badany przedmiot. Uj$cie Pascha jest diametralnie ró'ne. 

24 Gray twierdzi, 'e geometria sferyczna pocz#tkowo w ogóle nie by a postrzegana jako mo-
del dla g e o m e t r i i: geometria bowiem dotyczy prostych na p aszczy*nie (lub w przestrzeni), 
a nie krzywych na kuli (GRAY 1989, 171).  

25 Coffa w odniesieniu do problemu geometrii nieeuklidesowych zauwa'a, 'e po raz pierwszy 
w historii spo eczno%& naukowców musia a zaakceptowa& (i to nie jedynie w prowizoryczny, ro-
boczy sposób) istnienie ca ego zestawu wzajemnie sprzecznych teorii dotycz#cych jednego za-
gadnienia. Wyja%nienie tej nowej sytuacji stanowi o niew#tpliwie wyzwanie dla filozofii mate-
matyki (COFFA 1986, 8). 
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-deltowej. To umo'liwi o uwolnienie si$ od argumentacji opartej na intui-
cjach wielko%ci niesko(czenie ma ych (albo na intuicjach geometrycznych, 
dotycz#cych krzywych, zachowania si$ tych krzywych, styczno%ci etc.) na 
rzecz argumentacji opartej na obliczeniach i formalnych przekszta ceniach 
wyra'e(.  
 Nowy sposób my%lenia widoczny jest ju' np. u Peacocka czy – sformu o-
wany w deklaratywny sposób – u Pascha. Dojrza # posta& (w formie ju' nie 
tylko deklaracji, ale pewnego programu) pogl#dy tego typu uzyskuj# u Hil-
berta. Temu zagadnieniu po%wi$cona jest druga cz$%& artyku u. 
 
 
 

BIBLIOGRAFIA 
 

BASSLER O. B. (2006): The surveyability of mathematical proof: a historical perspective, „Syn-
these” 148, 99-133.  

BERKELEY G. (2005): Traktat o zasadach ludzkiego poznania, Kraków: Zielona Sowa. 
COFFA A. (1986): From Geometry to tolerance: sources of conventionalism in nineteenth-century 

geometry, [w:] R. COLODNY (ed.), From quarks to quasars: Philosophical problems of mo-

dern physics, University of Pittsburgh Series, Vol. 7, Pittsburgh: Pittsburgh University Press, 
3-70.  

COPLESTON F. (1997): Historia filozofii, tom V. Od Hobbesa do Hume’a, Warszawa: PAX. 
DESCARTES R. (1958): Prawid a kierowania umys em; poszukiwanie prawdy przez  wiat o przy-

rodzone rozumu, Warszawa: PWN. 
DESCARTES R. (2002): Rozprawa o metodzie w a ciwego kierowania rozumem i poszukiwania 

prawdy w naukach, Kraków: Zielona Sowa. 
DETLEFSEN M. (2005): Formalism, [w:] S. SHAPIRO (red.), The Oxford Handbook of Philosophy 

of Mathematics and Logic, Oxford: Oxford University Press, 236-317. 
FALLIS D. (2003): Intentional gaps in mathematical proofs, „Synthese”, 134, 45-69. 
GRAY J. (1989): Ideas of Space, Euclidean, Non-Euclidean and Relativistic, wyd. 2, Oxford: 

Oxford University Press. 
PASCH M. (1882): Vorlesungen über neuere Geometrie, Leipzig: Teubner.  
PEACOCK G. (1830): Treatise on Algebra, Cambridge: Deighton; London: Rivington, and Whitta-

ker, Treacher&Arnot. 
 
 
 

MATHEMATICAL PROOF FROM THE FORMALISTIC VIEWPOINT 

PART I 

S u m m a r y 

 This article is the first one to examine the evolution of the notion of mathematical proof in a 
historical perspective. First I present the intuitive, approach of Descartes, according to which 
mathematical proof is based on self-evident principles. I follow with an analysis of Berkeley’s 
mathematical instrumentalism and argue that he can be considered a predecessor of modern for-
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malism. The article also deals with the ideas of Peacock and Pasch, and their role in the deve-
lopment of the modern formalistic viewpoint. 
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