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ZALOZENIOWE SYSTEMY
NORMALNYCH LOGIK MODALNYCH

W niniejszym tek$cie jest zaprezentowany system logiki modalnej K,
zbudowany metoda zatozeniowa, czyli metoda dedukcji naturalnej opraco-
wang przez J. Stupeckiego i L. Borkowskiego, a takze dowody odpowied-
nich twierdzen o réwnowazno$ci prezentowanego systemu oraz aksjoma-
tycznego ujecia logiki modalnej K. Ponadto pokazana jest metoda budowa-
nia metoda zatozeniowa wielu mocniejszych od K normalnych systemow
modalnych w oparciu o rezultaty uzyskane dla systemu K.

Dotychczasowe proby budowania systemoéw modalnych metoda zatoze-
niowa pochodza od jednego z tworcow tej metody, L. Borkowskiego'. Wy-
niki Borkowskiego podlegaja jednak pewnym ograniczeniom.

Przede wszystkim Borkowski uzyskat jedynie zatozeniowe systemy S4
1 S5, nalezace do najmocniejszych systeméw modalnych. Nie wiadomo, jak
z tych systemow uzyskaé systemy stabsze. Ponadto Borkowski odwoluje si¢
W sposob istotny badz do pojecia implikacji $cistej <, badz do indeksowania
zmiennych zdaniowych. Cze$¢ regul przyjetych przez Borkowskiego ma
wreszcie faktycznie charakter definicji w postaci dwoch odwrotnych sche-
matow wnioskowania, gwarantowanych przez dwie implikacje, skladajace
si¢ na definicyjna rownowazno$é. Tymczasem do specyfiki zatozeniowego

Ks. dr MARCIN TKACZYK — Katedra Logiki na Wydziale Filozofii Katolickiego Uniwersytetu
Lubelskiego Jana Pawta II; adres do korespondencji: Al. Ractawickie 14, 20-950 Lublin; e-mail:
tkaczyk@kul.lublin.pl

YPor. L. Borkowski, O terminach modalnych, [w:] ten ze, Studia logiczne. Wybor, Lub-
lin 1990, s. 138-173; tenze, O pewnym systemie logicznym opartym na regulach i jego zasto-
sowaniu przy nauczaniu logiki matematycznej, rozdz. l1I: Nieklasyczne rachunki logiczne, [w:]
tenze, Studia logiczne. Wybor, s. 174-183.



220 MARCIN TKACZYK

systemu logiki klasycznej nalezy niezawieranie pierwotnych regut zaste-
powania definicyjnego.

W zwiazku z zarysowanymi uwagami zachodzi potrzeba kontynuowania
dzieta Stupeckiego i Borkowskiego przez rozbudowe metody zalozeniowe;j.
Jest to cel niniejszego tekstu.

1. AKSJIOMATYZACJA SYSTEMU K

Doniosto$¢ systemu logiki modalnej K bierze si¢ stad, ze — uzywajac
terminologii E. J. Lemmona — jest to najstabsza normalna logika modalna.
Wszelkie normalne systemy logiki modalnej (a sa to systemy najczesciej
przez logikow badane) zawieraja system K. Standardowa (aczkolwiek nie je-
dyna) aksjomatyzacja systemu K przedstawia si¢ nastepujaco’.

System K jest nadbudowany nad klasycznym rachunkiem zdan i zawiera
oprocz podstawien jego tez jeden aksjomat osobliwy, zwany czgsto wzorem (K):

(p = ¢9)—>©p—>09) (1
definicje
def
(09) = (=O—¢) (2)
oraz — oprocz regut podstawiania i odrywania — regule procedury dowodowe;j
|_
’ ()
- (o¢)

Stawny system T — przyktadowo — powstaje z systemu K przez dotaczenie
wzoru (Op — p), a system D — przez dotaczenie wzoru (op — O p).

2. ZALOZENIOWY SYSTEM
KLASYCZNEGO RACHUNKU ZDAN
Zalozeniowy system klasycznego rachunku zdan J. Stupeckiego i L. Bor-

kowskiego opiera si¢ na nastgpujacych zalozeniach: siedem pierwotnych re-

ZPor. G. E. Hu ghes, M. J. Cresswell, 4 New Introduction to Modal Logic, London—
New York 1996, s. 25.
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gut dotaczania nowych wierszy do dowodu o dziesigciu schematach oraz jed-
na pierwotna regula tworzenia dowodu, mianowicie regula tworzenia zatoze-
niowego dowodu nie wprost’. Reguty dotaczania nowych wierszy do dowodu
pozwalaja na wnioskowanie odpowiednio wedtug nastgpujacych schematow:

RO (p—>w)éty
DK gy (pAy)

OK (¢gry)bg
@Ay -y

DA ¢-(dvy) @
yE(@vy)

OA (pvy), (=P vy

DE (d-oyw)(y>dt(p=vy)

OE (@=y)F(@—>y)
P=v)Ey —>9)

Natomiast regula tworzenia zatozeniowego dowodu nie wprost stwierdza, ze
za tezg¢ wolno uzna¢ wszystkie i tylko takie wyrazenia o postaci

=>4 (2] (5)

dla ktorych istnieje zatozeniowy dowdd nie wprost, to znaczy taki skon-

czony ciag wyrazen, ze

— w n—1 jego wierszach wystgpuja wyrazenia ¢,,4,,4,....4, , jako zaloze-
nia twierdzenia,

— w n wierszu wystgpuje wyrazenie (—¢,) jako zalozenie dowodu nie
wprost,

— wszystkie pozostate wiersze sa uprzednio dowiedzionymi tezami lub zo-
staja uzyskane z wierszy wczesniejszych za pomoca regut dotaczania no-
wych wierszy do dowodu (4), oraz

— w dowodzie wystgpuja dwa wiersze sprzeczne.

Wtoérna w systemie jest reguta tworzenia zalozeniowego dowodu wprost,

rozniaca sie od reguly tworzenia dowodu nie wprost tym, ze z zatozen twier-

dzenia, bez zalozenia dowodu nie wprost, nalezy w analogiczny sposéb wy-
prowadzi¢ wyrazenie ¢, zamiast dwoch wyrazen sprzecznych.

3Por. L. Borkow s ki, Wprowadzenie do logiki i teorii mnogosci, Lublin 1991, s. 31-38.
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J. Stupecki i L. Borkowski udowodnili, ze tak okreslony system jest row-
nowazny klasycznemu rachunkowi zdan, to znaczy istnieje zalozeniowy do-
wod nie wprost dla wszystkich i tylko tych wyrazen klasycznego rachunku
zdan, ze wyrazenia te sprawdzaja si¢ w klasycznej matrycy dwuwarto$ciowej
czyli sa tez tezami aksjomatycznych systemow klasycznego rachunku zdan.

3. OKRESLENIE ZALOZENIOWEGO SYSTEMU K

Konstruowany zatozeniowy system logiki modalnej K oprzemy na przed-
stawionym w paragrafie 2 zalozeniowym systemie klasycznego rachunku
zdan. Poniewaz, jak wspomniano w paragrafie 2, istnieje dowod, ze system
Stupeckiego i Borkowskiego jest rOwnowazny innym systemom klasycznego
rachunku zdan, wolno nam uznaé, ze jest on tez rOwnowazny systemowi ak-
sjomatycznemu klasycznego rachunku zdan, na ktéorym opiera si¢ przedsta-
wiony w paragrafie 1 aksjomatyczny system logiki modalnej K.

Pokazemy dwa sposoby, na jakie mozna uzyska¢ zatozeniowy system logi-
ki modalnej K z zatozeniowego systemu klasycznego rachunku zdan. Pierw-
szy sposob jest bardziej intuicyjny, drugi sposéb jest mniej intuicyjny, ale
doskonalszy formalnie. Pokazemy, Zze oba sposoby sa inferencyjnie rowno-
wazne, tj. daja ten sam zbidr tez, oraz ze sa rOwnowazne systemowi aksjo-
matycznemu.

Przy pierwszym sposobie wprowadzamy jedna pierwotna regute dotacza-
nia nowych wierszy do dowodu, uzupekiajac listg (4). Nowa reguta zezwala
na dotaczanie nowych wierszy do dowodu zgodnie ze schematem

(09),(08,),....(08, ,)
(©g,)

jezeli wyrazenie (¢ — (¢, > (4 —>-—>(@,, —4,)..)) jest uprzednio do-
wiedziona teza.

Reguta (6) jest, jak pokazemy, rownowazna aksjomatowi (1) oraz regule (3).
Pozostaje jednak definicja (2), ktora trzeba przyjac¢ jako odrgbne zatozenie.
Tutaj tkwi glowny mankament techniczny omawianego rozwiazania. Do spe-
cyfiki systemu zalozeniowego nalezalo bowiem dotad, ze nie wystgpowaty
w nim pierwotne reguly zastgpowania definicyjnego. Wprowadzenie takiej
reguty nie jest zadna katastrofa, zwlaszcza ze odpowiednie reguty definicyj-
ne sg wtorne w zatozeniowym systemie klasycznego rachunku zdan. Ponadto

(6)
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wiekszos$¢ regut przyjmowanych dla uzyskania systemu modalnego w pracach
Borkowskiego ma rowniez faktycznie charakter definicji przyjetych w postaci
dwoch odwrotnych schematéw wnioskowania. Jednakze wprowadzenie defini-
cji stanowi odej$cie od pewnej specyfiki systemu zalozeniowego.

Powstaje zatem pytanie, czy nie mozna by zbudowaé zatozeniowego sys-
temu logiki modalnej K w taki sposob, by unikna¢ wskazanej niedogodnosci.
Rzeczywiscie, jest taka mozliwos¢, ktora obecnie przedstawimy jako drugie
rozwiazanie zadanego problemu.

Zatozeniowy system logiki modalnej K mozna uzyska¢ z zalozeniowego
systemu klasycznego rachunku zdan przez przyjecie dwoch pierwotnych re-
gut dotaczania nowych wierszy do dowodu (wzglednie jednej reguly o dwéch
schematach). Reguty te pozwalaja na dolaczanie nowych wierszy do dowodu
wedtug schematu

©8).(04,),...(04, )
(=0—9,)

(7)

oraz wedlug schematu

(—0=¢),(=0=4,),... (O, )
(©4,)

w obu wypadkach pod tym warunkiem, ze wyrazenie

A== (= >3, >4)-))

jest uprzednio dowiedziona teza. W takim ujgciu uzyskuje si¢ system K bez
potrzeby przyjmowania regut definicyjnych.

Podsumowujac, zatozeniowy system logiki modalnej K mozna uzyskac
z zatozeniowego systemu klasycznego rachunku zdan na dwa sposoby: przyj-
mujac dodatkowa regute (6) i zarazem przyjmujac z systemu aksjomatycz-
nego logiki modalnej K regule zastgpowania definicyjnego (2) lub tez przyj-
mujac obok zatozen klasycznego rachunku zdan reguly (7) i (8) bez ko-
niecznosci akceptowania jakichkolwiek innych zatozen.

8)

4. ROWNOWAZNOSC SYSTEMOW ZALOZENIOWYCH K

Dowiedziemy, ze obydwa sposoby budowania zatozeniowego systemu lo-
giki modalnej K przedstawione w paragrafie 3 sa rownowazne.
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Lemat 1. Reguly (7) i (8) sq wtorne wzgledem reguly (6) i definicji (2) na
gruncie zatozeniowego systemu klasycznego rachunku zdan.

Dowdd: Zatéozmy, ze pewne wyrazenie (—<O—¢@) zostato wprowadzone do
dowodu na mocy reguty (7). Wowczas na mocy reguty (6) wolno do dowodu
dotaczy¢ wyrazenie (0¢), z ktorego przez zastosowanie definicji (2) otrzy-
mujemy wyrazenie (—C—g).

Zatozmy teraz, ze pewne (0O¢) zostalo dotaczone do dowodu na mocy re-
guty (8). Wowczas do dowodu naleza odpowiednie wyrazenia

(_'<>_‘¢1 )> (_‘<>_‘¢2 )""’(_‘<>_|¢m)’
z ktérych przez zastosowanie definicji (2) otrzymujemy wyrazenia
©8).(04,),...(04,,),

ktore wolno dotaczy¢ do dowodu, w oparciu zas$ o te wyrazenia, na mocy re-
guty (6), wolno wlaczy¢ do dowodu wyrazenie (0¢). To konczy dowod.

Lemat 2. Reguia (6) jest wtorna wzgledem regut (7) i (8) na gruncie zatoze-
niowego systemu klasycznego rachunku zdan.

Dowdd: Zalézmy, ze pewne wyrazenie (0¢) zostalo dotaczone do dowodu
zgodnie z regula (6). Wowczas do dowodu naleza odpowiednie wyrazenia

(©4,),(09,),....([O4,,).

Z uwagi na te wyrazenia oraz regute (7) do dowodu wolno dotaczy¢ wyraze-
nie (—<0—¢).

Ponadto do dowodu zawsze wolno dotaczy¢ teze klasycznego rachunku
zdan (¢ — ¢). Stad zas§ i z (—<C—¢@) z uwagi na regute (8) do dowodu wolno
dotaczy¢ wyrazenie (0¢), co konczy dowod.

Lemat 3. Definicja (2) jest wyprowadzalna z regut (7) i (8) na gruncie zato-
zeniowego systemu klasycznego rachunku zdan.

Dowo6d: Poniewaz w zalozeniowym systemie klasycznego rachunku zdan
wtorna jest reguta zastepowania czlondw rownowaznosci (dowodzona w zwy-
kty sposob, przez indukcje po dlugosci wyrazenia), wystarczy udowodnié, ze
teza zatozeniowego systemu K uzyskanego przez dolaczenie do zalozenio-
wego systemu klasycznego rachunku zdan regut (7) oraz (8) jest wyrazenie

(@p=—C-p)
odpowiadajace definicji (2).
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Dowodzimy implikacji w prawa strong. Zatézmy, ze (Op). Z uwagi na
teze (p — p) do dowodu wolno dotaczyé na mocy reguty (7) (—C—p).

Dowodzimy implikacji w lewa strong. Zatézmy, ze (—<>—p). Z uwagi na
tezg (p — p) na mocy reguly reguly (8) do dowodu wolno dotaczy¢ (op).
To konczy dowdd.

Twierdzenie 1. Zatozeniowe systemy logiki modalnej K uzyskane przez dolq-
czenie do zatozeniowego systemu klasycznego rachunku zdan reguty (6) i de-
finicji (2) lub tez regut (7) oraz (8) sq inferencyjnie rownowazne.

Twierdzenie to wynika z lematow 1, 2 oraz 3.

5. ROWNOWAZNOSC SYSTEMOW ZALOZENIOWYCH
Z SYSTEMEM AKSJOMATYCZNYM

Z uwagi na twierdzenie 1 wystarczy udowodni¢ rownowazno$¢ jednego z
systemow zatozeniowych z systemem aksjomatycznym modalnej logiki K,
by automatycznie uzyska¢ rezultat dotyczacy obu tych systemow.
Przeprowadzimy dowod dla systemu uzyskanego przez dotaczenie do zatoze-
niowego systemu klasycznego rachunku zdan reguly (6) i definicji (2). W
tym celu dowiedziemy nastepujacych lematow.

Lemat 4. Wzor (1) jest tezq zalozeniowego systemu logiki modalnej K.

Dowdd: Zatézmy (o(p — g)) oraz (Op). Teza jest wyrazenie
(P=>9) > (-9

Stad na mocy reguty (6) wyprowadzamy (0Og), co konczy dowod.

Lemat 5. Reguta procedury dowodowej (3) jest wtorna w zatozeniowym sys-
temie logiki modalnej K.

Dowdd: Zatézmy, ze ¢ jest teza. Na mocy reguty (6), przy n=1, do bez-
zatozeniowego dowodu wolno dotaczy¢ (0¢), zatem (DO¢) tez jest teza, co
konczy dowod.

Lemat 6. Reguia wnioskowania (6) jest wtorna w aksjomatycznym systemie
logiki modalnej K.

Dowod: Zatézmy, ze pewne wyrazenie o postaci

= (> (> >3, >4,)-)
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jest teza. Stad na mocy reguty (3) teza jest
(4 = (b, > (> > (@, —>8,).)

Stad przez (n—1)-krotne stosowanie aksjomatu (1) wykazujemy, ze teza jest
wyrazenie

04— (06, > (Og = > (04, > 04,)..),

ktore jest gwarantem niezawodnos$ci schematu wnioskowania odpowiadaja-
cego regule (6), co konczy dowdd.

Twierdzenie 2. Zatozeniowe systemy logiki modalnej K sq inferencyjnie row-
nowazne aksjomatycznemu systemowi logiki modalnej K.

Dowo6d: Z lematow 4, 5, 6 wynika rownowazno$¢ systemu aksjomatycz-
nego i systemu zatozeniowego opartego na regule (6) i definicji (2), naleza-
cej do tego systemu, jak tez do systemu aksjomatycznego. Z twierdzenia 1
wynika réwnowaznos$¢ obu przedstawionych uje¢ zatozeniowych. To wystar-
czy dla dowodu.

6. ZALOZENIOWE SYSTEMY
INNYCH NORMALNYCH LOGIK MODALNYCH

Najczesciej badane systemy normalnych logik modalnych powstaja z sys-
temu K przez dolaczenie odpowiednich osobliwych aksjomatow, ktérych
glownym funktorem jest czesto funktor implikacji. Mozna wymieni¢ nastg-
pujace aksjomaty:

op—><p 9)

op—>p (10)
p—oOp (11)
Op —>00p (12)
OSp—->odp (13)

System D powstaje przez dotaczenie do systemu K wzoru (9). System T —
przez dotaczenie wzoru (10). System B — przez dolaczenie do systemu K
wzorow (10) i (11). System S4 powstaje z K przez dotaczenie wzordéw (10)
i (12), a system S5 przez dotaczenie (10) oraz (13).
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Latwo udowodni¢ — za pomoca twierdzenia o dedukcji oraz naszych
twierdzen (1) oraz (2) — nastgpujace twierdzenie

Twierdzenie 3. Jezeli pewien aksjomatyczny system normalnej logiki modal-
nej L powstaje z aksjomatycznego systemu K przez dolqczenie do K osobli-
wych aksjomatow o postaci (¢ = v,),(§, > ¥,),...(4, > v,), to zalozeniowy
system L, inferencyjnie rownowazny odpowiedniemu systemowi aksjoma-
tycznemu, powstaje przez dotqczenie do zalozeniowego systemu logiki mo-
dalnej K przez dotqczenie osobliwych pierwotnych regut dotqczania nowych
wierszy do dowodu o schematach

éFy,
¢ ty,

P v,

Na przyktad zatozeniowy system T uzyskujemy przez dotaczenie do zatoze-
niowego systemu K reguty o schemacie (0¢)+ ¢, a system S5 przez dotacze-
nie do K regut o schematach (0g)F ¢ oraz (O¢) - (0C¢). Nie ma przy tym
znaczenia, ktora z zaprezentowanych metod budowy zatozeniowego systemu
K wybierzemy.
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NATURAL DEDUCTION SYSTEMS OF NORMAL MODAL LOGICS
Summary

Most normal modal logics have been constructed as axiomatic systems rather than natural de-
duction. However, a lot of them have Gentzen-style or Kalish-Montague-style counterparts. Un-
fortunately, very few systems have Shupecki-Borkowski-style natural deduction counterparts. To
fill in the gap is an aim of the present paper.
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The system K is developed as a Le$niewski-Borkowski-style natural deduction system in two
ways. Equivalence of the systems is proved. A way is described to develop other normal systems
beginning with the given system K.

Translated by Marcin Tkaczyk

Slowa kluczowe: logika modalna, normalna logika modalna, dedukcja naturalna, system zato-
zeniowy.

Key words: modal logic, normal modal logic, natural deduction.
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