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Pojecie relacji nalezy do najwazniejszych pojeé obecnych w naszym jezyku.
Nic dziwnego, ze dla Arystotelesa jest jedna z kategorii. Rachunek relacji ugru-
towali Ch.S. Peirce (1839-1914) i E. Schroder (1841-1902)'. Jest on obecny
w Principiach Whiteheada 1 Russella. Teoria relacji zajmuje wazne miejsce
w podrecznikach logiki pierwszej polowy XX wieku®. Pozniej teorii relacji po-
$wigca si¢ mniej miejsca. Jest ona przedstawiana — niejako przy okazji — w pod-
recznikach klasycznego rachunek predykatow” lub teorii mnogosci®.

Z drugiej strony w konstrukcjach logicznych bedacych rachunkami nazwo-
wymi nie poswigca si¢ im uwagi. Sylogistyka tradycyjna ma powazne trudnosci
z nazwami relatywnymi (problem tzw. sylogizmow ukosnych), a z kolei w wyra-
finowanym rachunku nazwowym — ontologii’ — relacje (podobnie jak w teorii
mnogosci) mozna wprowadzi¢ definicyjnie®.
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! Wedtug Bochenskiego za wlasciwego tworce wspotezesnej logiki relacji nalezy uznaé¢ logika
angielskiego A. De Morgana (1806-1871). Sam Peirce traktowal De Morgana jako ,,0jca logiki rela-
cji”. Zob. J. Bochenski, Formale Logik, wyd. 4, Freiburg—Miunchen: Verlag Alber 1978, s. 434.

2 Zob. np. R. Carnap, Abriss der Logistik, Wien: Springer Verlag 1929; A. Mostowski,
Logika matematyczna, Warszawa—Wroctaw: Ossolineum 1948; Cz. Czezowski, Logika, War-
szawa: PZWS 1949. Na poczatku XX wieku w literaturze polskiej nie ma jednolitej terminologii.
Na przyktad Wactaw Sierpinski w swoim Zarysie z teoryi mnogosci (Warszawa 1912) zamiast
termindw relacja czy stosunek postuguje si¢ okresleniem wzglednos¢ (tamze, s. 32). T¢ uwage
terminologiczng zawdzigczam prof. Janowi Zygmuntowi.

* Odnosza sie do nich predykaty o co najmniej dwéch argumentach.

*Relacje sa tam traktowane jako klasy par (ogolniej n-tek uporzadkowanych, dla n > 2),), zde-
finiowanych przez operacj¢ mnozenia kartezjanskiego.

3 Jest to jeden z trzech systeméw logicznych, zbudowanych przez Stanistawa Lesniewskiego.

® Mozna je w szczegolnosci traktowaé jako wtérne wobec wyrazen typu xefy, gdzie £ jest funk-
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Sa powazne argumenty za traktowaniem ontologii elementarnej za adekwatne
narzgdzie w analizie jezyka naturalnego. Mamy tez silne intuicje jezykowe, by
zwroty jezyka naturalnego z relacjami traktowaé jako pierwotne w stosunku do
wyrazen z nazwami relatywnymi’.

W pracy proponuje si¢ pewne rozszerzenie ontologii elementarnej, majace na
celu ujecie tych intuicji jezykowych®.

1. PRELIMINARIA

Ontologia elementarna. W ontologii elementarnej (OE) kwantyfikatory wiaza
jedynie zmienne kategorii nazwowej. Jej jedyny aksjomat ma postaé’:

Al xey > z(zex) NTlzu(zex Nuex — zeu) N\z(zex — zey)

Regutami pierwotnymi sg tu regula podstawiania (za zmienne nazwowe) i reguta od-
rywania (MP). System ten mozna ufundowa¢ na klasycznym rachunku predykatow bez
identycznosci.

Do standardowych definicji ontologicznych naleza:

DV  xeV & xex X jest przedmiotem
DA xeA & xexN~xex X jest przedmiotem-sprzecznym
Dn  xeny <> xex/\~xgy X jest nie'y
Dex ex(x) > Zz(zex) X istnieje
Dsol sol(x) <> Mzu(zex \usx — zeu) istnieje-co-najwyzej-jedno x
Dc xcye Hz(zgx -z y) X zawiera-sig-w'y
D= x=y¢© (xg yA ygx) X jest-identyczne-z y

torem kategorii n/n. Relacj¢ F, sprz¢zong z nazwa relatywna f, wprowadzatyby wowczas definicja:
xFy & xefy.

" Na przyktad wyrazenie a jest ojcem-b przy takim podejéciu traktowane byloby jako wtérne
wobec a jest-ojcem b. W pierwszym przypadku mamy do czynienia z funktorem ojciec (n/n), w dru-
gim za$ z relacja jest-ojcem (s/nn). Wyraznym zwolennikiem tego stanowiska jest Peter Thomas
Geach. Zob. np. P.T. G e ach, Nazwy a identycznosé, ,,Studia Semiotyczne”, 6 (1975), s. 125-131.

8 Praca ta byla referowana na XVII Konferencji Zastosowania logiki w filozofii i podstawach
matematyki, Szklarska Poreba, 7-11 V 2012 r., zorganizowanej przez Instytut Matematyki Uni-
wersytetu Slaskiego, Instytut Matematyki Uniwersytetu Opolskiego oraz Katedre Logiki i Metodo-
logii Nauk Uniwersytetu Wroctawskiego. Inspiracja do zajecia si¢ tym problemem byt referat Dys-
kretny urok rachunku relacji Jacka Havranka (wygloszony rok wczesniej podczas XVI Konferencji,
Szklarska Porgba, 9-13 V 2011 r.).

°Za wstep do ontologii elementarnej moze stuzyé: J. Stupecki, St. Lesniewski’s calculus of
names, ,,Studia Logica” 3 (1955), s. 7-70.



ONTOLOGIA ELEMENTARNA I KLASYCZNY RACHUNEK RELACII 29

Do regut wtérnych tego systemu nalezg z kolei:

R1  xey/xex
R2  xeyNyez/xez
R3  xeyNyez/ yex

oraz reguta ekstensjonalnosci dla identycznosci'’:
REI x=y/¢(x)—>¢(y)

Klasyczny rachunek relacji. Aksjomatyke dla klasycznego rachunku relacji
(KRR) zaproponowat Alfred Tarski'':

B1 aVb
B2 ~dAb
B3 a=a

B4 aRbAb=c— aRc

B5 arbo~a=b

B6  aRb <>~ aRb

B7  aRb <> bRa

B8 aR + 8b < aRbv aSh

B9  aRxSb < aRb A aSh

B10 aR® Sbh <> Tlc(aRe v cSh)
Bl1l aR® Sb <> Zc(aRc A cSh)
B12 R=S <> Mab(aRb <> aSh)

Aksjomaty B1 i B2 wprowadzaja odpowiednio pojecia relacji uniwersalnej i re-
lacji pustej. Z kolei, B3 i B4 charakteryzuja relacj¢ identycznos$ci: pierwszy jest
aksjomatem klasycznej teorii identycznosci, a drugi to szczegolna posta¢ aksjo-
matu ekstensjonalnosci dla identycznosci (klasyczna teoria identycznosci). Aksjo-
maty B5,B6 i B7 wprowadzaja odpowiednio pojecia: nieidentycznosci (réznosci)
dla indywiduéw oraz funktory negacji i odwrotnosci (konwersu) dla relacji. B8
1 B9 definiuja sumg i iloczyn relacji. Z kolei B10, B11 i B12 wprowadzaja
odpowiednio pojecia: sumy wzglednej relacji, iloczynu wzglednego relacji oraz
identycznosci relacji.

W jej dowodzie jest wykorzystywana definicja: xestsflp/ <> xex Ap(x).

1 7Zob. A. Tarski, On the Calculus of Relations, ,,The Journal of Symbolic Logic” 6 (1941),
No. 3, s. 73-89, tu s. 75 n. Zmieniamy cz¢$ciowo symbolike i opuszczamy kwantyfikatory ze-
wngtrzne. Zmienne a, b, ¢ reprezentuja tu indywidua.
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Tarski podkresla tam rolg Ernsta Schrodera w systematycznym badaniu teorii
relacji'”.

Sylogistyka z terminami negatywnymi i sylogizmami uko$nymi. Na aksjo-
matyke sylogistyki z terminami negatywnymi i sylogizmami uko$nymi (SNU)
sktadaja si¢ formuty':

Cl  xannx

C2 ex(x) — ~ anx
C3  mxany — yax
C4  xay/Nyaz —> xaz
C5  xay > fxafy

Do jego regut specyficznych naleza: reguta podstawiania dla nazw i reguta pod-
stawiania dla funktorow typu f (o kategorii n/n). Zgodnie z regula podstawiania
dla tych funktorow, jezeli /i g sa funktorami kategorii n/n, roznymi od negacji
nazwowej oraz a(fx) jest teza systemu, to teza systemu jest o(gx) jako rezultat
podstawienia g za f, we wszystkich wystapieniach f'w formule o. Pozostate funk-
tory sylogistyczne sa zdefiniowane w klasyczny sposob.

Do tez specyficznych systemu naleza'*:

xay/\ fyaz — fxaz [C4(fx/x, fyly),C5]
xay \yafz — xafz [C4(fz/2)]
xafy /\ yaz — xafz [C4(Wyly, fz/2),CS5]

12 Zob. E.Schroéder, Algebra und Logik der Relative (Vorlesungen iiber der Algebra der
Logik (exakte Logik), Leipzig: Teubner Verlag 1885.

1 Jest to stabsza wersja systemu przedstawionego w: E. Wojciechowski, Sylogizmy
ukosne, ,,Roczniki Filozoficzne” 37-38 (1989-1990), z. 1, s. 337-343, s. 339. Pierwsze cztery aksjo-
maty tam przyjmowane to aksjomatyka sylogistyki z terminami negatywnymi (Wedberg-Iwanus):
xannx, ~ xanx, nxany — yax, xay /\ yaz — xaz. Zob. tez: E. Wojciechowski, Bezkwantyfika-
torowy rachunek nazw z sylogizmami ukosnymi, [w:] J. Malinowski, A. Pietruszczak
(red.), Wokdl filozofii logicznej, Torun: Wydawnictwo UMK 2004, s. 123-131.

"4 Byly one przyjmowane wczesniej jako aksjomaty. Na ich zalezno$é od aksjomatow C4 i C5
zwrocil mi uprzejmie uwagg jeden z recenzentow.
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2. IDEA

Majac na uwadze intuicyjnos¢ aparatury pojeciowej klasycznego rachunku
relacji zaproponujemy przeniesienie tych poje¢ na grunt ontologii elementarne;j,
przy uprzednim rozszerzeniu jej jezyka.

Celem pracy jest zbudowanie bardzie adekwatnego narzedzia do analizy
jezyka naturalnego. Przy okazji, konstrukcja ta uwzgledni pewne stare idee zwia-
zane z tzw. sylogizmami ukosnymi i obejmie swym zasiegiem powyzej naszkico-
wang sylogistyke z terminami negatywnymi i sylogizmami uko$nymi.

3. ONTOLOGIA ELEMENTARNA Z RELACJAMI

Na stownik ontologii elementarnej z relacjami (OER) sktadajg si¢:

1) zmienne nazwowe —x,y,z (z indeksami lub bez),
2) zmienne funkcyjne —1.g,h (z indeksami lub bez),
3) zmienne relacyjne —R,S,T (z indeksami lub bez),
4) funktory logiczne: ~ — kategorii s/s
AV, — <> — kategorii s/ss
5) state nazwowe: V.A — kategorii n
6) state funktorowe:
funktor specyficzny: ¢ — kategorii s/nn
funktory definiowane:
ex,sol — kategorii s/n
n — kategorii n/n
B — kategorii (s/nn)/n(s/nn)
| — kategorii (s/nn)/(s/nn)n
L — kategorii (s/nn)/n(s/nn)n
’ — kategorii n/(s/nn)
* — kategorii (n/n)/(s/nn)
c,=#,V,A — kategorii s/nn
, — kategorii (s/nn)/(s/nn)
— — kategorii s/(s/nn)(s/nn)
+,%X,®,® — kategorii (s/nn)/(s/nn)(s/nn)
7) kwantyfikatory: L%,

8) nawiasy: ().
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Za pomocg symbolu oznaczamy tu odpowiednio funktory: lewostronnego
ograniczenia (_|), prawostronnego ograniczenia (| ) i obustronnego ograniczenia
(]| ) dla relacji. Znak ‘> markuje obecnos¢ argumentu nazwowego. To, z jakim
z tych trzech funktoréw mamy do czynienia, jest okreslone przez kontekst.
Pojecie formuty systemu okresla si¢ tu w standardowy sposob.

System ten jest rozszerzeniem system SNU. Jest on rowniez rozszerzeniem
systemu OE o regule podstawiania dla symboli relacyjnych.

Liste definicji wzbogacimy o funktor réznosci:

G|’

D# x#zyo~x=y

Wprowadzimy tez funktory lewostronnego, prawostronnego i obustronnego
ograniczenialsz

D| xy|Rz <> xeyANxRz xR|zy <> Ry/N\yez xy|R|uz > xeyN\xRz/\yeu
Przyjmiemy rowniez definicj¢ funktora odrelatywizowania:
D’ xeR > xex/\Xz(xRz)

Funktor odrelatywizowania jest funktorem nazwotwoérczym o Kkategorii n/
(s/nn)'°. Nazwy utworzone za pomoca tego funktora bedziemy nazywali nazwami
odrelatywizowanymi.

W literaturze spotykamy si¢ rowniez z nazwami/orzecznikami/terminami

. 17 . . .. . .

wzglednymilrelatywnymi . Naleza do nich np. ojciec Piotra czy nauczyciel Pla-
tona. Nazwy te sa tez wtdrne wobec nazw relacji. Funktor wchodzacy w sktad
tego typu orzecznikéw bedziemy nazywali funktorem relatywnym'®:

D*  xeR*<> xex/N\Zz(xRz/\zey)

'3 Przyjmujemy tu notacje Mostowskiego (Logika matematyczna, Warszawa—Wroctaw: Osso-
lineum 1948, s. 130). Czlony typu x4 sa tam oddawane, z uwagi na przyjmowana klasyczng teori¢
klas, przez x € 4.

1 Termin odrelatywizowanie zaproponowat Peter Thomas Geach w artykule Nazwy a iden-
tycznosé (,,Studia Semiotyczne” 6 (1975), s. 125-131, tu s. 128). Geach traktuje tam funktor jedno-
argumentowy (predykat) jest-ojcem(x) za wtérny w stosunku do funktora dwuargumentowego
(odnoszacego si¢ do relacji): x jest-ojcem y. Proponowany tu symbol funktora odrelatywizowania (*)
ma wskazywacé na to, ze mamy tu do czynienia z derywatem (oderwaniem) od frazy typu xRy.

7 Zob. W tej sprawie zob. np. Cz. Cze zo w s ki, Logika, Warszawa: PZWS 1949, s. 434, oraz
J.Regner, Logika, Krakow: PTT 1973, s. 49.

'8 Na gruncie klasycznej teorii klas mozna by powiedzieé, ze za pomoca tego funktora two-
rzymy obraz y dany przez relacje R. Por. M o s t o w s k i, Logika matematyczna, s. 130 n.
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Funktor ten, w odréznieniu od funktora odrelatywizowania (o kategorii n/(s/nn)),
jest kategorii (n/n)/(s/nn).
Bezposrednig konsekwencja tych definicji jest:

Tl  xeR*y <> xeR|y’ [D*,D[,D’]
Przyktadami nazw relatywnych spetniajacych T1 sa: syn malarza, glowa konia
czy aksjomatyka systemu. W przypadku gdy y jest nazwg jednostkowa (yey),
definiens tego funktora — na gruncie OER — jest rOwnowazny xex/\xRy. Do tez

systemu naleza':

T2a  xeR*y/\yey - xex/\xRy

Dem.
Hp(2) —
2z
(3) xex/A\xRz/\zey [1,D*]
(4) xex (3]
(5) xRz [3]
(6) zey (3]
(7) yez [2,6xR3]
®8) z=y [6,7,D=]
(9) xRy [5,8xREI]
(10)T [4,9]
T2b xexNyey\xRy — xeR*y
Dem.
Hp(3) —
(4) xRy/Nyey [2,3]
(5) Zz(xRz/\zey) [4,0E]
©6) T [1,5,D*]
T2  yey > (xeR* y <> xex \xRy) [T1a,T1b]

Nazwami relatywnymi spelniajacymi T2 sa np. ojciec Jana i autor ,,Pana
Tadeusza ™.

19 Wyrazenie ,,z”, wystepujace w wierszach dowodowych jest skrotem wyrazenia ,,zatozenie”.
Symbole Hp(...) i T znacza tu odpowiednio: zafozenie(liczba przestanek) oraz teza = dowodzony
nastgpnik implikacji.
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Udowodnimy twierdzenie:

Twierdzenie 1. System SNU zawiera sie w OER przy regule translacji RT:
p(sat)=sct
o(nt)=nt
(p(ex(t)) =ex(?)
o(a(f))=2z(zex) Np(a(R*x)), gdzie R* jest odpowiednikiem /
P(~ D)=~ (D)
P(OOY) = (D) p(W), gdzie [J jest dowolnym spdjnikiem lo-

gicznym.

W dowodzie tego twierdzenia nalezy pokazaé, ze aksjomaty pierwszego z syste-
méw sa tezami drugiego z nich przy powyzszej regule translacji:

T3 xcnnx (=@C1) [RT,OE]
T4 ex(x) —>~XxXChnx (=pC2) [RT,OE]
TS mxcny—oycx (=@C3) [RT,OE]
T6 xcyANycz—o>xcz (=¢pC4) [RT,OE]
T7 xcy—->R*xcR*y (=¢C5)
Dem.
Hp(1) —
Iz
(2a) zeR*x [z]
(2b) Zu.zez \zRu N\uex [2a,D*]
(2¢)  zez [2bxR1]
(2d) zRu/Nuex [2b]
(2e) zRu/\usgy [1,2d,0E]
(2f) zeR*y [2c,2e,D*]
(2) Tlz(zeR*x —> zeR*y) [2a — 2f]
3 T [2,D<]

Konczy to dowod tego twierdzenia.

Do systemu OER wprowadzimy definicyjnie state relacji uniwersalnej 1 relacji
pustej oraz funktory negacji relacji, konwersu relacji, inkluzji relacji i1 identycz-
nosci relacji:

DV xVyoxcVAycV relacja uniwersalna
DA xAyoxcANycA relacja pusta
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D xRy <> ~ xRy negacja relacji
D~ xRy <> yRx konwers relacji
D& RES o Ixy(xRy — xSy) inkluzja relacji
D= R=S < Ixy(xRy <> xSy) identycznos¢ relacji

Przyjmiemy rowniez funktory sktadania relacji — iloczynu, sumy, iloczynu wzgled-
nego i sumy wzglednej:

Dx  xRxSy <> xRy A\xSy iloczyn relacji
D+ xR+Sy < xRyVxSy suma relacji
D® xR®Sy<>Zz(xRz/\zSy) iloczyn wzgledny relacji
D® xR® Sy <> Ilz(xRzVzSy) suma wzgledna relacji

Wzmocnienie OER. Rozszerzymy jezyk systemu OER o zmienne nazwowe
indiwiduowe (a,b,c — z indeksami lub bez).

Przez wzmocniona ontologie elementarna z relacjami (OER*) rozumiemy tu roz-
szerzenie OER o aksjomat:

A2  aega

Reguta podstawiania za zmienne nazwowe jest tu odpowiednio rozszerzona:

(1) za zmienne nazwowe mozna podstawia¢ zmienne nazwowe, stale nazwowe
i zmienne nazwowe indywiduowe.

(2) za zmienne indywiduowe mozna podstawiaé tylko zmienne indywiduowe.

Pozostale reguly sa takie same jak w systemie OER.

Na mocy aksjomatu A2, wszystkie nazwy indywiduowe sa referencjalnymi na-

zwami jednostkowymi.

Udowodnimy twierdzenie:

Twierdzenie 2. KRR zawiera sie inferencyjnie w OER*

Biorac pod uwage fakt, ze odpowiednikami aksjomatéw B5-B12 sa na gruncie
OER odpowiednio definicje D=,D , D", D+, Dx,D®,D® i D=, uzyskuje-
my w OER* odpowiedniki tych aksjomatéw przez zastgpienie w tych definicjach
zmiennych nazwowych zmiennymi indywiduowymi. W dowodzie tego twierdze-
nia wystarczy pokazaé, ze pozostate aksjomaty specyficzne systemu KRR (B1-
B4) sg tezami OER*. Ma to istotnie miejsce:
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T11 aVb (=BI) [DV, OE]
T12 ~aAb (=B2) [DA, OE]
T13 a=a (=B3) [A2,D=]
T14 aRbAb=c —>aRc (=B4)
Dem.
Hp(2) — B
(3)  bRa [1,D7]
(4)  bec/Nceb [2,D=]
(5) beb [4,0E]
(6) ceb/\beR'a [3,4,5,D']
(7)  ceRa [6xR2]
(8) cRa [7,D']
9 T [8,D7]

Konczy to dowdd tego twierdzenia.

4. UWAGI KONCOWE

Wyniki. W pracy rozszerzono system ontologii elementarnej o zmienne relacyjne
1 zdefiniowano poje¢cia klasycznego rachunku relacji. Tak wzbogacona ontologia
elementarna (OER) staje si¢ wygodniejszym narzedziem do analizy jezyka natu-
ralnego.

W badaniach jezyka naturalnego wazne jest rdwniez rozrdznienie migdzy na-
zwami odrelatywizowanymi a nazwami relatywnymi (zwanymi rowniez relatywa-
mi). Odpowiadajace im funktory — tworzace nazwy z wyrazen zawierajacych rela-
cje — zostaty tu formalnie zdefiniowane.

Pokazano, ze sylogistyka z terminami negatywnymi wzbogacona o tzw. sylo-
gizmy ukosne (SNU), ktora uwzglednia nazwy relatywne, jest fragmentem onto-
logii elementarnej z relacjami (Twierdzenie 1).

Zasadnicza réznica migdzy klasyczna teoria relacji a rachunkiem nazw, jakim
jest ontologia elementarna, polega na tym, ze ta pierwsza jest zbudowana w jgzy-
ku klasycznej teorii predykatow, jezyku z waskim rozumieniem kategorii nazw
(nazwy to tylko nazwy referencjalne jednostkowe), a druga, jako fragment onto-
logii Lesniewskiego, jest zbudowana w jezyku z szerokim rozumieniem kategorii
nazw.

Jezeli wyréznimy w ontologii elementarnej tzw. nazwy indywiduowe (referen-
cjalne nazwy jednostkowe), tj. przez rozszerzenie jej jezyka przez wyrazng dys-
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tynkcje tej kategorii nazw™ i zapewniajac sobie ich referencjalnosé¢ (niepustos¢)
przez przyjecie dodatkowego aksjomatu (A2), uzyskamy wzbogacong ontologi¢
elementarng z relacjami (OER*). W pracy udowodniono, ze klasyczny rachunek
relacji jest fragmentem tak wzbogaconej ontologii elementarnej z relacjami
(Twierdzenie 2).

Perpektywy. Bardziej adekwatnym narzgdziem do analizy jezyka naturalnego
bylby pewien fragment ontologii elementarnej wzbogacony o funktory kwantyfi-
kujace (substytuty kwantyfikatorow) — tzw. bezkwantyfikatorowy rachunek
nazw®'. Na grunt takiego rachunku mozna w sposob analogiczny przenies¢ wpro-
wadzone tu pojecia klasycznego rachunku relacji.

Podzigkowania. Sktadam podzigkowania anonimowym recenzentom, ktorych
uwagi przyczynily si¢ do udoskonalenia tego tekstu.
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ELEMENTARY ONTOLOGY
AND THE CLASSICAL CALCULUS OF RELATIONS

Summary

The notion of relation is one of the most important concepts present in our language.

This study propose some extension of elementary ontology (OE) for relational variables and
defining in his framework the concepts of the classical calculus of relations. Such enriched
elementary ontology (OER) is a better tool for the analysis of natural language.

It is shown that syllogistic with the negative terms enriched by so called oblique syllogisms
(SNU with the axioms C1-C5) is a fragment of OER system (Theorem 1).

The OER system is enriched next with individual variables (a,b,c) and by assuming the
individual term referentiality (axiom A2) we obtain OER* system. The Proof that the classical
calculus of relations (KRR) is a part of the system OER* (Theorem 2) is given.

Summarised by Eugeniusz Wojciechowski

Stowa kluczowe: ontologia elementarna, systemy Lesniewskiego, sylogizmy ukosne, klasyczna
teoria relacji.
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