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1. WPROWADZENIE

Relacja czgsci do catosci juz od starozytnosci byta zrodlem zainteresowan
wielu uczonych. Arystoteles w czwartej ksigdze Fizyki rozréznit osiem rodzajow
relacji ,,bycia w” lub tez ,,czgsci do catosci” [2]. Podstawowa kwestia bylo roze-
znanie, czy czgs¢ jest ,,w” catosci (zatem interesuje nas lokalizacja przestrzenna),
czy tez jest nieodzownym elementem catosci, tzn. czy catos$¢ jest wyczerpywana
przez swoje czegsci. Oznacza to postawienie sobie pytania, czy czgs¢ okresla rela-
cj¢ catosc-czgse czy czes$é-catosé, np. czy dom to tylko Sciany, fundament i dach,
czy co$ wigeej. Arystoteles przeanalizowat relacje czescé-catos¢é zarowno w eks-
tensjonalnym, jak i intensjonalnym znaczeniu, w sensie zawierania klas oraz
zawierania poje¢, np. krowa jako gatunek jest czgscia gatunku ssakow, ale takze
jej geny sa czgscia gatunku ssakdéw, poniewaz ssak to czes¢ sktadajaca si¢ na
pojecie krowa [2]. Taka dwuplaszczyznowa analiza zostata przyjeta przez wielu
autoréw, m.in. przez Tomasza z Akwinu, Lebniza, Brentana, etc.

Relacja czesc-catosc jest rowniez bardzo wazna dla metafizyki i logiki. Leib-
niz wyodrebnit dwa zasadnicze rodzaje tej relacji [4]: pierwsza z nich to ta, w kto-
rej czgsci mogg istnie¢ bez powigzania z catoscig. Takie obiekty Leibniz nazywa
»agregatami”. W tym przypadku calos¢ to prosta suma swoich czgsci, np. stos
kamieni jest sumg poszczegdlnych kamykow sktadajacych si¢ na niego. Z mate-
matycznego punktu widzenia mozna uwazac ten stos kamieni za klasyczny (Can-
torowski) zbidr kamieni. Drugi rodzaj catosci proponowany przez Leibniza to ten,
w ktérym czesci sq ze sobg istotnie powigzane: komputer nie bylby komputerem,
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gdyby pozbawi¢ go pamigci czy procesora, tak samo cztowiek nie bylby czto-
wiekiem, gdyby byl tylko suma swoich czgs$ci bez wziecia pod uwage relacji
mi¢dzy nimi.

Jak wida¢, pojecie catosci jest $cisle powigzane z pojeciem zbioru. Stanistaw
Lesniewski [12], stynny polski logik ze szkoty Iwowsko-warszawskiej, rozroznit
dwa zasadnicze pojg¢cia zbioru: w sensie dystrybutywnym (wedtug idei Cantora)
oraz w znaczeniu kolektywnym. Zbior w sensie dystrybutywnym to pojgcie abs-
trakcyjne. Okresla ono pewng catos¢, ktora jest zawsze mozliwa do utworzenia
z dowolnych elementow. Proces tworzenia zbioru jest zatem dokonywany jakby
,»0d dotu”: najpierw wybieramy elementy, a w nastgpnym kroku grupujemy je
w cato$¢, nazywajac ten nowo utworzony obiekt zbiorem. W sensie kolektywnym
natomiast zbidr to catos¢ utworzona ze swoich czgsci. Perspektywa postrzegania
catosci jest zatem zupetnie odmienna: najpierw widzimy obiekt integralnie, jako
catos¢, a dopiero w nastgpnym kroku wyrdzniamy jego czesci. To rozrdznienie
migdzy dwoma rodzajami catosci jest powiazane z pojeciem podzielnosci i roz-
dzielania. Juz sam Cantor zauwazyl pewien paradoks w jego pojeciu zbioru. Zbidr
liczb rzeczywistych, ktorego obrazem jest prosta, nigdy nie bedzie zwykta suma
swoich punktéw. Trzeba wzia¢ pod uwage takze relacje migdzy nimi. Dlatego,
z tego punktu widzenia, teoria zbioréw kolektywnych, nazywana inaczej mereo-
logia, jest teorig ciekawa.

Mereologia ekstensjonalna — EM (z ang. extensional mereology) — w oryginal-
nym ujeciu Lesniewskiego [12] zostata ufundowana w oparciu o pojecie relacji
bycia czgscia, ktéra czgsciowo porzadkuje uniwersum obiektéw (relacja jest zwrot-
na, antysymetryczna i przechodnia). Teoria ta zostata dos¢ szczegotowo przebadana
przez wielu autorow: [9], [16], [6], [23], [19]. Udowodniono, Ze jest to model
odpowiadajacy algebrom Boole’a bez zera, tzn. ze w tym modelu nie istnieje
element najmniejszy. Nie istnieje natomiast systematyczna analiza modelu mereo-
logii nieekstensjonalnej — NEM (z ang. non-extensional mereology) — tzn. takiej,
w ktdrej relacja pierwotna nie musi czgsciowo porzadkowaé uniwersum obiektow
(nie chodzi nam tutaj o znane algebraiczne podejscie przez wprowadzenie relacji
réwnowaznosci 1 operowaniu na klasach abstrakeji tej relacji [21]). Fragmenta-
ryczne, nieformalne opracowania mereologii nieekstensjonalnej zostaly opisane
przez [8], [24], [7], nie ma natomiast systematycznego opracowania tej teorii.
P. Simons [19] wspomina przypadek mereologii nieekstensjonalnej, analizujac sy-
metryczng relacj¢ koincydencji. A. Cotnoir [7] podaje ogdlng deskrypcje takiego
modelu, zatrzymujac si¢ na problemie nierozréznialnosci elementow [24]. Niniejsza
praca zatem pragnie by¢ przyczynkiem do bardziej kompletnej analizy takich mo-
deli. Nie wyczerpuje ona oczywiscie wszystkich mozliwosci modeli nieklasycz-
nych, ale pragnie zaoferowa¢ formalny i systematyczny opis takiej teorii.
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Przez mereologi¢ nieekstensjonalng zatem bedziemy rozumieli teorie, w ktdrej
relacja pierwotna, odpowiednik relacji bycia czescia, jest tylko quasi-porzadkiem,
tzn. nie jest spelniony warunek antysymetrycznosci. Aby przeanalizowac t¢ teo-
ri¢, w rozdziale drugim zajmiemy si¢ pojgciem réwnosci i identycznosci obiektow
matematycznych w zwigzku z analiza pojecia ekstensji. Rozdziat trzeci to formal-
ny opis modelu mereologii nieekstensjonalnej ukazujacy, ze odpowiada on algeb-
raicznej strukturze kraty. W rozdziale czwartym kontynuujemy formalng analize,
wprowadzajac relacje porzadku kratowego i dowodzac, ze pelny model mereo-
logii nieekstensjonalnej odpowiada, pod pewnymi warunkami, kracie implika-
tywnej z jedynka [18]. Praca konczy si¢ krotkim podsumowaniem i dyskusja
wynikow.

2. EKSTENSJA A IDENTYCZNOSC OBIEKTOW

Na gruncie nauk S$cistych, w teorii mnogosci, pojecie identycznosci obiektow
wyraza Aksjomat Jednoznacznosci (Ré6wnosci zbiorow), ktory orzeka, ze kazdy
zbidr, czyli matematycznie obiekt zbudowany ze swoich elementdw, jest jedno-
znacznie wyznaczony przez swe elementy. Oznacza to, ze dwa zbiory sg rowne
(tzn. matematycznie identyczne, czyli sa tym samym zbiorem), jesli maja te same
elementy [10], [17]. Zasadg¢ rownosci zbiorow mozemy zatem formalnie zapisac
nastgpujaco:

Aksjomat 2.1 A=B=Vx:(xe A=xe B)'

Z zasady tej wynika, ze zbiory {a},{a,b},{a,b,c} itd. sa wyznaczone jedno-
znacznie przez swoje elementy, tak wigc dla dowolnego a istnieje doktadnie
jeden zbidr, ktérego jedynym elementem jest a, itd. Zupelie inaczej jest w przy-
padku zbioréw kolektywnych — mereologicznych. Zbidr wcale nie musi by¢ wy-
znaczony jednoznacznie. Europa, moze by¢ zbiorem swoich panstw, ale rowno-
czesnie zbiorem krain geograficznych pomig¢dzy Uralem a Oceanem Atlantyckim.

Na gruncie teorii aksjomatycznych réznica miedzy teoria mnogosci a teorig
zbiorow kolektywnych wyplywa przede wszystkim z poje¢ pierwotnych tych
teorii [17], [15] oraz z przyjetych aksjomatéw. W przypadku teorii mnogosci
mamy do czynienia z relacja przynaleznosci — €, ktéra jest relacja przeciw-

"W niniejszej pracy bedziemy si¢ postugiwali jezykiem logiki pierwszego rzedu ze zmiennymi
indywiduowymi oznaczanymi matymi literami alfabetu tacinskiego.
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zwrotng i nie jest relacja przechodnia®. W mereologii klasycznej oryginalna
relacja pierwotng przyjeta przez Lesniewskiego byta relacja bycia czescia® — C,
ktora jest relacja czg$ciowego porzadku (zwrotna, antysymetryczna i prze-
chodnia’), i ktéra jest synonimem przynaleznosci elementu do zbioru. Mozna
ugruntowaé mereologi¢ takze w oparciu o inne pojecia pierwotne, np. na relacji
bycia czescia whasciwa [16], czy na relacji nakladania [11], czy tez na relacji
roztacznos$ci [16], [11], [19], [9]. W tej pracy przez mereologi¢ (= mereologi¢
ekstensjonalna) bedziemy zawsze rozumieli teorie, w ktorej relacja pierwotng jest
relacja bycia czgscig — C .

Mereologia dopuszcza istnienie obiektow jednakowych, tozsamych, ale skta-
dajacych si¢ z réznych czesci. Takze tu istnieje tak zwana zasada eksten-
sjonalnosci [24], ktéra bardzo przypomina Aksjomat réwnosci zbiorow:

Aksjomat 2.2. Jezeli x i y sq obiektami zlozonymi posiadajqcymi te same czesci
wlasciwe, wtedy x jest tym samym obiektem co y .

Zasada ekstensjonalnosci odpowiada kryterium identycznosci dla obiektow
ztozonych, tzn. posiadajacych czesci wlasciwe. Majac dwa identyczne obiekty x
1 y, na podstawie nierozréznialnosci obiektéw identycznych, to, co jest praw-
dziwe dla x, powinno by¢ tez prawdziwe dla y, np. bryla gliny i posag zrobiony
z gliny. Wydaje si¢ naturalne uwazaé, ze maja one te same czgsci wlasciwe, lecz
nieprawda jest, ze wszystko to, co jest prawda dla bryly, jest tez prawda dla
posagu, np. brylg mozna sptaszczyé, a posagu — nie. Z tych przyczyn niektdrzy
autorzy odrzucajg zasade ekstensjonalnosci [4].

Odnosnie do identycznosci obiektow sam tworca mereologii, Stanistaw Les-
niewski, wyodrebnit trzy rézne pojecia identycznoSci: identycznosci indywiduow,
stabej identycznosci 1 mocnej identycznosci. Na gruncie Ontologii Elementarnej
[13], [14], [1], zaktadajac, ze nie ma nazw pustych, Le$niewski stworzyt model,
w ktérym jesli wyrazimy funktor € jako matematyczny funktor inkluzji <,

% Formalnie zapiszemy to nastepujaco:
Vx:—=(x€ x)
Vx,y,z:—~(x€ yAy€ z=XxE€E 2)
® Przez Lesniewskiego nazywana ingrediensem. Lesniewski uzywa pojecia czeéci jako synoni-
mu czesci wlasciwej. W niniejszej pracy pojecie czgsci bedzie si¢ zawsze odnosi¢ do czgsci nie-
wlasciwej.
Wx:xCx
V,y(xEyAayCx=x=y)
Vx,y,z(xCyAyCz=xLC z2)
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wtedy obiekty jednostkowe — indywidua beda singletonami, a nasze uniwersum —
niepusta rodzing zbioréw. W ogdlnosci, w teorii mnogosci zaklada sig, ze
elementy nie sg zbiorami (jesli nie dzialamy na rodzinach indeksowanych), gdyz
prowadzi to do sprzecznosci. W takim kontekscie mozemy wprowadzi¢ atomowg
strukture algebry Boole’a (z singletonami jako atomami), definiujac funktory:
sumy, iloczynu i roznicy zbioréw [20], [9]. Kontynuujac, wprowadzamy funktor
»=; — odpowiednik funktora identycznosci ,,=”, bedacego funktorem dla
indywidudw [VU,W.(UeX AWeX )= U =W], za ktorego pomoca definiuje si¢
pojecie stabej identycznosci dla obiektéw ztozonych:

X=,Y=VZ(ZeX =ZeY).

Natomiast w Ontologii nieelementarnej tworzymy funktory wyzszych rzedow,
ktérych argumentami moga by¢ rowniez inne funktory. Na tym poziomie zasada
ckstensjonalnosci gwarantuje nam, ze funktory stosowane do identycznych argu-
mentow daja identyczne obiekty, co w konsekwencji prowadzi do zasady Leib-
niza: X =Y =XeV AYeV /\V(p.((p(X) = (p(Y)) , gdzie X,Y — to obiekty, V —
zbidr nazw, a ¢ — predykat.

Przy pewnych dodatkowych zalozeniach, w strukturach mereologicznych zasada
ekstensjonalnosci jest konsekwencja tzw. Mocnej Zasady Uzupetniania, czyli faktu
ktéry glosi, ze jesli jeden obiekt nie jest cze$cia drugiego, to pierwszy z nich
zawiera czesC, ktora nie przecina si¢ z drugim. Jak zobaczymy w dalszej czesci
pracy, fakt ten wcale nie nie musi zachodzi¢ w mereologii nieekstensjonalnej.

W niniejszej pracy zatem, zajmujac si¢ mereologia nieekstensjonalna, dopusz-
czamy takie przypadki, kiedy nasze uniwersum obiektow A moze sktadac sig
tylko z dwoch obiektow {a,b}. Relacja pierwotna jest zmodyfikowana relacja
bycia czgScia, ktdra oznaczymy symbolem ,,<\” oraz moze zachodzi¢ warunek:
(a<bab<a) dla roznych obiektéw a,b . Bedziemy stosowa¢ male litery alfa-
betu tacinskiego do obiektow oraz wielkie — do zbiorow. Potraktujemy mereologi¢
jako teori¢ nieelementarna, tzn. obok zmiennych indywiduowych beda wystepo-
waly rowniez zmienne przebiegajace zbiory obiektdw. Dodatkowo wykluczamy
przypadek, kiedy uniwersum M zlozone jest tylko z jednego obiektu (card M >1).

3. MEREOLOGIA NIEEKSTENSJONALNA — NEM

Niech < oznacza relacj¢ binarng, a M bedzie dowolnym, niepustym, przy-
najmniej dwuelementowym zbiorem obiektow. Niech relacja < bedzie relacja
zwrotng i przechodnia, czyli spetnia nast¢gpujace dwa warunki:
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Aksjomat 3.1.
(NEM1) Vx x<x
(NEM3) Vx,y,z (xdyAy<z=>xdz)

Bezposrednia konsekwencja tych wlasnosci jest nastepujaca zaleznosé:
Whiosek 3.1. xdy=Vz (zdx=2zdy)

Whiosek 3.1 jest rownowazna formula wyrazajaca wtasnos¢ przechodniosci
dla relacji < i wyplywa bezposrednio z praw rozdzielnosci dla kwantyfikatora
ogolnego.

A zatem x jest czgécia y-a wtedy i tylko wtedy, gdy kazda czgs¢ x-a jest
czgscig y -a.

Za pomoca relacji <, bedacej nieekstensjonalnym odpowiednikiem mereo-
logicznej relacji bycia czgscig, zdefiniujemy trzy inne relacje, majagce réwniez
swoje odpowiedniki w mereologii ekstensjonalnej. Pierwsza z tych relacji to
relacja naktadania, okreslajaca zachodzenie na siebie obiektow i stwierdzajaca, ze
dwa obiekty naktadaja si¢ (badz przecinaja), jesli istnieje obiekt, ktdry jest czgscia
zarowno jednego jak i drugiego:

Definicja 3.1. Relacjq przeciecia lub naktadania nazywamy relacje ,,0”
spelniajqcq zalozenie: xoy=3z (z<dx A zdy).

Kolejna relacja, to relacja roztacznosci, ktora orzeka, ze dwa obiekty x i y sa
rozlaczne, jesli nie istnieje zaden inny obiekt, ktéry bylby czescig zardwno x-a,
jaki y-a:

2

Definicja 3.2. Relacjq rozlqcznosci nazywamy relacje ,, 0 ”: x1y=—(xoy).
Trzecia relacja, to relacja czgsci wlasciwej stwierdzajaca, ze dany obiekt x
jest czgScia wlasciwa obiektu y, jesli x jest czg$cig y-ai x nie jest y-em.

Definicja 3.3. Przez relacje (odpowiednik relacji bycia czesciq wlasciwg) ,, <”
rozumiemy relacje: x <1y = (x dy A Xx# y).
Z Wniosku 3.1 oraz z prawa transpozycji otrzymujemy nast¢pujaca zaleznosc:

[xj{]yEElz (z<x A —(zﬂy))].



ALGEBRAICZNE ASPEKTY MEREOLOGII NIEEKSTENSJONALNE]J 111

Warunek zatem postaci [x Ay=3z(z<dx A 22 y)] jest warunkiem mocniej-

szym nie wynikajacym z aksjomatéw (NEM1) i (NEM3). Wezmy go jako dodat-
kowy aksjomat:

Aksjomat 3.2.
(NEM4) x4y =3z (z<dx A z1y)

Jest to odpowiednik tzw. Mocnej Zasady Uzupelniania — Strong Supplementation
Principle (SSP) w EM. Zasada ta jest niezalezna od charakteryzujacego EM czg¢s-
ciowego porzadku, tak samo w stabszej teorii — NEM. Jak pokazuje [9], w przy-
padku EM warunek ten implikuje tzw. Stabq Zasade Uzupeiniania — Weak Sup-
plementation Principle (WSP) — [x qy=>3z(z<ynzl x)] , ktora wraz z aksjo-
matami czgsciowego porzadku dla relacji = wymusza warunek antysymetrycz-
nosci (M2): [xE y A yCx= x=y|. W przypadku NEM, takie zalezno$ci weale
nie muszg mie¢ miejsca.

Przyktad 3.1 Niech M ={1,2,12,21} (Rysunek 1).

Wektory sq symbolem relacji <, a kierunek zawierania jest zgodny ze strzatkami.
Mamy nastepujqcy model: 1<12,2<12,1<121,2<21,12 ﬂ 21,21 ﬂ 12. W mo-
delu tym spetniona jest (WSP), ale nie jest spetniona (SSP) — nie istnieje element,
ktory bytby czesciq 12 oraz bylby rozlgczny z 21.

12 21

Rysunek 1.

W niniejszej pracy catkowicie pomijamy zatem postulat (NEM4). Wariacje mo-
delu NEM z uwzglednieniem warunkow: (SSP) i (WSP) sa przedmiotem innego
artykutu.

Model brany przez nas pod uwagg, tzn. para <M, <>, gdzie relacja < jest
quasi-porzadkiem (spetnia aksjomaty (NEM1), (NEM3)), oraz dodatkowy aksjo-
mat istnienia sumy — (NEMSY), o ktérym bedzie mowa na koncu tego rozdziatu,
bedzie przez nas nazywany struktura mereologiczna nieekstensjonalna.

Przeanalizujemy teraz kolejno wtasnosci NEM.
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Fakt 3.1. Dla dowolnych elementow x,y,z nalezqcych do M zachodzi:

(i) xox

(iify Xey=yex

(i) xJdy=>xoy

(V) x<y=Vz(zox=zoy)

(V) xoy=Vz(xdz=zoy)

(vi) xoy=3zVu [uozj(uww\uoy)}

ii) xly=ylx

viil) x1y=Vz (zdx=2z1y)

(X) (z<dxAazly)=xdy

(x) xAx

Dowad.

(1) X0 X =y 32 (z<dx).
Potézmy zatem z = x.Z (NEM1) otrzymujemy: x < x.

(i1)) Dowdd wynika bezposrednio z przemiennosci koniunkcji oraz z Def. 3.1.

(iii) xﬂyE(Wn,ll) Vz (zﬂx:zﬁy).
W szczegdlnosci dla z=x otrzymujemy: xJx=xJy. Stad dla
pewnego z: zdx Az<y,conamocy Def. 3.1 daje: xoy.

(iv) Zatézmy,ze x<y /\—|[‘v’z (zox= zoy)]. Zatem
xﬁy/\—{Vz (zox:zoy)]zxﬁy/\ﬂz (zoxA—zoy)
=x<dyAdz (zexazly).Skoro x<y,zWn. 3.1 otrzymujemy:
Vz(z<x=z<y), co daje nam sprzecznos¢.

(v)  Niech xoy/\—|[VZ (xﬂz:zoy)]
Zatem xoy/\—{‘v’z (xﬁlz:zoy)}sxoy/\ﬂz (x<zAzly)
= petany IM (MAxAamdy)ax<dz.
Z (NEM3) otrzymujemy: dm,z m<zAam<yAzly.
Na mocy Def. 3.1 3z zo y Az 1y, co daje nam sprzecznos¢.

(vi) ZDef. 3.1 mamy: xoy=3z (zdxAaz<dy).
Na mocy (iv) otrzymujemy: 3z [‘v’u (woz=uox)A(uoz=uo y)]
EEIZ{VM [uoz:(uox/\uoy)]}

(vi) ZDef. 3.2 x{y=—(xoy) S0 —(yox) =(Der.32) Y UX
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(vili) Zalézmy, ze ny/\—|[Vz (zﬂx:zly)] = e 32 (X0 V) A
3z [—|(—|Z§1xv22y):|:>x2y/\32 (zdxA—zly)
=3z (xtyrzdxa—zly)=> 3z (xlyaz<dxAzoy)
Soesn ZIm (xyAzdxam <Lz Am <L Y) S g
dm (x1yam<dxAam<y) = (Def. 3.1) (x1yAxoy),
co prowadzi do sprzecznosci.

(ix) Zatozmy,ze zxXAZIYAXLY = s 2V AZLY,
co prowadzi do sprzecznosci.

(x) Niech x<x.Namocy Def. 3.3 xdxAx#x,
co prowadzi do sprzecznosci i co konczy dowod catoscei.

O

Podsumowujac: relacja quasi-porzadku < pociaga za soba to, ze relacja na-
ktadania o jest zwrotna i symetryczna. Ponadto: jesli obiekt x jest czgscia obiek-
tu y,to x 1 y nakladajg si¢ oraz kazda czgs$¢ x-a jest czgscig y -a. Dodatkowo
relacja roztaczno$ci ! jest symetryczna oraz, jesli obiekty x i y sa roztaczne, to
kazda czes¢ x-a jest roztaczna z y -em. I na koniec, jesli x ma jakas czes¢, ktora
jest rozlaczna z y-em, to x nie jest czgscia y-a. Ostatni fakt orzeka, ze relacja
czesci whasciwej jest przeciwzwrotna.

Przez struktur¢ mereologiczng ekstensjonalng rozumiemy zazwyczaj parg
<M, C >, gdzie relacja T cze$ciowo porzadkuje uniwersum obiektéw. Struktury
te sa rownowazne strukturom <M, > [16], gdzie dla dowolnych elementow x,
v z M ,relacja CC jest asymetryczna i przechodnia:

CLhHxCy=>yEKZx

L) xCyAyCz=xCz

W NEM (z relacja < zdefiniowana jak w Definicji 3.3%), nie zachodzi wa-
runek (L1). Potozmy w miejsce relacji < relacj¢ T . Pokazemy, ze aksjomaty

> W mereologii ekstensjonalnej Definicja 3.3 jest rownowazna nastepujacej Definicji 3.4
Definicja34 xC y=xCyAy Zx
Niech: x T y A x # y . Z warunku antysymetrycznosci dla T otrzymujemy y Z X.
Zatemmamy xE y Ay Z X =45, XC .
Niech xC y Ay Z X . Znowu, z warunku antysymetrycznosci, otrzymujemy: X # ).
Zatem: XL YAXFE Y Sp35 X Y.
W mereologii nieekstensjonalnej, te dwie definicje nie pokrywaja si¢. Jest to przedmiotem
kolejnego artykutu.
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(NEM1) i (NEM3) nie implikuja (L1). Udowodnimy jednak najpierw twierdzenie
odwrotne:

Twierdzenie 3.1. W EM zachodzq warunki (L1) i (L2).
Dowad.

(L1) Niech xCyAayCx.
Z Definicji 3.3 czg$ci wlasciwej dla T otrzymujemy:
XEyAax#yAyCxax#y. Z (M2) otrzymujemy: X=YyAX#Y, CO
prowadzi do sprzecznosci. Zatem (M2) wymusza warunek (L1).

(L2) Niech xCyAyCz.
(*) Z Def. 3.3 otrzymujemy xC yAx#yAyCzAy#z.
Jesli z=x, wtedy na podstawie pierwszej czesci dowodu, (M2)
otrzymujemy x=y, co prowadzi do sprzecznosci. Zatem z # x . Korzy-

stajac w (*) z (NEM3) oraz Definicji 3.3, otrzymujemy warunek (L2),
co konczy dowdd.

O

Jak wida¢, w dowodzie obu warunkdéw niezbgdna jest zasada (M2), bez ktorej
nie jesteSmy w stanie udowodni¢ przechodniosci relacji . Z drugiej strony samo
tylko (L2) wystarcza do udowodnienia przechodniosci relacji <, gdyz wykorzy-
stujemy fakt, ze relacja identycznos$ci ,,=" jest przechodnia, warunku, ktéry nie
jest spelniony dla relacji przeciwnej ,, # ”. Spojrzmy na Rysunek 2:

Przyklad 3.2. (Rysunek 2) Niech M ={1,2,12,21}, 1<12,2<112,1<121,2<21.
Niech ponadto 12121 i 21<12. Poniewaz nie ma antysymetrycznosci dla
relacji <, nie mamy rownosci obiektow 12 i 21, ale, z Definicji 3.3, 12121
i 21 <12 . Spetniony jest zatem warunek (L2), ale nie jest spetniony warunek (L1).

12 21

Rysunek 2.
Spdjrzmy na kolejny przyktad:
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Przyklad 3.3. Niech M ={1,2} (Rysunek 3).

1<d2and 241. Poniewaz nie jest spetniony postulat (M2), taki model jest
dopuszczalny dla roznych elementow 1,2 . Z Definicji 3.3 wynika iz 112 A2 <1.
Zatem nie jest spetniony warunek (L1).

Rysunek 3.

Kolejna relacja charakterystyczng dla NEM jest relacja sumy. W réznych opra-
cowaniach, r6zni autorzy uzywaja wyrazenia fuzji, lecz ma ono nieco inne wlas-
nosci. W niniejszej pracy przyjmiemy okreslenie uzywane przez Tarskiego [16],
czyli sumy. Suma jest okreslona na iloczynie kartezjanskim Mx 2" i jest ekspli-
kacja mereologicznej definicji klasy Lesniewskiego [12].

Definicja 3.5. xSum X =Vye X (y<x)AVz (z<dx=3w (we X Awoz))".

Obiekt x jest suma (klasg) przedmiotow bedacych elementami zbioru X, jesli
kazdy element X-a jest czgScig x-a oraz kazda czg$¢ x-a ma cze$¢ wspolna
z pewnym elementem zbioru X.

Z tej definicji wynikaja pewne wlasno$ci, mianowicie to, ze nie istnieje obiekt,
ktory bytby sumg zbioru pustego, czyli — inaczej — nie istnieje klasa niemajaca
zadnego elementu. Ponadto kazdy obiekt jest klasg oraz kazda klasa jest suma
swoich czesci. Formalnie wyrazimy to w nastgpujacy sposob:

Fakt 3.2 Niech x bedzie dowolnym elementem z M. Wtedy:
(i) —xSum®@
(i)  xSum{y:y<x}
(iii)  xSum {x}
Dowdd.
(i)  Zatozmy, ze istnieje taki obiekt x.
Z Def. 3.5 wynika iz Vy (yglx:EIz (ze X/\zoy))
Dla y=x otrzymujemy zaleznos$¢: x <x—= 3z (ze @), co prowadzi

do sprzecznosci.

® W niniejszej pracy zawsze zaktadamy, ze zbior X jest niepusty.
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(il))  Pierwsza czes$¢ definicji Sumy jest spetniona, wystarczy zatem wskazac
takie w, ktdre spelnialoby warunek:
Yy [yglx:>3w (we {y:yﬁx}/\WOy)].
Niech w= y.Z Faktu 3.1 otrzymujemy yo y, co konczy dowod.
(iii)) Z Faktu 3.1 otrzymujemy: x <I{x = xox.
Z (i) mamy: xSum {y:y <x}.
Niech y=x, wtedy x Sum {x:x <x}=xSum {x} .

Ponadto:

Stwierdzenie 3.1 W NEM, suma nie jest relacjq monotoniczng.
ﬁ[‘v’x,y,X,Y (XgY/\xSumX/\ySurnY:xﬁy)]

Rysunek 1 przedstawia przypadek kiedy M ={1,2,12,21}, X ={1,2}, Y =X
oraz 12 Sum X , 21SumY ,ale 12 421.

C. Gorzka [9] podaje dowod na to, ze relacja sumy jest relacja mono-
toniczng w EM, zakladajac jednak, ze zachodzi warunek (SSP), jednak — jak
wspomnieliSmy na poczatku — w naszym modelu nie bierzemy pod uwage tego
warunku. W EM zaktada si¢ takze istnienie sumy jako elementu najwigkszego
(cho¢ czasami moze to by¢ niezgodne z intuicja), jednak ze wzgledu na jej
mozliwe zastosowania w geometrii, takze dla naszych celow zatozymy jej
istnienie w NEM:

Aksjomat 3.3. VX c M\@3Ix xSum X

Jak zobaczyliSmy poprzednio, konsekwencjg braku antysymetrycznosci dla
relacji bycia czgscia w NEM jest brak jednoznacznosci sumy. W Przyktadzie 3.1,
12 jest suma zbioru {1,2} oraz 21 jest suma tego samego zbioru.

Wprowadzmy teraz pewna unarna operacje LI:2" \{@} — M, dzigki ktérej
bedzie mozna zdefiniowaé dodatkowe operacje algebraiczne oraz pojgcie prze-
strzeni mereologiczne;j:

Definicja 3.6. X € 2" \{@] = U X := x Sum X.

Za pomocg tej operacji unarnej definiujemy przestrzen mereologiczna, ope-
racje sumy oraz iloczynu. Nie definiujemy dopetnienia, gdyz w NEM nie istnieje
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element najmniejszy. Zauwazmy, ze tak zdefiniowana operacja iloczynu jest ope-
racja warunkowa wiasnie ze wzgledu na brak istnienia elementu najmniejszego.

Definicja 3.7. (A) A:=UM
w xUy:=W{z:z<dxvzdy}
() xoy=>xNy:=Wz:zdxAzdy}

Przestrzen mereologiczna to zatem taki obiekt, ktory jest klasa’ wszystkich
swoich czgsci. Suma algebraiczna dwoch obiektow to taka klasa wszystkich
swoich czesci, ktére sa zawarte albo w pierwszym albo w drugim obiekcie. Jesli
dwa obiekty si¢ naktadaja, wtedy ich iloczyn to taka klasa wszystkich czgsci,
ktore sa zawarte zarowno w pierwszym jak i w drugim obiekcie.

Z powyzszych definicji wyptywaja nastgpujace wlasnosci dla dziatania sumy
mereologicznej:

Fakt 3.3. Dla dowolnych elementow x,y,z nalezqcych do M spelnione sq naste-
pujqce wilasnosci:
() xdA
(@) x,ydxUy
(i)  xUy=uU{x,y}
(ivy xUx=x
) xUy=ylUx
) (xUy)Uz=xU(yUz)

Dowdd.

(1) Vxe M, z Def. 3.5 wynika, ze jesli xe UM wtedy x UM,
co na podstawie Def. 3.7 daje iz x J A.

(i)  Z Def. 3.5 otrzymujemy, ze dla kazdego a takiego, ze:
ae{z:zdxvzdy}, wynikaiz a<U{z:z<dx vz y}.
Zatem x J{z:z<dxvz<y} oraz y<{z:zUdxvzdy},
gdyz xIxAyJdy z(NEMI).

Z czego wynika, ze x,y <UW{z:z<Ixvz<y}
Na podstawie Def. 3.5 otrzymujemy: x,y <x Ll y.

(iii) Niech X ={ze M:z<dxvz<dy}

(WO(xl_Iy))— )WO(U{Zizﬂxvzﬂy})E

=(Def. 3.7

"Jak wspomnielismy wczesniej pojecie to jest rOwnowazne pojeciu sumy mereologiczne;.
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= (Def. 3.1) (Elme M mSIW/\mﬂUX)E

= (Def. 3.6) (E|m mﬂW/\(mﬂxvmﬂy))E

=(3m((mQwam<x)v(mQwam<y))=
=r3) (Fm(m<Iwam<x)vIm(m<wamd y))=

=(Def. 3.1) (woxvwoey)=we Ll{x,y}
(iv) Z Def. 3.7 otrzymujemy:
xUx=Wz:zdxvzdx}=U{z:z<x}
Na podstawie Faktu 3.2 dostajemy, ze: U{z:z dx}=x
(v)  Z przemiennosci alternatywy i Definicji 3.7 dostajemy:
xUy=Wz:z<dxvzdyl=lz:zdyvzdx}=yUx

(vi) (x U y) Uz :(iii)u{xv Wy,z}}
Dla dowolnego w mamy: wo [x U(yu z)] =wo l{x,U{y,z}}

=woxvwoll{y,z} =woxv(weyvwoz)
Z tacznoscei alternatywy otrzymujemy:
(woxvwoy)vwoz=wol{lfx,y}}

=wo [(x Uy)u z] , co konezy dowdd catosei.

O

Algebraiczna operacja sumy jest zatem laczna, przemienna, idempotentna,
a suma algebraiczna dwdch obiektow jest ich sumg mereologiczna, kazdy element
sumy algebraicznej jest jej czeScig oraz kazdy obiekt jest czegscig przestrzeni
mereologicznej. Podobnie mozemy udowodni¢ pewne wiasnosci dla dziatania
iloczynu mereologicznego:

Fakt 3.4. Dla dowolnych elementow x,y,z nalezqcych do M spelnione sq naste-
pujqce zaleznosci:
(i) xoy=xMydxaxMNydy
(ii) xMx=x
(iiiy xoy=xMy=yllx
V) u<x,y,z=(xMNy)Nz=xMN(yMz)
Dowdd.
(1) Zauwazmy: {z:z<dxAz<dy}c{z:z<x} oraz
{z:zdxAazdy}c{z:zd y}.
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XY = 37 Wz z2dx Az ph
Zatem W{z:z<dxAazdy} cll{z:z Ix}.
Ale z Faktu 3.2 wynika iz U{z:z <x}=ux.
Ponadto, przez analogi¢, L{z:z<xAzdy}cll{z:zd y}.
Zatem xMy<dxAxly<dy.

() xMXx =y HzizdxAaz<dxy=U{z:2<x].
Z Faktu 3.2 otrzymujemy: U{z:z <x}=ux.

(ii1)  Z przemiennosci koniunkcji xMy =g, 5, Wz:zdxAazdy} =
LI{Z:ZSly/\Zﬂx}ﬁDe“j) yx.

(Av)  (xMy)Nz=g,, HuudxNyrudz)
Skoro u < xMy,z (i) otrzymujemy: u IxAu<ly.
Zatem z powyzszego faktu oraz z tacznosci koniunkcji:
(xny)Nz=Uu:u<dxrudyrudz}=
U{uﬂx/\(uﬁly/\uﬁz)}=(Def_3_7) xM(ynz).

O

Warunkowa operacja iloczynu mereologicznego jest zatem laczna, przemienna,
idempotentna oraz, jesli dwa obiekty si¢ nakladaja, wtedy ich iloczyn mereolo-
giczny jest czescia kazdego z nich. Mozna rdwniez zauwazy¢, ze tak zdefiniowa-
ne dziatania sumy i iloczynu mereologicznego spetniajq wtasnos$¢ pochtaniania:

Fakt 3.5 Dla dowolnych elementow x,y nalezqcych do M , jesli xoy, wtedy
(P1) (xﬂy)le=x
(P2) (xl_ly)ﬂx=x

Dowod.

(P1) (—) {xl‘l Y4 x} /\{x < ey x}.
Zatem na mocy faktu, ze (wo mAam<(xrl y)) = (woxMy)oraz
Def. 3.7 otrzymujemy (x 1 y)Ux <x.
(<) x4y xU (xMy)

(P2) (—) (x L y) Mx g sq X

(<) {x Lp.3p XU y} /\{x Jovenn x} :
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Z Def. 3.7 oraz na mocy faktu jak w (P1) i Def 3.5 wynika zatem, ze
xd (x L y) Mx.

O

Na mocy zatem powyzszych faktow i stwierdzen struktura (M,LLM) jest
algebra typu (2,2) odpowiadajacg kratom [18]. W ogdlnosci struktury mereo-
logiczne raczej nie sa kratami, wystarczy, ze istnieje jeden obiekt x, ktdéry jest
rozlaczny z y . Jesli jednak narzucimy warunek, by kazde dwa elementy nakta-
daly sie, wymuszamy wtedy istnienie takiej struktury. Tak jak w kazdej kracie
mozemy zdefiniowa¢ réwniez relacje porzadku na jej elementach [3]. Jezeli
ponadto pokazemy, ze dla dowolnego elementu tej struktury istnicje element
najwiekszy, udowodnimy, ze struktura ta odpowiada kracie implikatywnej, co jest
przedmiotem analizy nastgpnego rozdziatu.

4. KRATA IMPLIKATYWNA

Definicja 4.1 Algebre {A,U,1N) typu (2,2) nazywamy kratq, jesli Vx,y,z z A:
(HxUx=x, xMNx=x
2) xUy=yUx, xMNy=ylMx
(3) xU(yUz)=(xUy)Uz, xN(yNz)=(xNy)Nz
@) xU(xMNy)=x, xMN(xUy)=x

Krata zatem to struktura z dwoma operacjami algebraicznymi, ktore na dowol-
nych elementach zbioru sa idempotentne, faczne, przemienne oraz pomi¢dzy nimi
zachodzg prawa pochtaniania. Porzadek kratowy mozemy zdefiniowac nastepujaco:

Definicja 4.2. x <y wtedy i tylko wtedy, gdy xT1y=x

Tak zdefiniowana relacja jest rzeczywiscie porzadkiem:
(1) zwrotnos¢ (x < x ) wynika z idempotentnosci iloczynu.
(ii) antysymetrycznos¢ [(x<yAy<x)=(x=y)]
X = e any XY =@ 30 VITX Zpep s ¥
Oczywiscie jest to wynikanie warunkowe, jesli xo y.
(iii) przechodnio$¢ [(x<yAy<z)=(x<z)]
Z = et a2) Y112 = (e a2 (x M y) Mz = 34 XT1 (y M Z) =efaz X112
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Poniewaz w NEM nie istnieje element najmniejszy (podobnie jak w EM), dla-
tego nie mozemy zdefiniowac¢ operacji dopeienia, ale tylko relatywne pseudo-
-uzupetnienie elementu a wzgledem b.

Definicja 4.3. Dla dowolnych elementow a,b bedqcych czesciami M , element
najwickszy w zbiorze ({x <M :aM x<b},<) nazywamy relatyw-
nym pseudo-uzupetnieniem — (rpu) elementu a wzgledem b .

Poniewaz zalozyliSmy, ze zawsze istnieje suma mereologiczna w M (Aksjomat
3.3) oraz definicja operacji iloczynu mereologicznego jest definicja warunkowa,
wtedy rpu zawsze istnieje. Nie mamy natomiast elementu najmniejszego, dlatego
nie interesuje nas uzupelnienie gorne.

Przyklad 4.1 Zalozmy, ze mamy model skladajqcy sie z trzech elementow
M ={2,3,1} takich, ze: 1<2 A1<3. Wtedy 2 jest relatywnym pseudo-uzupetnie-
niem 2 wzgledem kazdego elementu z M, 3 jest relatywnym pseudo-uzupetnie-
niem 3 wzgledem kazdego elementu z M, ale nie istnieje relatywne pseudo-
-uzupeltnienie 1 wzgledem np. 2, gdyz 1M x=1{2,3,1} aw tym zbiorze nie ma ele-
mentu najwiekszego. Zatem skutkiem nieistnienia sumy jest nieistnienie relatyw-
nego pseudo-uzupetnienia.

1

Rysunek 4.
Moca powyzszych faktow, wnioskujemy:

Whiosek 4.1. Krata (A,U,1,), gdzie (A,<) jest strukturq czesciowo uporzqdko-
wanq oraz dla dowolnych x,y bedqcych czesciami A, z relacjq porzqdku wpro-
wadzonq nastepujqco: x <y wtedy i tylko wtedy xTy=x, jest kratq implika-
Hywnq.
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5. PODSUMOWANIE

W niniejszej pracy wykazaliSmy, ze mereologia nieekstensjonalna z odpo-
wiednio zdefiniowanymi operacjami algebraicznymi oraz relacja porzadku moze
tworzy¢ strukture odpowiadajaca kratom implikatywnym z jedynka. Zyskiem tej
szczegbtowej analizy jest okreslenie niezbgdnej liczby aksjomatow potrzebnych
do opisania tej teorii — w naszym przypadku trzech: (NEM1), (NEM3) oraz
(NEMS), a takze jasnos¢ co do wykorzystania Mocnej i Stabej Zasady
Uzupehiania. W zwiazku z wprowadzeniem relacji porzadku kratowego, warto
zauwazy¢ pewien szczegot z nig zwiazany. Postuzymy si¢ przyktadem:

Przyklad 5.1 Zalozmy, ze mamy model dwuelementowy M ={a,b}, taki ze:
a<bAb<a. Poniewaz nie mamy warunku antysymetrycznosci dla relacji <,
powyzsze zalozenie nie implikuje rownosci tych obiektow. Tozsamos¢ tych obiek-
10w wynika z warunkéw: afb =, aorazbla= ., b. Co wigcej Def. 4.2
implikuje zaleznos¢ a<bAb<a, co pociqga za sobq rownos¢ tych obiektow:
a=b.

Obiekty te zatem sg tozsame ze wzgledu na relacj¢ porzadku, ktora je jakby
»skleja”, natomiast sa rézne ze wzgledu na relacje <. Poruszamy si¢ jakby na
dwoch ptaszczyznach, z perspektywy relacji < — obiekty sg rozne, a z perspek-
tywy bardziej ztozonej (gdyz relacja porzadku jest definiowana za pomocg relacji
<) — sg one tozsame.

Jaki jest zysk tej systematycznej analizy mereologii nieekstensjonalnej? Gdy-
by od razu dziata¢ na klasach abstrakcji, juz na poczatku operowaliby$my na
obiektach ,,sklejanych”, tak wigc na strukturze bardziej ogolnej, natomiast ta
szczegotowa analiza pozwala nam dostrzec wiedze bardziej szczegotowa, party-
kularna. Dzigki temu odpowiedz na pytanie o minimalny uktad aksjomatow nie
jest trywialna, jesli wyjdziemy z zupelnie innych zatozen.
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ALGEBRAIC ASPECTS
OF NON-EXTENSIONAL MEREOLOGY

Summary

An extensional mereology was subjected to analysis of many authors. It was proved that it
corresponds to a Boolean algebra without a null element. A slightly modified version of this model
in which the primitive relation of being a part does not fullfill the Extensional Principle, will be
called: Non-extensional Mereology. There is no systematic analysis for such a model until now.
Some authors present partial descriptions of it. In this work we would like to propose a detailed and
systematic analysis of Non-extensional Mereology. We present a minimal set of axioms and show
that this model, under certain conditions, corresponds to an implicative lattice.

Summarized and translated by Lidia Obojska

Stowa kluczowe: zasada ekstensjonalnosci, mereologia, kraty.
Key words: Extensional Principle, mereology, lattices.
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