
ROCZNIKI  FILOZOFICZNE

Tom  LX, numer 1   –    2012

LIDIA OBOJSKA *

ALGEBRAICZNE ASPEKTY MEREOLOGII 

NIEEKSTENSJONALNEJ 

1. WPROWADZENIE 

Relacja cz#%ci do cało%ci ju$ od staro$ytno%ci była 'ródłem zainteresowa 
wielu uczonych. Arystoteles w czwartej ksi#dze Fizyki rozró$nił osiem rodzajów 

relacji „bycia w” lub te$ „cz#%ci do cało%ci” [2]. Podstawow" kwesti" było roze-

znanie, czy cz#%& jest „w” cało%ci (zatem interesuje nas lokalizacja przestrzenna), 

czy te$ jest nieodzownym elementem cało%ci, tzn. czy cało%& jest wyczerpywana 

przez swoje cz#%ci. Oznacza to postawienie sobie pytania, czy cz#%& okre%la rela-

cj# cało%&-cz#%& czy cz#%&-cało%&, np. czy dom to tylko %ciany, fundament i dach, 

czy co% wi#cej. Arystoteles przeanalizował relacj# cz#%&-cało%& zarówno w eks-

tensjonalnym, jak i intensjonalnym znaczeniu, w sensie zawierania klas oraz 

zawierania poj#&, np. krowa jako gatunek jest cz#%ci" gatunku ssaków, ale tak$e

jej geny s" cz#%ci" gatunku ssaków, poniewa$ ssak to cz#%& składaj"ca si# na 

poj#cie krowa [2]. Taka dwupłaszczyznowa analiza została przyj#ta przez wielu 

autorów, m.in. przez Tomasza z Akwinu, Lebniza, Brentana, etc. 

 Relacja cz#%&-cało%& jest równie$ bardzo wa$na dla metafizyki i logiki. Leib-

niz wyodr#bnił dwa zasadnicze rodzaje tej relacji [4]: pierwsza z nich to ta, w któ-

rej cz#%ci mog" istnie& bez powi"zania z cało%ci". Takie obiekty Leibniz nazywa 

„agregatami”. W tym przypadku cało%& to prosta suma swoich cz#%ci, np. stos 

kamieni jest sum" poszczególnych kamyków składaj"cych si# na niego. Z mate-

matycznego punktu widzenia mo$na uwa$a& ten stos kamieni za klasyczny (Can-

torowski) zbiór kamieni. Drugi rodzaj cało%ci proponowany przez Leibniza to ten, 

w którym cz#%ci s" ze sob" istotnie powi"zane: komputer nie byłby komputerem, 
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gdyby pozbawi& go pami#ci czy procesora, tak samo człowiek nie byłby czło-

wiekiem, gdyby był tylko sum" swoich cz#%ci bez wzi#cia pod uwag# relacji 

mi#dzy nimi. 

 Jak wida&, poj#cie cało%ci jest %ci%le powi"zane z poj#ciem zbioru. Stanisław 

Le%niewski [12], słynny polski logik ze szkoły lwowsko-warszawskiej, rozró$nił 

dwa zasadnicze poj#cia zbioru: w sensie dystrybutywnym (według idei Cantora) 

oraz w znaczeniu kolektywnym. Zbiór w sensie dystrybutywnym to poj#cie abs-

trakcyjne. Okre%la ono pewn" cało%&, która jest zawsze mo$liwa do utworzenia 

z dowolnych elementów. Proces tworzenia zbioru jest zatem dokonywany jakby 

„od dołu”: najpierw wybieramy elementy, a w nast#pnym kroku grupujemy je 

w cało%&, nazywaj"c ten nowo utworzony obiekt zbiorem. W sensie kolektywnym 

natomiast zbiór to cało%& utworzona ze swoich cz#%ci. Perspektywa postrzegania 

cało%ci jest zatem zupełnie odmienna: najpierw widzimy obiekt integralnie, jako 

cało%&, a dopiero w nast#pnym kroku wyró$niamy jego cz#%ci. To rozró$nienie 

mi#dzy dwoma rodzajami cało%ci jest powi"zane z poj#ciem podzielno%ci i roz-

dzielania. Ju$ sam Cantor zauwa$ył pewien paradoks w jego poj#ciu zbioru. Zbiór 

liczb rzeczywistych, którego obrazem jest prosta, nigdy nie b#dzie zwykł" sum"

swoich punktów. Trzeba wzi"& pod uwag# tak$e relacje mi#dzy nimi. Dlatego, 

z tego punktu widzenia, teoria zbiorów kolektywnych, nazywana inaczej mereo-

logi", jest teori" ciekaw".

 Mereologia ekstensjonalna – EM (z ang. extensional mereology) – w oryginal-

nym uj#ciu Le%niewskiego [12] została ufundowana w oparciu o poj#cie relacji 

bycia cz#%ci", która cz#%ciowo porz"dkuje uniwersum obiektów (relacja jest zwrot-

na, antysymetryczna i przechodnia). Teoria ta została do%& szczegółowo przebadana 

przez wielu autorów: [9], [16], [6], [23], [19]. Udowodniono, $e jest to model 

odpowiadaj"cy algebrom Boole’a bez zera, tzn. $e w tym modelu nie istnieje 

element najmniejszy. Nie istnieje natomiast systematyczna analiza modelu mereo-

logii nieekstensjonalnej – NEM (z ang. non-extensional mereology) – tzn. takiej, 

w której relacja pierwotna nie musi cz#%ciowo porz"dkowa& uniwersum obiektów 

(nie chodzi nam tutaj o znane algebraiczne podej%cie przez wprowadzenie relacji 

równowa$no%ci i operowaniu na klasach abstrakcji tej relacji [21]). Fragmenta-

ryczne, nieformalne opracowania mereologii nieekstensjonalnej zostały opisane 

przez [8], [24], [7], nie ma natomiast systematycznego opracowania tej teorii. 

P. Simons [19] wspomina przypadek mereologii nieekstensjonalnej, analizuj"c sy-

metryczn" relacj# koincydencji. A. Cotnoir [7] podaje ogóln" deskrypcj# takiego 

modelu, zatrzymuj"c si# na problemie nierozró$nialno%ci elementów [24]. Niniejsza 

praca zatem pragnie by& przyczynkiem do bardziej kompletnej analizy takich mo-

deli. Nie wyczerpuje ona oczywi%cie wszystkich mo$liwo%ci modeli nieklasycz-

nych, ale pragnie zaoferowa& formalny i systematyczny opis takiej teorii. 
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 Przez mereologi# nieekstensjonaln" zatem b#dziemy rozumieli teori#, w której 
relacja pierwotna, odpowiednik relacji bycia cz#%ci", jest tylko quasi-porz"dkiem, 
tzn. nie jest spełniony warunek antysymetryczno%ci. Aby przeanalizowa& t# teo-
ri#, w rozdziale drugim zajmiemy si# poj#ciem równo%ci i identyczno%ci obiektów 
matematycznych w zwi"zku z analiz" poj#cia ekstensji. Rozdział trzeci to formal-
ny opis modelu mereologii nieekstensjonalnej ukazuj"cy, $e odpowiada on algeb-
raicznej strukturze kraty. W rozdziale czwartym kontynuujemy formaln" analiz#,
wprowadzaj"c relacj# porz"dku kratowego i dowodz"c, $e pełny model mereo-
logii nieekstensjonalnej odpowiada, pod pewnymi warunkami, kracie implika-
tywnej z jedynk" [18]. Praca ko czy si# krótkim podsumowaniem i dyskusj"
wyników. 

2. EKSTENSJA A IDENTYCZNO!' OBIEKTÓW

 Na gruncie nauk %cisłych, w teorii mnogo%ci, poj#cie identyczno%ci obiektów 
wyra$a Aksjomat Jednoznaczno"ci (Równo%ci zbiorów), który orzeka, $e ka$dy
zbiór, czyli matematycznie obiekt zbudowany ze swoich elementów, jest jedno-
znacznie wyznaczony przez swe elementy. Oznacza to, $e dwa zbiory s" równe 
(tzn. matematycznie identyczne, czyli s" tym samym zbiorem), je%li maj" te same 
elementy [10], [17]. Zasad# równo%ci zbiorów mo$emy zatem formalnie zapisa&
nast#puj"co: 

Aksjomat 2.1 = : ( )A B x x A x B≡ ∀ ∈ ≡ ∈
1

Z zasady tej wynika, $e zbiory { },{ , },{ , , }a a b a b c  itd. s" wyznaczone jedno-
znacznie przez swoje elementy, tak wi#c dla dowolnego a  istnieje dokładnie 
jeden zbiór, którego jedynym elementem jest a, itd. Zupełnie inaczej jest w przy-
padku zbiorów kolektywnych – mereologicznych. Zbiór wcale nie musi by& wy-
znaczony jednoznacznie. Europa, mo$e by& zbiorem swoich pa stw, ale równo-
cze%nie zbiorem krain geograficznych pomi#dzy Uralem a Oceanem Atlantyckim. 
 Na gruncie teorii aksjomatycznych ró$nica mi#dzy teori" mnogo%ci a teori"
zbiorów kolektywnych wypływa przede wszystkim z poj#& pierwotnych tych 
teorii [17], [15] oraz z przyj#tych aksjomatów. W przypadku teorii mnogo%ci
mamy do czynienia z relacj" przynale$no%ci – ∈, która jest relacj" przeciw-

1 W niniejszej pracy b#dziemy si# posługiwali j#zykiem logiki pierwszego rz#du ze zmiennymi 
indywiduowymi oznaczanymi małymi literami alfabetu łaci skiego. 
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zwrotn" i nie jest relacj" przechodni"2. W mereologii klasycznej oryginaln"

relacj" pierwotn" przyj#t" przez Le%niewskiego była relacja bycia cz#%ci"3 – ! ,

która jest relacj" cz#%ciowego porz"dku (zwrotn", antysymetryczn" i prze-

chodni"4), i która jest synonimem przynale$no%ci elementu do zbioru. Mo$na

ugruntowa& mereologi# tak$e w oparciu o inne poj#cia pierwotne, np. na relacji 

bycia cz#%ci" wła%ciw" [16], czy na relacji nakładania [11], czy te$ na relacji 

rozł"czno%ci [16], [11], [19], [9]. W tej pracy przez mereologi# (= mereologi#

ekstensjonaln") b#dziemy zawsze rozumieli teori#, w której relacj" pierwotn" jest 

relacja bycia cz#%ci" – ! .

 Mereologia dopuszcza istnienie obiektów jednakowych, to$samych, ale skła-

daj"cych si# z ró$nych cz#%ci. Tak$e tu istnieje tak zwana zasada eksten-

sjonalno%ci [24], która bardzo przypomina Aksjomat równo%ci zbiorów: 

Aksjomat 2.2. Je%eli x  i y  s' obiektami zło%onymi posiadaj'cymi te same cz!"ci 

wła"ciwe, wtedy x  jest tym samym obiektem co y .

 Zasada ekstensjonalno%ci odpowiada kryterium identyczno%ci dla obiektów 

zło$onych, tzn. posiadaj"cych cz#%ci wła%ciwe. Maj"c dwa identyczne obiekty x

i y , na podstawie nierozró$nialno%ci obiektów identycznych, to, co jest praw-

dziwe dla x , powinno by& te$ prawdziwe dla y , np. bryła gliny i pos"g zrobiony 

z gliny. Wydaje si# naturalne uwa$a&, $e maj" one te same cz#%ci wła%ciwe, lecz 

nieprawd" jest, $e wszystko to, co jest prawd" dla bryły, jest te$ prawd" dla 

pos"gu, np. brył# mo$na spłaszczy&, a pos"gu – nie. Z tych przyczyn niektórzy 

autorzy odrzucaj" zasad# ekstensjonalno%ci [4]. 

 Odno%nie do identyczno%ci obiektów sam twórca mereologii, Stanisław Le%-

niewski, wyodr#bnił trzy ró$ne poj#cia identyczno%ci: identyczno"ci indywiduów,

słabej identyczno"ci i mocnej identyczno"ci. Na gruncie Ontologii Elementarnej 

[13], [14], [1], zakładaj"c, $e nie ma nazw pustych, Le%niewski stworzył model, 

w którym je%li wyrazimy funktor ε  jako matematyczny funktor inkluzji ⊆ ,

2 Formalnie zapiszemy to nast#puj"co:  

: ( )x x x∀ ¬ ∈

, , : ( )x y z x y y z x z∀ ¬ ∈ ∧ ∈ � ∈
3 Przez Le%niewskiego nazywana ingrediensem. Le%niewski u$ywa poj#cia cz#%ci jako synoni-

mu cz#%ci wła%ciwej. W niniejszej pracy poj#cie cz#%ci b#dzie si# zawsze odnosi& do cz#%ci nie-

wła%ciwej. 
4 :x x x∀ !

, ( = )x y x y y x x y∀ ∧ �! !

, , ( )x y z x y y z x z∀ ∧ �! ! !
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wtedy obiekty jednostkowe – indywidua b#d" singletonami, a nasze uniwersum – 

niepust" rodzin" zbiorów. W ogólno%ci, w teorii mnogo%ci zakłada si#, $e

elementy nie s" zbiorami (je%li nie działamy na rodzinach indeksowanych), gdy$

prowadzi to do sprzeczno%ci. W takim kontek%cie mo$emy wprowadzi& atomow"

struktur# algebry Boole’a (z singletonami jako atomami), definiuj"c funktory: 

sumy, iloczynu i ró$nicy zbiorów [20], [9]. Kontynuuj"c, wprowadzamy funktor 

„ =E ” – odpowiednik funktora identyczno%ci „ = ”, b#d"cego funktorem dla 

indywiduów [ ( ), .   = ]U W U X W X U Wε ε∀ ∧ � , za którego pomoc" definiuje si#

poj#cie słabej identyczno"ci dla obiektów zło$onych: 

( )= .EX Y Z Z X Z Yε ε≡ ∀ ⇐ .

 Natomiast w Ontologii nieelementarnej tworzymy funktory wy$szych rz#dów, 

których argumentami mog" by& równie$ inne funktory. Na tym poziomie zasada 

ekstensjonalno%ci gwarantuje nam, $e funktory stosowane do identycznych argu-

mentów daj" identyczne obiekty, co w konsekwencji prowadzi do zasady Leib-

niza: ( ) ( )( )=    .X Y X V Y V X Yε ε ϕ ϕ ϕ≡ ∧ ∧ ∀ ≡ , gdzie ,X Y  – to obiekty, V –

zbiór nazw, a ϕ  – predykat. 

 Przy pewnych dodatkowych zało$eniach, w strukturach mereologicznych zasada 

ekstensjonalno%ci jest konsekwencj" tzw. Mocnej Zasady Uzupełniania, czyli faktu 

który głosi, $e je%li jeden obiekt nie jest cz#%ci" drugiego, to pierwszy z nich 

zawiera cz#%&, która nie przecina si# z drugim. Jak zobaczymy w dalszej cz#%ci 

pracy, fakt ten wcale nie nie musi zachodzi& w mereologii nieekstensjonalnej. 

 W niniejszej pracy zatem, zajmuj"c si# mereologi" nieekstensjonaln", dopusz-

czamy takie przypadki, kiedy nasze uniwersum obiektów M  mo$e składa& si#

tylko z dwóch obiektów { , }a b . Relacj" pierwotn" jest zmodyfikowana relacja 

bycia cz#%ci", któr" oznaczymy symbolem „" ” oraz mo$e zachodzi& warunek: 

( )a b b a∧" "  dla ró$nych obiektów ,a b . B#dziemy stosowa& małe litery alfa-

betu łaci skiego do obiektów oraz wielkie – do zbiorów. Potraktujemy mereologi#

jako teori# nieelementarn", tzn. obok zmiennych indywiduowych b#d" wyst#po-

wały równie$ zmienne przebiegaj"ce zbiory obiektów. Dodatkowo wykluczamy 

przypadek, kiedy uniwersum M  zło$one jest tylko z jednego obiektu (card M >1). 

3. MEREOLOGIA NIEEKSTENSJONALNA – NEM

 Niech "  oznacza relacj# binarn", a M b#dzie dowolnym, niepustym, przy-

najmniej dwuelementowym zbiorem obiektów. Niech relacja "  b#dzie relacj"

zwrotn" i przechodni", czyli spełnia nast#puj"ce dwa warunki: 
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Aksjomat 3.1.

(NEM1) x∀ x x"
(NEM3) , ,x y z∀ ( )x y y z x z∧ �" " "

Bezpo%redni" konsekwencj" tych własno%ci jest nast#puj"ca zale$no%&:

Wniosek 3.1. ( )x y z z x z y≡ ∀ �" " "

 Wniosek 3.1 jest równowa$n" formuł" wyra$aj"c" własno%& przechodnio%ci

dla relacji "  i wypływa bezpo%rednio z praw rozdzielno%ci dla kwantyfikatora 

ogólnego.  

 A zatem x  jest cz#%ci" y -a wtedy i tylko wtedy, gdy ka$da cz#%& x -a jest 

cz#%ci" y -a.

 Za pomoc" relacji " , b#d"cej nieekstensjonalnym odpowiednikiem mereo-

logicznej relacji bycia cz#%ci", zdefiniujemy trzy inne relacje, maj"ce równie$

swoje odpowiedniki w mereologii ekstensjonalnej. Pierwsza z tych relacji to 

relacja nakładania, okre%laj"ca zachodzenie na siebie obiektów i stwierdzaj"ca, $e

dwa obiekty nakładaj" si# (b"d' przecinaj"), je%li istnieje obiekt, który jest cz#%ci"

zarówno jednego jak i drugiego: 

Definicja 3.1.  Relacj' przeci!cia lub nakładania nazywamy relacj! „ ”!

spełniaj'c' zało%enie: ( )    x y z z x z y≡ ∃ ∧! " " .

 Kolejna relacja, to relacja rozł"czno%ci, która orzeka, $e dwa obiekty x  i y  s"

rozł"czne, je%li nie istnieje $aden inny obiekt, który byłby cz#%ci" zarówno x -a, 

jak i y -a:

Definicja 3.2. Relacj' rozł'czno"ci nazywamy relacj! „ �”: ( )x y x y≡ ¬ !� .

 Trzecia relacja, to relacja cz#%ci wła%ciwej stwierdzaj"ca, $e dany obiekt x

jest cz#%ci" wła%ciw" obiektu y , je%li x  jest cz#%ci" y -a i x  nie jest y -em. 

Definicja 3.3.  Przez relacj! (odpowiednik relacji bycia cz!"ci' wła"ciw') „ ”"

rozumiemy relacj!: ( )    x y x y x y≡ ∧ ≠" " .

Z Wniosku 3.1 oraz z prawa transpozycji otrzymujemy nast#puj"c" zale$no%&:

( )    ( )x y z z x z y ≡ ∃ ∧ ¬ !" ## " " .
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Warunek zatem postaci ( )    x y z z x z y� � ∃ ∧  ! "# " �  jest warunkiem mocniej-

szym nie wynikaj"cym z aksjomatów (NEM1) i (NEM3). We'my go jako dodat-

kowy aksjomat: 

Aksjomat 3.2.

(NEM4) ( )    x y z z x z y� ∃ ∧# " �

Jest to odpowiednik tzw. Mocnej Zasady Uzupełniania – Strong Supplementation 

Principle (SSP) w EM. Zasada ta jest niezale$na od charakteryzuj"cego EM cz#%-

ciowego porz"dku, tak samo w słabszej teorii – NEM. Jak pokazuje [9], w przy-

padku EM warunek ten implikuje tzw. Słab' Zasad! Uzupełniania – Weak Sup-

plementation Principle (WSP) – ( )x y z z y z x� � ∃ ∧  ! "" " � , która wraz z aksjo-

matami cz#%ciowego porz"dku dla relacji !  wymusza warunek antysymetrycz-

no%ci (M2): [ ]=x y y x x y∧ �! ! . W przypadku NEM, takie zale$no%ci wcale 

nie musz" mie& miejsca. 

Przykład 3.1 Niech = {1,2,12,21}M (Rysunek 1). 

Wektory s' symbolem relacji " , a kierunek zawierania jest zgodny ze strzałkami. 

Mamy nast!puj'cy model: 1 12, 2 12, 1 21, 2 21, 12 21, 21 12" " " " # # . W mo-

delu tym spełniona jest (WSP), ale nie jest spełniona (SSP) – nie istnieje element, 

który byłby cz!"ci' 12  oraz byłby rozł'czny z 21 .

Rysunek 1. 

W niniejszej pracy całkowicie pomijamy zatem postulat (NEM4). Wariacje mo-

delu NEM z uwzgl#dnieniem warunków: (SSP) i (WSP) s" przedmiotem innego 

artykułu.

 Model brany przez nas pod uwag#, tzn. para <M, ">, gdzie relacja "  jest 

quasi-porz"dkiem (spełnia aksjomaty (NEM1), (NEM3)), oraz dodatkowy aksjo-

mat istnienia sumy – (NEM5), o którym b#dzie mowa na ko cu tego rozdziału, 

b#dzie przez nas nazywany struktur" mereologiczn" nieekstensjonaln".

 Przeanalizujemy teraz kolejno własno%ci NEM.
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Fakt 3.1. Dla dowolnych elementów , ,x y z  nale%'cych do M  zachodzi:

( )i x x!

( )ii x y y x�! !

( )iii x y x y� !"
( )iv ( )x y z z x z y� ∀ �! !"

( )v ( )x y z x z z y� ∀ �! !"

( )vi ( )x y z u u z u x u y� ∃ ∀  � ∧ !" #! ! ! !

( )vii x y y x�� �

( )viii ( )x y z z x z y� ∀ �"� �

( )ix ( )z x z y x y∧ �" #�

( )x x x$
Dowód.

(i) ( )(Def. 3.1)x x z z x≡ ∃! " .

 Połó$my zatem =z x . Z (NEM1) otrzymujemy: x x" .

(ii) Dowód wynika bezpo%rednio z przemienno%ci koniunkcji oraz z Def. 3.1.  

(iii) ( )(Wn. 3.1)x y z z x z y≡ ∀ �" " " .

 W szczególno%ci dla =z x  otrzymujemy: x x x y�" " . St"d dla 

pewnego z : z x z y∧" " , co na mocy Def. 3.1 daje: x y! .

(iv) Załó$my, $e ( )x y z z x z y∧ ¬ ∀ � !" #! !" . Zatem  

( ) ( )    x y z z x z y x y z z x z y∧ ¬ ∀ � ! ≡ ∧ ∃ ∧ ¬" #! ! ! !" "

( )   x y z z x z y≡ ∧ ∃ ∧!" � . Skoro x y" , z Wn. 3.1 otrzymujemy:  

( )z z x z y∀ �" " , co daje nam sprzeczno%&.

(v) Niech ( )x y z x z z y∧ ¬ ∀ � !" #! !"

 Zatem ( ) ( )   x y z x z z y x y z x z z y∧ ¬ ∀ � ! ≡ ∧ ∃ ∧" #! ! !" " �

( )(Def.3.1.)     m m x m y x z� ∃ ∧ ∧" " " .

 Z (NEM3) otrzymujemy: ,      m z m z m y z y∃ ∧ ∧" " � .

 Na mocy Def. 3.1 z z y z y∃ ∧! � , co daje nam sprzeczno%&.

(vi) Z Def. 3.1 mamy: ( )x y z z x z y≡ ∃ ∧! " " .

 Na mocy (iv) otrzymujemy: ( ) ( )z u u z u x u z u y∃  ∀ � ∧ � !" #! ! ! !

( ){ }z u u z u x u y≡ ∃ ∀  � ∧ !" #! ! !

(vii) Z Def. 3.2 ( ) ( )( ) (Def. 3.2)iix y x y y x y x≡ ¬ ≡ ¬ ≡! !� �
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(viii) Załó$my, $e ( ) ( )(Def. 3.2)x y z z x z y x y∧ ¬�∀  ! ≡ ¬ ∧" # !"� �

( ) ( )    z z x z y x y z z x z y∃ �¬ ¬ ∨ !  ∧ ∃ ∧ ¬" #" "� � �

( ) ( )        z x y z x z y z x y z x z y ∃ ∧ ∧ ¬  ∃ ∧ ∧ !" "� � �

( )(Def. 3.1) ( 3)      
NEM

z m x y z x m z m y ∃ ∃ ∧ ∧ ∧  " " "�

( )    m x y m x m y∃ ∧ ∧" "� ( )(Def. 3.1) x y x y ∧ !� ,

 co prowadzi do sprzeczno%ci.  

(ix) Załó$my, $e ( 3)    
NEM

z x z y x y z y z y∧ ∧  ∧" " "� � ,

 co prowadzi do sprzeczno%ci.  

(x) Niech x x" . Na mocy Def. 3.3 x x x x∧ ≠" ,

 co prowadzi do sprzeczno%ci i co ko czy dowód cało%ci.  

!

 Podsumowuj"c: relacja quasi-porz"dku "  poci"ga za sob" to, $e relacja na-

kładania !  jest zwrotna i symetryczna. Ponadto: je%li obiekt x  jest cz#%ci" obiek-

tu y , to x  i y  nakładaj" si# oraz ka$da cz#%& x -a jest cz#%ci" y -a. Dodatkowo 

relacja rozł"czno%ci �  jest symetryczna oraz, je%li obiekty x  i y  s" rozł"czne, to 

ka$da cz#%& x -a jest rozł"czna z y -em. I na koniec, je%li x  ma jak"% cz#%&, która 

jest rozł"czna z y -em, to x  nie jest cz#%ci" y -a. Ostatni fakt orzeka, ze relacja 

cz#%ci wła%ciwej jest przeciwzwrotna. 

 Przez struktur# mereologiczn" ekstensjonaln" rozumiemy zazwyczaj par#

<M,! >, gdzie relacja !  cz#%ciowo porz"dkuje uniwersum obiektów. Struktury 

te s" równowa$ne strukturom <M, %> [16], gdzie dla dowolnych elementów x ,

y  z M , relacja %  jest asymetryczna i przechodnia: 

 (L1) x y y x % %

 (L2) x y y z x z∧  % % %

 W NEM (z relacj" "  zdefiniowan" jak w Definicji 3.35), nie zachodzi wa-

runek (L1). Połó$my w miejsce relacji "  relacj# ! . Poka$emy, $e aksjomaty 

5 W mereologii ekstensjonalnej Definicja 3.3 jest równowa$na nast#puj"cej Definicji 3.4:  

Definicja 3.4 x y x y y x≡ ∧% ! !

Niech: x y x y∧ ≠! . Z warunku antysymetryczno%ci dla !  otrzymujemy y x! .

Zatem mamy (Def. 3.4 )x y y x x y∧ ≡! ! % .

Niech x y y x∧! ! . Znowu, z warunku antysymetryczno%ci, otrzymujemy: x y≠ .

Zatem: (Def. 3.3)x y x y x y∧ ≠ ≡! % .

W mereologii nieekstensjonalnej, te dwie definicje nie pokrywaj" si#. Jest to przedmiotem 

kolejnego artykułu. 
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(NEM1) i (NEM3) nie implikuj" (L1). Udowodnimy jednak najpierw twierdzenie 

odwrotne: 

Twierdzenie 3.1. W EM zachodz' warunki (L1) i (L2). 

Dowód.

(L1) Niech x y y x∧% % .

 Z Definicji 3.3 cz#%ci wła%ciwej dla %  otrzymujemy:  

      x y x y y x x y∧ ≠ ∧ ∧ ≠! ! . Z (M2) otrzymujemy: =x y x y∧ ≠ , co 

prowadzi do sprzeczno%ci. Zatem (M2) wymusza warunek (L1). 

(L2) Niech x y y z∧% % .

 (*) Z Def. 3.3 otrzymujemy       x y x y y z y z∧ ≠ ∧ ∧ ≠! ! .

 Je%li =z x , wtedy na podstawie pierwszej cz#%ci dowodu, (M2) 

otrzymujemy x=y, co prowadzi do sprzeczno%ci. Zatem z x≠ . Korzy-

staj"c w (*) z (NEM3) oraz Definicji 3.3, otrzymujemy warunek (L2), 

co ko czy dowód. 

!

 Jak wida&, w dowodzie obu warunków niezb#dna jest zasada (M2), bez której 

nie jeste%my w stanie udowodni& przechodnio%ci relacji % . Z drugiej strony samo 

tylko (L2) wystarcza do udowodnienia przechodnio%ci relacji " , gdy$ wykorzy-

stujemy fakt, $e relacja identyczno%ci „=” jest przechodnia, warunku, który nie 

jest spełniony dla relacji przeciwnej „ ≠ ”. Spójrzmy na Rysunek 2: 

Przyklad 3.2. (Rysunek 2) Niech = {1,2,12,21}M , 1 12, 2 12, 1 21, 2 21" " " " .

Niech ponadto 12 21"  i 21 12" . Poniewa% nie ma antysymetryczno"ci dla 

relacji " , nie mamy równo"ci obiektów 12  i 21 , ale, z Definicji 3.3, 12 21"

i 21 12" . Spełniony jest zatem warunek (L2), ale nie jest spełniony warunek (L1). 

Rysunek 2. 

 Spójrzmy na kolejny przykład: 
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Przyklad 3.3. Niech = {1,2}M  (Rysunek 3).

1 2  2 1and" " . Poniewa% nie jest spełniony postulat (M2), taki model jest 

dopuszczalny dla ró%nych elementów 1,2 . Z Definicji 3.3 wynika i% 1 2  2 1∧" " .

Zatem nie jest spełniony warunek (L1). 

Rysunek 3. 

 Kolejn" relacj" charakterystyczn" dla NEM jest relacja sumy. W ró$nych opra-

cowaniach, ró$ni autorzy u$ywaj" wyra$enia fuzji, lecz ma ono nieco inne włas-

no%ci. W niniejszej pracy przyjmiemy okre%lenie u$ywane przez Tarskiego [16], 

czyli sumy. Suma jest okre%lona na iloczynie kartezja skim M× 2M  i jest ekspli-

kacj" mereologicznej definicji klasy Le%niewskiego [12]. 

Definicja 3.5. ( ) ( )( ) Sum    x X y X y x z z x w w X w z≡ ∀ ∈ ∧ ∀ � ∃ ∈ ∧ !" "
6.

Obiekt x  jest sum" (klas") przedmiotów b#d"cych elementami zbioru X , je%li 

ka$dy element X-a jest cz#%ci" x-a oraz ka$da cz#%& x-a ma cz#%& wspóln"

z pewnym elementem zbioru X.

 Z tej definicji wynikaj" pewne własno%ci, mianowicie to, $e nie istnieje obiekt, 

który byłby sum" zbioru pustego, czyli – inaczej – nie istnieje klasa niemaj"ca

$adnego elementu. Ponadto ka$dy obiekt jest klas" oraz ka$da klasa jest sum"

swoich cz#%ci. Formalnie wyrazimy to w nast#puj"cy sposób: 

Fakt 3.2 Niech x  b!dzie dowolnym elementem z M. Wtedy:

( )i  Sum x¬ Ø

( )ii  Sum { : }x y y x"

( )iii  Sum { }x x

Dowód.

(i) Załó$my, $e istnieje taki obiekt x .

 Z Def. 3.5 wynika i$ ( )( )y y x z z X z y∀ � ∃ ∈ ∧ !"

 Dla =y x  otrzymujemy zale$no%&: ( )x x z z� ∃ ∈" Ø , co prowadzi 

do sprzeczno%ci.  

6 W niniejszej pracy zawsze zakładamy, $e zbiór X jest niepusty. 
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(ii) Pierwsza cz#%& definicji Sumy jest spełniona, wystarczy zatem wskaza&

takie w , które spełniałoby warunek: 

( ){ : }  y y x w w y y x w y∀ � � ∃ ∈ ∧  ! "!" " .

 Niech =w y . Z Faktu 3.1 otrzymujemy y y! , co ko czy dowód.  

(iii) Z Faktu 3.1 otrzymujemy: x x x x� !" .

 Z (ii) mamy:  Sum { : }x y y x" .

 Niech =y x , wtedy  Sum { : }  Sum { }x x x x x x≡" .

!

Ponadto: 

Stwierdzenie 3.1 W NEM, suma nie jest relacj' monotoniczn'.

( ), , ,    Sum    Sum x y X Y X Y x X y Y x y¬�∀ ⊆ ∧ ∧ �  ! ""

Rysunek 1 przedstawia przypadek kiedy = {1,2,12,21}M , = {1,2}X , =Y X

oraz 12  Sum X , 21  Sum Y , ale 12  21# .

 C. Gorzka [9] podaje dowód na to, $e relacja sumy jest relacj" mono-

toniczn" w EM, zakładaj"c jednak, $e zachodzi warunek (SSP), jednak – jak 

wspomnieli%my na pocz"tku – w naszym modelu nie bierzemy pod uwag# tego 

warunku. W EM zakłada si# tak$e istnienie sumy jako elementu najwi#kszego 

(cho& czasami mo$e to by& niezgodne z intuicj"), jednak ze wzgl#du na jej 

mo$liwe zastosowania w geometrii, tak$e dla naszych celów zało$ymy jej 

istnienie w NEM:

Aksjomat 3.3. \   Sum X M x x X∀ ⊆ ∃Ø

 Jak zobaczyli%my poprzednio, konsekwencj" braku antysymetryczno%ci dla 

relacji bycia cz#%ci" w NEM jest brak jednoznaczno%ci sumy. W Przykładzie 3.1, 

12  jest sum" zbioru {1,2}  oraz 21 jest sum" tego samego zbioru. 

 Wprowad'my teraz pewn" unarn" operacj# { }: 2 \M M→& Ø , dzi#ki której 

b#dzie mo$na zdefiniowa& dodatkowe operacje algebraiczne oraz poj#cie prze-

strzeni mereologicznej: 

Definicja 3.6. { }2 \ :=  Sum .MX X x X∈ �&Ø

 Za pomoc" tej operacji unarnej definiujemy przestrze  mereologiczn", ope-

racj# sumy oraz iloczynu. Nie definiujemy dopełnienia, gdy$ w NEM nie istnieje 
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element najmniejszy. Zauwa$my, $e tak zdefiniowana operacja iloczynu jest ope-

racj" warunkow" wła%nie ze wzgl#du na brak istnienia elementu najmniejszego. 

Definicja 3.7. ( )Λ    : = MΛ !

( )!    : = { :   }x y z z x z y∨& " "!

( )' : = { :   }x y x y z z x z y� ∧! ' " "!

 Przestrze  mereologiczna to zatem taki obiekt, który jest klas"7 wszystkich 

swoich cz#%ci. Suma algebraiczna dwóch obiektów to taka klasa wszystkich 

swoich cz#%ci, które s" zawarte albo w pierwszym albo w drugim obiekcie. Je%li

dwa obiekty si# nakładaj", wtedy ich iloczyn to taka klasa wszystkich cz#%ci,

które s" zawarte zarówno w pierwszym jak i w drugim obiekcie. 

 Z powy$szych definicji wypływaj" nast#puj"ce własno%ci dla działania sumy 

mereologicznej: 

Fakt 3.3. Dla dowolnych elementów , ,x y z  nale%'cych do M  spełnione s' nast!-

puj'ce własno"ci:

( )i x Λ"

( )ii    ,x y x y" &

( )iii = { , }x y x y& &

( )iv =x x x&

( )v =x y y x& &

( )vi ( ) ( )=x y z x y z& & & &

Dowód.

(i) ,x M∀ ∈  z Def. 3.5 wynika, $e je%li x M∈!  wtedy ,x M" !

 co na podstawie Def. 3.7 daje i$ .x Λ"

(ii) Z Def. 3.5 otrzymujemy, $e dla ka$dego a  takiego, $e:

{ :   },a z z x z y∈ ∨" "  wynika i$ { :   }.a z z x z y∨" " "!

 Zatem { :   }x z z x z y∨" " "!  oraz { :   },y z z x z y∨" " "!

 gdy$ x x y y∧" "  z (NEM1). 

 Z czego wynika, $e , { :   }.x y z z x z y∨" " "!

 Na podstawie Def. 3.5 otrzymujemy: , .x y x y" &

 (iii) Niech { }:X z M z x z y= ∈ ∨" "

( ) ( )Def. 3.7
( ) ( { :   })w x y w z z x z y≡ ∨ ≡! !& " "!

7Jak wspomnieli%my wcze%niej poj#cie to jest równowa$ne poj#ciu sumy mereologicznej. 
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( ) ( )Def. 3.1
m M m w m X≡ ∃ ∈ ∧ ≡" " !

( ) ( )( )Def. 3.6
m m w m x m y≡ ∃ ∧ ∨ ≡" " "

( )( )( )(m m w m x m w m y≡ ∃ ∧ ∨ ∧ ≡" " " "

( ) ( )( )( )R m m w m x m m w m y∃≡ ∃ ∧ ∨ ∃ ∧ ≡" " " "

( ) ( ) { }Def. 3.1
  ,w x w y w x y≡ ∨ ≡! ! ! !

 (iv) Z Def. 3.7 otrzymujemy:  

{ }= :   = { : }x x z z x z x z z x∨& " " "! !

 Na podstawie Faktu 3.2 dostajemy, $e: { : } =z z x x"!

(v) Z przemienno%ci alternatywy i Definicji 3.7 dostajemy:  

{ } { }= :   = :   =x y z z x z y z z y z x y x∨ ∨& " " " " &! !

 (vi) ( ) ( )= { , { , }}iiix y z x y z& & ! !

 Dla dowolnego w  mamy: ( ) { , { , }}w x y z w x y z� � ≡ !! !& & ! !

( )  { , }     w x w y z w x w y w z≡ ∨ ≡ ∨ ∨! ! ! ! !!

 Z ł"czno%ci alternatywy otrzymujemy:  

( )    { { , }}w x w y w z w x y∨ ∨ ≡! ! ! ! ! !

( )w x y z≡ � � !! & & , co ko czy dowód cało%ci.  

!

 Algebraiczna operacja sumy jest zatem ł"czna, przemienna, idempotentna, 

a suma algebraiczna dwóch obiektów jest ich sum" mereologiczn", ka$dy element 

sumy algebraicznej jest jej cz#%ci" oraz ka$dy obiekt jest cz#%ci" przestrzeni 

mereologicznej. Podobnie mo$emy udowodni& pewne własno%ci dla działania 

iloczynu mereologicznego: 

Fakt 3.4. Dla dowolnych elementów , ,x y z  nale%'cych do M  spełnione s' nast!-

puj'ce zale%no"ci:

( )i x y x y x x y y" ∧! ' " ' "

( )ii =x x x'

( )iii =x y x y y x"! ' '

( )iv ( ) ( ), , =u x y z x y z x y z"" ' ' ' '

Dowód.

(i)  Zauwa$my: { :   } { : }z z x z y z z x∧ ⊆" " "  oraz 

{ :   } { : }.z z x z y z z y∧ ⊆" " "
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(Def.  3.7)= { :   }.x y z z x z y∧' " "!

 Zatem { :   } { : }.z z x z y z z x∧ ⊆" " "! !

 Ale z Faktu 3.2 wynika i$ { : } = .z z x x"!

 Ponadto, przez analogi#, { :   } { : }.z z x z y z z y∧ ⊆" " "! !

 Zatem   .x y x x y y∧' " ' "

(ii) { }(Def. 3.7)= { :   } : .x x z z x z x z z x∧ ≡' " " "! !

 Z Faktu 3.2 otrzymujemy: { : } = .z z x x"!

(iii) Z przemienno%ci koniunkcji (Def. 3.7)= { :   } =x y z z x z y∧' " "!

(Def. 3.7){ :   } = .z z y z x y x∧" " '!

(iv) ( ) (Def. 3.7)= { :   }.x y z u u x y u z∧' ' " ' "!

 Skoro u x y" ' , z (i) otrzymujemy: u x u y∧" " .

 Zatem z powy$szego faktu oraz z ł"czno%ci koniunkcji:  

( ) = { :    } =x y z u u x u y u z∧ ∧' ' " " "!

( ) ( )(Def. 3.7){     } =u x u y u z x y z∧ ∧" " " ' '! .

!

 Warunkowa operacja iloczynu mereologicznego jest zatem ł"czna, przemienna, 

idempotentna oraz, je%li dwa obiekty si# nakładaj", wtedy ich iloczyn mereolo-

giczny jest cz#%ci" ka$dego z nich. Mo$na równie$ zauwa$y&, $e tak zdefiniowa-

ne działania sumy i iloczynu mereologicznego spełniaj" własno%& pochłaniania: 

Fakt 3.5 Dla dowolnych elementów ,x y  nale%'cych do M , je"li x y! , wtedy

( 1)P ( ) =x y x x' &

( 2)P ( ) =x y x x& '

Dowód.

(P1) ( )→ { } { }(F. 3.4) ( 1)  .NEMx y x x x∧' " "

 Zatem na mocy faktu, $e ( )( ) ( )w m m x y w x y∧ �! !" ' ' oraz

Def. 3.7 otrzymujemy ( ) .x y x x' & "

( )← ( )(F. 3.3)x x x y" & '

(P2) ( )→ ( ) (F. 3.4)x y x x& ' "

( )← { } { }(F. 3.3) ( 1)NEMx x y x x∧" & " .
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 Z Def. 3.7 oraz na mocy faktu jak w (P1) i Def 3.5 wynika zatem, $e

( )x x y x" & ' .

!

 Na mocy zatem powy$szych faktów i stwierdze  struktura , ,M� �& '  jest 

algebr" typu (2,2)  odpowiadaj"c" kratom [18]. W ogólno%ci struktury mereo-

logiczne raczej nie s" kratami, wystarczy, $e istnieje jeden obiekt x , który jest 

rozł"czny z y . Je%li jednak narzucimy warunek, by ka$de dwa elementy nakła-

dały si#, wymuszamy wtedy istnienie takiej struktury. Tak jak w ka$dej kracie 

mo$emy zdefiniowa& równie$ relacj# porz"dku na jej elementach [3]. Je$eli 

ponadto poka$emy, $e dla dowolnego elementu tej struktury istnieje element 

najwi#kszy, udowodnimy, $e struktura ta odpowiada kracie implikatywnej, co jest 

przedmiotem analizy nast#pnego rozdziału. 

4. KRATA IMPLIKATYWNA

Definicja 4.1 Algebr! , ,A� �& '  typu (2,2)  nazywamy krat', je"li , ,x y z∀  z A :

(1) = ,x x x& =x x x'

(2) = ,x y y x& & =x y y x' '

(3) ( ) ( )= ,x y z x y z& & & & ( ) ( )=x y z x y z' ' ' '

(4) ( ) =x x y x& ' , ( ) =x x y x' &

 Krata zatem to struktura z dwoma operacjami algebraicznymi, które na dowol-

nych elementach zbioru s" idempotentne, ł"czne, przemienne oraz pomi#dzy nimi 

zachodz" prawa pochłaniania. Porz"dek kratowy mo$emy zdefiniowa& nast#puj"co: 

Definicja 4.2. x y≤  wtedy i tylko wtedy, gdy =x y x'

Tak zdefiniowana relacja jest rzeczywi%cie porz"dkiem:  

 (i) zwrotno%& ( x x≤ ) wynika z idempotentno%ci iloczynu.  

 (ii) antysymetryczno%& [ ( ) ( )  =x y y x x y≤ ∧ ≤  ]

(Def. 4.2) (F. 3.4) (Def. 4.2)= = =x x y y x y' '

  Oczywi%cie jest to wynikanie warunkowe, je%li .x y!

 (iii) przechodnio%& [ ( ) ( )x y y z x z≤ ∧ ≤  ≤ ]

( ) ( )(Def. 4.2) (Def. 4.2) (F. 3.4) (Def. 4.2)= = = =z y z x y z x y z x z' ' ' ' ' '
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 Poniewa$ w NEM nie istnieje element najmniejszy (podobnie jak w EM), dla-

tego nie mo$emy zdefiniowa& operacji dopełnienia, ale tylko relatywne pseudo- 

-uzupełnienie elementu a  wzgl#dem b .

Definicja 4.3. Dla dowolnych elementów ,a b  b!d'cych cz!"ciami M , element 

najwi!kszy w zbiorze { : },x M a x b� ≤ ≤ " '  nazywamy relatyw-

nym pseudo-uzupełnieniem – (rpu) elementu a  wzgl!dem b .

Poniewa$ zało$yli%my, $e zawsze istnieje suma mereologiczna w M  (Aksjomat 

3.3) oraz definicja operacji iloczynu mereologicznego jest definicj" warunkow",

wtedy rpu zawsze istnieje. Nie mamy natomiast elementu najmniejszego, dlatego 

nie interesuje nas uzupełnienie górne.

Przyklad 4.1 Załó%my, %e mamy model składaj'cy si! z trzech elementów 

= {2,3,1}M  takich, %e: 1 2  1 3≤ ∧ ≤ . Wtedy 2  jest relatywnym pseudo-uzupełnie-

niem 2  wzgl!dem ka%dego elementu z M , 3  jest relatywnym pseudo-uzupełnie-

niem 3  wzgl!dem ka%dego elementu z M , ale nie istnieje relatywne pseudo-

-uzupełnienie 1 wzgl!dem np. 2 , gdy% 1 = {2,3,1}x'  a w tym zbiorze nie ma ele-

mentu najwi!kszego. Zatem skutkiem nieistnienia sumy jest nieistnienie relatyw-

nego pseudo-uzupełnienia.

Rysunek 4. 

Moc" powy$szych faktów, wnioskujemy: 

Wniosek 4.1. Krata , , ,A�  & ' , gdzie ,A� ≤  jest struktur' cz!"ciowo uporz'dko-

wan' oraz dla dowolnych ,x y  b!d'cych cz!"ciami A , z relacj' porz'dku wpro-

wadzon' nast!puj'co: x y≤  wtedy i tylko wtedy =x y x' , jest krat' implika-

tywn'.
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5. PODSUMOWANIE

 W niniejszej pracy wykazali%my, $e mereologia nieekstensjonalna z odpo-

wiednio zdefiniowanymi operacjami algebraicznymi oraz relacj" porz"dku mo$e

tworzy& struktur# odpowiadaj"c" kratom implikatywnym z jedynk". Zyskiem tej 

szczegółowej analizy jest okre%lenie niezb#dnej liczby aksjomatów potrzebnych 

do opisania tej teorii – w naszym przypadku trzech: (NEM1), (NEM3) oraz 

(NEM5), a tak$e jasno%& co do wykorzystania Mocnej i Słabej Zasady 

Uzupełniania. W zwi"zku z wprowadzeniem relacji porz"dku kratowego, warto 

zauwa$y& pewien szczegół z ni" zwi"zany. Posłu$ymy si# przykładem: 

Przyklad 5.1 Załó%my, %e mamy model dwuelementowy = { , }M a b , taki %e:

a b b a∧" " . Poniewa% nie mamy warunku antysymetryczno"ci dla relacji " ,

powy%sze zało%enie nie implikuje równo"ci tych obiektów. To%samo"& tych obiek-

tów wynika z warunków: (Def. 3.7) (Def. 3.7)=  oraz =a b a b a b' ' . Co wi!cej Def. 4.2 

implikuje zale%no"& a b b a≤ ∧ ≤ , co poci'ga za sob' równo"& tych obiektów: 

=a b .

 Obiekty te zatem s" to$same ze wzgl#du na relacj# porz"dku, która je jakby 

„skleja”, natomiast s" ró$ne ze wzgl#du na relacj# " . Poruszamy si# jakby na 

dwóch płaszczyznach, z perspektywy relacji "  – obiekty s" ró$ne, a z perspek-

tywy bardziej zło$onej (gdy$ relacja porz"dku jest definiowana za pomoc" relacji 

" ) – s" one to$same. 

 Jaki jest zysk tej systematycznej analizy mereologii nieekstensjonalnej? Gdy-

by od razu działa& na klasach abstrakcji, ju$ na pocz"tku operowaliby%my na 

obiektach „sklejanych”, tak wi#c na strukturze bardziej ogólnej, natomiast ta 

szczegółowa analiza pozwala nam dostrzec wiedz# bardziej szczegółow", party-

kularn". Dzi#ki temu odpowied' na pytanie o minimalny układ aksjomatów nie 

jest trywialna, je%li wyjdziemy z zupełnie innych zało$e .
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ALGEBRAIC ASPECTS 

OF NON-EXTENSIONAL MEREOLOGY 

S u m m a r y 

 An extensional mereology was subjected to analysis of many authors. It was proved that it 

corresponds to a Boolean algebra without a null element. A slightly modified version of this model 

in which the primitive relation of being a part does not fullfill the Extensional Principle, will be 

called: Non-extensional Mereology. There is no systematic analysis for such a model until now. 

Some authors present partial descriptions of it. In this work we would like to propose a detailed and 

systematic analysis of Non-extensional Mereology. We present a minimal set of axioms and show 

that this model, under certain conditions, corresponds to an implicative lattice. 

Summarized and translated by Lidia Obojska 

Słowa kluczowe: zasada ekstensjonalno%ci, mereologia, kraty. 

Key words: Extensional Principle, mereology, lattices. 
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