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SYSTEMY SYLOGISTYKI DOWODOWEJ 

WPROWADZENIE 

 Jan Łukasiewicz [3] przedstawił sylogistyk  Arystotelesa w postaci sys-
temu aksjomatycznego opartego na klasycznym rachunku zda!. W tym sa-
mym stylu zaprezentowano jeszcze kilka aksjomatyzacji sylogistyki, ró"ni#-
cych si  nieco aksjomatami i terminami pierwotnymi. Jedn# z podstawowych 
ró"nic mi dzy systemami jest interpretacja zda! kategorycznych, w których 
powtarza si  dwa razy ta sama zmienna – „ka"de S jest S” oraz „pewne S 
jest S”. Odwołuj#c si  do pewnych intuicji Arystotelesa, zwi#zanych z jego 
koncepcj# dowodu, dotycz#cych pierwszego z wymienionych zda!, przedsta-
wiamy trzy nowe systemy aksjomatyczne pozostaj#ce w tradycji Łukasiewi-
cza. Rozpatrywane systemy ró"ni# si  mi dzy sob# podej$ciem do drugiego 
z nich, dla którego nie udało si  znale%& jednoznacznej interpretacji. 
 Dla precyzyjnego okre$lenia zawarto$ci systemów zostanie wykorzystana 
metoda aksjomatycznego odrzucania. Jednocze$nie, dla dwóch z nich, przed-
stawimy interpretacje w rachunku zbiorów. 

UWAGI O DOWODACH 

W ANALITYKACH WTÓRYCH ARYSTOTELESA 

 Przy formalizacji sylogistyki jako materiał %ródłowy brane s# zazwyczaj 
pod uwag  jedynie rozwa"ania Arystotelesa dotycz#ce poprawnych trybów 
trzech figur sylogistycznych, zapisane w Analitykach pierwszych. Do tego 
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doł#cza si  pó%niejsze osi#gni cia logiki tradycyjnej oraz intuicje zwi#zane 
z interpretacj# terminów sylogistycznych w teorii zbiorów.  
 W niniejszej pracy uwzgl dnimy w aksjomatyzacji równie" uwagi Arys-
totelesa zwi#zane z jego koncepcj# dowodu znajduj#ce si  w Analitykach 
wtórych. Dowód jest dla Arystotelesa elementem budowania wiedzy nauko-
wej (episteme) i dla zrozumienia jego koncepcji dowodu niezb dne jest od-
wołanie si  do koncepcji wiedzy. Wiedza naukowa, w odró"nieniu od mnie-
mania czy przekonania, ma walor konieczno$ci, bo oparta jest na poznaniu 
istotnych własno$ci przedmiotów poznawanych, ich rzeczywistych przyczyn. 

Jasne wi c, "e poznanie naukowe jest czym$ tego rodzaju; bo je"eli wzi#& pod 
uwag  ludzi nie maj#cych wiedzy naukowej i takich, którzy j# posiedli, to pierwsi 
s#dz#, i" rzecz tak si  przedstawia, a ci drudzy wiedz#, "e tak si  przedstawia 
i rzeczywi$cie tak jest; a zatem to, co stanowi przedmiot wiedzy bezwarunkowej, 
nie mo"e by& inne ni" jest1.

 W zwi#zku z tym, jako elementy dowodu mog# wyst#pi& sylogizmy 
w szczególnym kontek$cie. „[...] sylogizm jest bardziej ogólny; dowód nato-
miast jest pewnym sylogizmem, ale nie ka"dy sylogizm jest dowodem.”2

Przesłanki sylogizmów wyst puj#cych w dowodach musz# by& prawdziwe. 
Ponadto musz# odwoływa& si  do istotnych własno$ci przedmiotów, o któ-
rych co$ stwierdzaj#.

Przez dowód rozumiem sylogizm tworz#cy wiedz  naukow#, czyli taki, dzi ki
któremu, je"eli tylko jeste$my w jego posiadaniu, mamy t  wiedz . Je"eli przeto 
wiedza jest taka, jak ustalili$my, to i przesłanki wiedzy demonstratywnej musz#
by& prawdziwe, pierwotne, bezpo$rednie, lepiej znane wcze$niejsze [od wniosku] 
i musz# by& jego przyczyn#3.

 W rezultacie pojawiaj# si  pewne prawidłowo$ci, dotycz#ce u"ycia sylo-
gizmów w dowodach, wykraczaj#ce poza rozwa"ania z Analityków pierw-
szych, które mog# zosta& uwzgl dnione w aksjomatyzacji sylogistyki. 
W Ksi dze I Analityków wtórych czytamy: 

1 Analityki wtóre, 71 b. Wszystkie cytaty z Arystotelesa na podstawie tłumaczenia K. Le$-
niaka [1]. 

2 Analityki pierwsze, 25 b. 
3 Tam"e. 
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Co wi cej, je"eli A jest własno$ci# B, B nie mo"e by& własno$ci# A, tzn. włas-
no$ci# własno$ci. Dlatego A i B nie mog# by& nawzajem orzekane o sobie; mo"na 
co$ prawdziwego o nich powiedzie&, ale jednego o drugim prawdziwie orzeka& nie 
mo"na4.

Dalej nast puje obszerna argumentacja za tym stwierdzeniem odwołuj#ca si 
z jednej strony do powodów zwi#zanych z technik# budowania dowodów, 
a z drugiej do metafizycznych własno$ci substancji, jako$ci, rodzajów oraz 
ich wzajemnych powi#za!. Nie b dziemy tu wchodzili w dyskusj  tej argu-
mentacji, przyjmuj#c jedynie postawion# tez  i interpretuj#c j# jako zdanie: 

(*)  „Nieprawda, "e zarazem ka"de S jest P i ka"de P jest S.” 

zgodnie ze wskazówkami dotycz#cymi sposobu czytania i rozumienia zda!
ogólnotwierdz#cych z Analityków pierwszych. Zdanie to zostanie uwzgl d-
nione w tworzeniu przedstawionych dalej aksjomatyzacji sylogistyki. 
 Poniewa" w Ksi dze II Analityków pierwszych Arystoteles powołuje si 
na zdania ogólnotwierdz#ce odwracalne, w rozwa"aniach dotycz#cych do-
wodu bł dnego koła5 przyjmujemy, "e zdanie (*) jest zwi#zane jedynie z do-
wodami i dlatego przedstawione systemy nazywamy sylogistyk# dowodow#.

USTALENIA TERMINOLOGICZNE 

 Za Łukasiewiczem b dziemy rozwa"ali sylogistyk  jako teori  nabudo-
wan# na klasycznym rachunku zda! (KRZ). Zmienne nazwowe oznacza& b -
dziemy literami: S, P, M, ..., S1, S2, ...; predykaty charakterystyczne dla 
sylogistyki – literami a oraz i (b dziemy je zapisywa& w notacji infiksowej, 
np.: SaP, SiP i w ten sposób utworzone zdania atomowe sylogistyki od-
czytywa& odpowiednio „ka"de S jest P” oraz „pewne S jest P”); funktory 
KRZ – symbolami: ¬ (negacja), ∧ (koniunkcja), ∨ (alternatywa), → (impli-
kacja). Za poprawnie zbudowan# formuł  (wyra"enia) j zyka sylogistyki 
b dziemy uwa"ali dowolne zdanie atomowe sylogistyki oraz ka"de zdanie 
otrzymane z poprawnie zbudowanych zda! za pomoc# wła$ciwie u"ytych 
funktorów KRZ. 

4 Analityki wtóre, 83 a. 
5 Por. Analityki pierwsze, 57 b, 58 a. 
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 Korzysta& b dziemy równie" z symboli metaj zykowych – zmienne prze-
biegaj#ce zbiór zmiennych nazwowych oznacza& b dziemy: X, Y, Z, ..., X1,
X2, ...; formuły atomowe: A, B, ..., A1, A2, ... ; dowolne formuły zdaniowe 
j zyka sylogistyki: α, β, ... . Ponadto dla oznaczenia asercji i wyprowa-
dzalno$ci u"ywa& b dziemy symbolu: | , a dla odrzucenia – symbolu: |. 
Symbol asercji b dzie pomijany, o ile z kontekstu wynika, "e mamy do 
czynienia z formuł# uznan#.
 Dowoln# koniunkcj  formuł atomowych (tak"e jednoelementow#, tzn. po 
prostu formuł  atomow#) b dziemy nazywa& formuł# elementarn . Formuły 
o postaci α → A, ¬α oraz A, gdzie α jest formuł# elementarn#, a A formuł#
atomow#, b dziemy nazywa& formułami hornowskimi. W sytuacji, w której 
istnieje formuła γ, taka "e α ≡ β ∧ γ, gdzie α, β, γ s# formułami elementar-
nymi, b dziemy u"ywa& sformułowania α zawiera β. Zdefiniujemy specy-
ficzny rodzaj formuł elementarnych – ła!cuchy ł#cz#ce zmienne. Zbiór 
wszystkich ła!cuchów ł#cz#cy zmienn# X ze zmienn# Y oznacza& b dziemy 
L(X,Y) i rozumie& zgodnie z nast puj#ca definicja indukcyjn#:

(i)  XaY ∈ L(X,Y), gdzie X oraz Y s# ró"nymi zmiennymi; 
(ii)  je"eli α ∈ L(Z,Y), to XaZ∧α∈L(X,Y), gdzie X nie wyst puje w α;
(iii)  je"eli α ∈ L(X,Y) i β ≡ α i β jest formuł# elementarn#, to β ∈ L(X,Y). 

Dowolny element zbioru ła!cuchów L(X,Y) (dowolny ła!cuch ł#cz#cy 
zmienn# X ze zmienn# Y) oznacza& b dziemy symbolem l(X,Y). 
 W definiowaniu systemów u"ywane b d# reguły odrywania (MP) i pod-
stawiania (Subst) za zmienne nazwowe o nast puj#cych schematach: 

α → β, α
(MP)  ,

β 

α
(Subst)  ,

e(α)

gdzie e jest podstawieniem za zmienne nazwowe. 

 Ponadto u"ywa& b dziemy reguł odrzucania przez odrywanie (MP-1),
przez podstawianie (Subst-1), oraz reguły dysjunkcji (Dysj) o poni"szych 
schematach: 
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 | α → β, | β 
(MP-1)  ,

| α 

| e(α)
(Subst-1)  ,

| α 

| α → A1, ... , | α → An

(Dysj)  ,
| α → A1 ∨ ... ∨ An

gdzie α jest koniunkcj# formuł atomowych. 

SYSTEMY AKSJOMATYCZNE

 Jako podstaw  dla konstruowanych systemów sylogistyki dowodowej 
przyjmiemy aksjomatyzacj  sylogistyki przedstawion# przez J. Słupeckiego 
[6] (system S), stanowi#c# minimalny system zbudowany w stylu Łukasie-
wicza, zawieraj#cy prawa Arystotelesowskiej sylogistyki asertorycznej. Sys-
tem okre$lony jest poprzez reguły MP i Subst oraz zbiór aksjomatów, do 
którego nale"y ka"de podstawienie tezy KRZ w j zyku sylogistyki oraz na-
st puj#ce aksjomaty specyficzne: 

(Ax1) SaM ∧ MaP → SaP; 
(Ax2)  SiM ∧ MaP → PiS; 
(Ax3)  SaP → SiP; 
(Ax4)  SiP → PiS. 

 Najmniejszy z systemów sylogistyki dowodowej, D1, powstanie poprzez 
doł#czenie do systemu Słupeckiego nast puj#cego aksjomatu wyra"aj#cego
zdanie (*)6:

(Ax5)  ¬ SaS. 

Kolejne systemy wzbogacane s# o aksjomaty, w których okre$lane s#

6 Łatwo sprawdzi&, "e na gruncie systemu S formuły (*) i (Ax5) s# dedukcyjnie równowa"ne. 
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warunki prawdziwo$ci zdania atomowego typu XiX. System po$redni, D2, 
powstaje przez dodanie do systemu D1 aksjomatu: 

(Ax6)  SiP → SiS, 

b d#cego tez# systemów sylogistyki, w których daje si  interpretowa& zdania 
szczegółowotwierdz#ce jako stwierdzenie nierozł#czno$ci odpowiednich 
nazw, np. system Łukasiewicza, oraz systemy z tzw. mocn# interpretacj#
zda! ogólnotwierdz#cych [2,5]. Z kolei maksymalny system D3 powstaje 
przez doł#czenie do D2 Łukasiewiczowskiego aksjomatu: 

(Ax7)  SiS. 

 Łatwe do weryfikacji własno$ci rozpatrywanych systemów wyra"one s#
poprzez nast puj#ce lematy, które podajemy bez dowodów. 

 LEMAT 1 

 Tezami systemu S s# wszystkie formuły o postaci: 
(a) l(X,Y) → XaY; 
(b) l(X,Y) ∧ l(X,Z) → YiZ; 
(c) X1iX2 ∧ l(X1,Y) ∧ l(X2,Z) → YiZ; 
(d) PaS → SiS. 

 LEMAT 2 

 Tezami systemu D1 s# wszystkie formuły o postaci: 
(a) ¬(l(X,Y) ∧ YaX)  
oraz
(b) XaX → A; 
(c) l(X,Y) ∧ YaX → A; 

dla dowolnego atomu A. 

 LEMAT 3 

 Tezami systemu D2 s# nast puj#ce formuły: 
(a) SaP → SiS, 
(b) PiS → SiS 
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ODRZUCENIOWE UZUPEŁNIENIE SYSTEMÓW

 Aby lepiej zrozumie& specyfik  zdefiniowanych powy"ej systemów sylogis-
tyki, przeanalizujemy ich rozszerzenia, tworz#c aksjomatyk  odrzuceniow#

7.
 Wykorzystamy nast puj#ce schematy aksjomatów odrzuconych:  

(Ax-11) | S1iS1 ∧ P1iP1 ∧ l(S1,S2) ∧ l(P1,P2) ∧ S2aM ∧ P2aM ∧ l(M,N) →
→ S2iP2,

8 gdzie l(S1,S2), l(P1,P2) i l(M,N) nie zawieraj# wspólnych 
zmiennych; 

(Ax-12) | l(S,P) → SiS; 
(Ax-13) | l(P,M) → SiS, gdzie S nie wyst puje w l(P,M), 

stwierdzaj#ce, "e odrzucone jest ka"de wyra"enie o odpowiedniej postaci. 
 Intuicyjne uchwycenie znaczenia powy"szych schematów formuł odrzu-
conych jest trudniejsze ni" zrozumienie aksjomatów, gdy" ze wzgl dów 
technicznych s# one bardziej skomplikowane. Schemat (Ax-11) zbli"ony jest 
do przyj tego przez Łukasiewicza aksjomatu odrzuconego SaM ∧ PaM → SiP 
i jego intuicyjny sens jest podobny. Łatwo znale%& dla tej formuły intuicyjnie 
czytelny kontrprzykład. Schemat formuły odrzuconej przez (Ax-12) intuicyjnie 
bliska jest aksjomatowi (Ax6), a wi c jego odrzucenie oznacza, "e system 
D1 jest wła$ciwym podsystemem D2. Z kolei odrzucenie schematu formuły 
wyst puj#cego w (Ax-13) mo"na odczyta& w taki sposób, "e nie mo"na
przyj#&, "e prawdziwe jest wyra"enie o postaci XiX na podstawie praw-
dziwo$ci wyra"e! nie zawieraj#cych zmiennej X. 

 DEFINICJA 1 

(a) Wyra"eniem odrzuconym systemu D1 jest ka"de wyra"enie pod-
padaj#ce pod jeden ze schematów aksjomatów odrzuconych (Ax-11)
lub (Ax-12) oraz wyra"enia, które mo"na otrzyma& z wyra"e! odrzu-
conych D1 oraz z tez D1 za pomoc# reguł odrzucania (MP-1), (Subst-1)
oraz (Dysj). 

(b) Wyra"eniem odrzuconym systemu D2 jest ka"de wyra"enie pod-
padaj#ce pod jeden ze schemat aksjomatów odrzuconych (Ax-11) lub 
(Ax-13) oraz wyra"enia, które mo"na otrzyma& z wyra"e! odrzuco-

7 Analogiczne rozwa"ania przeprowadza dla swojego systemu Łukasiewicz [3]. 
8 Na gruncie systemów D2 i D3 schemat wyra"enia wyst puj#cy w Ax-11 mo"na równo-

wa"nie zast#pi& nieco prostszym: l(S1,S2) ∧ l(P1,P2) ∧ S2aM ∧ P2aM ∧ l(M,N) → S2iP2, gdzie 
l(S1,S2), l(P1,P2) i l(M,N) nie zawieraj# wspólnych zmiennych. 
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nych D2 oraz z tez D2 za pomoc# reguł odrzucania (MP-1), (Subst-1)
oraz (Dysj). 

(c) Wyra"eniem odrzuconym systemu D3 jest ka"de wyra"enie podpa-
daj#ce pod schemat aksjomatu odrzuconego (Ax-11) oraz wyra"enia,
które mo"na otrzyma& z wyra"e! odrzuconych D3 oraz z tez D3 za 
pomoc# reguł odrzucania (MP-1), (Subst-1) oraz (Dysj). 

 Poniewa" reguły odrzucania (MP-1) i (Subst-1) s# odwróceniem reguł 
(MP) i (Subst) prawdziwy jest nast puj#cy lemat. 

 LEMAT 4 

 Je"eli α | β oraz | β, to | α.

 TWIERDZENIE 1 

 Ka"de wyra"enie j zyka sylogistyki jest albo tez# systemu D1 albo wyra-
"eniem odrzuconym tego systemu w sensie Definicji 1. 

 DOWÓD 

 Na gruncie KRZ ka"d# formuł  mo"na równowa"nie rozło"y& na koniun-
kcj  formuł o postaci: α → A1 ∨ ... ∨ An, gdzie α jest formuł# elementarn#,
a Ai 1≤i≤n formułami atomowymi. Wystarczy wi c udowodni& twierdzenie 
dla tego rodzaju formuł. Z kolei McKinsley [4] pokazał, "e dla teorii, któ-
rych aksjomaty maj# posta& formuł hornowskich zachodzi nast puj#ca włas-
no$& dysjunkcji: 

Formuła o postaci α → A1 ∨ ... ∨ An jest tez# wtw tez# jest co najmniej 
jedna z formuł: α→A1, ... , α→An.

W zwi#zku z tym wystarczy pokaza&, "e ka"da formuła hornowska jest b#d%
tez# b#d% wyra"eniem odrzuconym. W przypadku innych formuł b d# one 
tezami lub wyra"eniami odrzuconymi na podstawie reguły (Dysj). 
 Poka"emy najpierw, "e ka"da formuła hornowska sylogistyki jest tez# lub 
wyra"eniem odrzuconym. Rozpatrzymy wszystkie mo"liwo$ci kształtu for-
muły hornowskiej α j zyka sylogistyki ze wzgl du na nast pnik implikacji: 
(i) formuła hornowska bez nast pnika, tzn. negacja formuły elementarnej, 
(ii) nast pnik o postaci XaX, (iii) nast pnik o postaci XaY, gdzie X jest ró"-
ne od Y, (iv) nast pnik o postaci XiX, (v) nast pnik o postaci XiY, gdzie X 
jest ró"ne od Y. 
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 (i) Formuła α ma posta& ¬β, gdzie β jest formuł# elementarn#. Je"eli β

zawiera formuł  atomow# o postaci XaX lub formuł  równowa"n# koniun-
kcji l(X,Y)∧YaX, to na mocy aksjomatu Ax5 lub Lematu 2a jest tez# D1. 
W przeciwnym przypadku, wszystkie zmienne wyst puj#ce w atomach ogólno-
twierdz#cych β mo"emy uporz#dkowa& liniowo w taki sposób, "e pierwszy 
argument w zdaniu ogólnotwierdz#cym zawsze b dzie w tym porz#dku $ci$-
le wcze$niejszy ni" drugi, tzn. mo"na te zmienne oznaczy& symbolami X1,
X2, ..., Xn, n≥2, w taki sposób, "e ka"de zdanie ogólnotwierdz#ce wyst -
puj#ce w β ma posta& XiaXj, gdzie i<j. Na gruncie systemu D1 mo"na w tej 
sytuacji z α wyprowadzi& formuł  o postaci: 

(1) ¬ (X1iX1 ∧ X1aX2 ∧ X2aX3 ∧ ... ∧ Xn-1aXn). 

Powstaje ona przez (1) dodanie jako czynników koniunkcji elementów o po-
staci XkaXk+1, 1<k<n, niewyst puj#cych w β oraz atomu X1iX1, o ile nie 
wyst pował w β, co mo"liwe jest na mocy odpowiedniego prawa KRZ, 
(2) podstawienie za zmienne ró"ne od Xi 1≤i≤n zmiennej X1 oraz (3) opu-
szczenie pozostałych elementów β jako wyprowadzanych z X1iX1∧X1aX2

∧X2aX3∧...∧Xn-1aXn na mocy Lematu 1a, 1d oraz aksjomatu Ax3. Gdy w β
nie wyst puje "adne zdanie ogólnotwierdz#ce doł#czamy takie zdanie na 
mocy prawa KRZ. 
 Z kolei z formuły (1) mo"na wyprowadzi& formuł  podpadaj#c# pod sche-
mat aksjomatu odrzuconego Ax-11, poniewa" stanowi ona negacj  cz $ci ta-
kiej formuły. Ka"da zatem formuła o postaci rozpatrywanej przez nas w tym 
przypadku, nie b d#ca tez# D1, jest odrzucona na mocy Lematu 4. 
 (ii) Formuła α ma posta& β→XaX, gdzie β jest formuła elementarn#.
W obecno$ci aksjomatu Ax5 α jest równowa"ne ¬β i zastosowa& do niej 
mo"na rozwa"ania z punktu (i). 
 (iii) Formuła α ma posta& β→XaY, gdzie X jest ró"ne od Y, a β jest 
formuł# elementarn#. Je"eli β zawiera formuł  atomow# o postaci ZaZ lub 
formuł  równowa"n# koniunkcji l(Z,V)∧VaZ, to na mocy aksjomatu Ax5 lub 
lematu 2a α jest tez# D1. Je"eli β zawiera formuł  l(X,Y), to α jest tez# D1 na 
mocy Lematu 1a. Je"eli nie zachodzi "adna z wymienionych sytuacji, to po-
st puj#c analogicznie jak w (i), mo"emy z α wyprowadzi& formuł  o postaci: 

(2)  X1iX1 ∧ X1aX2 ∧ X2aX3 ∧ ... ∧ Xn-1aXn → XiaXj, 1 ≤ j < i ≤ n, n ≥ 2. 

W wypadku, gdy w poprzedniku wyra"enia α nie wyst puje która$ ze zmien-
nych z nast pnika XaY za zmienn# taka podstawiamy Xn za X b#d% X1 za Y.  
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 Na mocy Lematu 1a mamy równie":

(3)  X1iX1 ∧ X1aX2 ∧ X2aX3 ∧ ... ∧ Xn-1aXn → XjaXi, 1 ≤ j < i ≤ n, n ≥ 2. 

Poniewa" tez# jest formuła ¬(XiaXj∧XjaXi), z (2) mo"emy wyprowadzi&
formuł  (1) i dalej formuł  podpadaj#c# pod schemat Ax-11. Ka"da zatem 
formuła o postaci rozpatrywanej przez nas w tym przypadku, nie b d#ca 
tez#, jest odrzucona. 
 (iv) Formuła α ma posta& β→XiX, gdzie β jest formuła elementarn#. Je"eli 
β zawiera formuł  atomow# o postaci ZaZ lub formuł  równowa"n# koniun-
kcji l(Z,V)∧VaZ, to na mocy aksjomatu Ax5 lub lematu 2a α jest tez# D1. 
Je"eli β zawiera formuł  o postaci YaX, to α jest tez# D1 na mocy lematu 1d. 
Równie" je"eli β zawiera formuł  atomow# XiX, to α na mocy prawa KRZ 
jest tez#. Je"eli nie zachodzi "adna z wymienionych sytuacji, to post puj#c
analogicznie jak w (i) i (iii), mo"emy z α wyprowadzi& formuł  o postaci: 

(4)  X1aX2 ∧ X2aX3 ∧ ... ∧ Xn-1aXn → X1iX1, n ≥ 2, 

i dalej formuł  podpadaj#c# pod schemat Ax-12. Ka"da zatem formuła o po-
staci rozpatrywanej przez nas w tym przypadku, nie b d#ca tez#, jest od-
rzucona.
 (v) Formuła α ma posta& β→XiY, gdzie X jest ró"ne od Y, a β jest for-
muł# elementarn#. Je"eli β zawiera formuł  atomow# o postaci ZaZ lub for-
muł  równowa"n# koniunkcji l(Z,V)∧VaZ, to na mocy aksjomatu Ax5 lub 
lematu 2a α jest tez# D1. Je"eli β zawiera formuły l(Z,X) i l(Z,Y) lub ZiV, 
l(Z,X) i l(V,Y), to α jest tez# D1 na mocy lematu 1b lub 1c. Je"eli nie 
zachodzi "adna z wymienionych sytuacji, to post puj#c analogicznie jak 
w (i), (iii) i (iv) mo"emy z α wprost wyprowadzi& formuł  podpadaj#c# pod 
schemat Ax-11.
 Pozostaje nam pokazanie, "e "adne wyra"enie hornowskie sylogistyki nie 
jest zarazem tez# i wyra"eniem odrzuconym D1. W tym celu posłu"ymy si 
interpretacj# D1 w teorii zbiorów, I1, w której aksjomaty odrzucone s# fał-
szywe. Nazwom przypisywa& b dziemy dowolne niepuste zbiory, natomiast 
wyra"enia atomowe interpretowa& b dziemy nast puj#co. Niech s(X) i s(Y) 
b d# zbiorami przypisanymi odpowiednio zmiennym X oraz Y. 

• Zdanie XaY interpretujemy jako: s(X) ⊂ s(Y). 
• Zdanie XiY interpretujemy jako: s(X) ∩ s(Y) ≠∅ i przynajmniej jeden 

ze zbiorów s(X) i s(Y) ma przynajmniej 2 elementy. 
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Sprawdzenie, "e aksjomaty D1 s# prawdziwe w przedstawionej interpretacji 
pozostawiamy Czytelnikowi. W dowolnej formule podpadaj#cej pod schemat 
aksjomatu odrzuconego Ax-11, który mo"na zapisa& w nast puj#cy sposób: 

S1iS1 ∧ P1iP1 ∧ l(S1,Sm) ∧ l(P1,Pn) ∧ SmaM1 ∧ PnaM1 ∧ l(M1,Mk) → SmiPn;

niech wyra"enia l(S1,Sm), l(P1,Pn) i l(M1,Mk) b d# odpowiednio o postaci:  

S1aS2∧S2aS3∧...∧Sm-1aSm, m≥2
P1aP2∧P2aP3∧...∧Pn-1aPn, n≥2 oraz
M1aM2∧M2aM3∧...∧Mk-1aMk, k≥2

Wtedy przy nast puj#cym przypisaniu zmiennym zbiorów otrzymamy zaw-
sze zdanie fałszywe:  

s(S1) = {1,3}; 
s(Si) = s(Si-1) ∪ {2i+1}, dla 1<i≤m; 
s(P1) = {2,4}; 
s(Pi) = s(Pi-1) ∪ {2i+2}, dla 1<i≤n;
s(M1) = s(Sm) ∪ s(Pn);
s(Mi) = s(Mi-1) ∪ {-i} dla 1<i≤k.

Z kolei w schemacie aksjomatu Ax-12, zapisanego jako: l(S1,Sm) → S1iS1,
niech formuła l(S1,Sm) przyjmie posta&: S1aS2∧S2aS3∧...∧Sm-1aSm, m≥2. Wte-
dy przy nast puj#cym przypisaniu zmiennym zbiorów otrzymamy zawsze 
zdanie fałszywe: 

s(S1) = {1}; 
s(Si) = s(Si-1) ∪ {i}, 1<i≤m. Q.E.D. 

 TWIERDZENIE 2 

 Ka"de wyra"enie j zyka sylogistyki jest albo tez# systemu D2 albo 
wyra"eniem odrzuconym tego systemu w sensie Definicji 1. 

 DOWÓD 

 Celem pokazania, "e ka"de wyra"enie j zyka sylogistyki jest tez# lub wy-
ra"eniem odrzuconym systemu D2, wystarczy rozpatrzy& przypadki (i) – (v) 
z dowodu Twierdzenia 1. Sytuacje (i), (ii), (iii) i (v) pozostaj# bez zmian 
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w stosunku do systemu D1. W przypadku (iv) rozpatrujemy wyra"enie α o po-
staci β→XiX, gdzie β jest formuł# elementarn#. Je"eli β zawiera formuł 
atomow# o postaci ZaZ lub formuł  równowa"n# koniunkcji l(Z,V)∧VaZ, to 
na mocy aksjomatu Ax5 lub lematu 2a α jest tez# D2. Je"eli β zawiera 
dowolne wyra"enie atomowe ze zmienn# X, to α jest tez# D2 na mocy aksjo-
matu Ax6 lub Lematu 1d, 3a lub 3b. W przeciwnym wypadku z α mo"na
wyprowadzi& wyra"enie podpadaj#ce pod schemat Ax-13. Ka"da zatem for-
muła j zyka sylogistyki, która nie jest tez# D2, jest odrzucona. 
 W celu pokazania, "e "adne hornowskie wyra"enie odrzucone D2 nie jest 
tez# D2, posłu"ymy si  interpretacj# D2 w rachunku zbiorów I2, w której 
zmiennym przypisane zostan# dowolne zbiory, a wyra"enia atomowe inter-
pretowa& b dziemy nast puj#co. Niech s(X) i s(Y) b d# zbiorami przypisa-
nymi odpowiednio zmiennym X oraz Y. 

• Zdanie XaY interpretujemy jako: s(X) ⊂ s(Y) i s(X)≠∅.
• Zdanie XiY interpretujemy jako: s(X) ∩ s(Y) ≠∅.

Sprawdzenie, "e aksjomaty D2 s# prawdziwe w tej interpretacji, pozosta-
wiamy Czytelnikowi. W dowolnej formule podpadaj#cej pod schemat aksjo-
matu odrzuconego Ax-11 mo"emy zastosowa& to samo podstawienie, co 
w dowodzie Twierdzenia 1. Schemat aksjomatu odrzuconego Ax-13 zapisz-
my w postaci: P1aP2∧P2aP3∧...∧Pm-1aPm→SiS m≥2. Wtedy przy nast puj#-
cym przypisaniu zmiennym zbiorów otrzymamy zawsze zdanie fałszywe: 

s(P1) = {1}; 
s(Pi) = s(Si-1) ∪ {i}, 1<i≤m; 
s(S) = ∅. Q.E.D. 

 TWIERDZENIE 3 

 Ka"de wyra"enie j zyka sylogistyki jest albo tez# systemu D3 albo 
wyra"eniem odrzuconym tego systemu w sensie Definicji 1. 

 DOWÓD 

 Tak jak w przypadku poprzednich twierdze! dla pokazania, "e ka"de
wyra"enie j zyka sylogistyki jest tez# lub wyra"eniem odrzuconym systemu 
D2 wystarczy rozpatrzy& przypadki (i) – (v) z dowodu Twierdzenia 1. 
Sytuacje (i), (ii), (iii) i (v) pozostaj# bez zmian w stosunku do systemów D1 
i D2. W przypadku (iv) dla którego rozpatrujemy wyra"enie α o postaci 
β→XiX, gdzie β jest formuła elementarn#, α jest tez# D3 na mocy Ax7. 
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 W celu pokazania, "e "adne hornowskie wyra"enie odrzucone D3 nie jest 
tez# D3, posłu"ymy si  interpretacj# D3 w teorii zbiorów, I3, w której 
zmiennym przypisane zostan# dowolne niepuste zbiory, a wyra"enia atomo-
we interpretowa& b dziemy nast puj#co. Niech s(X) i s(Y) b d# zbiorami 
przypisanymi odpowiednio zmiennym X oraz Y. 

• Zdanie XaY interpretujemy jako: s(X) ⊂ s(Y). 
• Zdanie XiY interpretujemy jako: s(X) ∩ s(Y) ≠∅.

Znowu rutynowe sprawdzenie, "e aksjomaty D3 s# prawdziwe w przedsta-
wionej interpretacji, pozostawiamy Czytelnikowi. W dowolnej formule pod-
padaj#cej pod schemat aksjomatu odrzuconego Ax-11 mo"emy za$ zastoso-
wa& to samo podstawienie, co w dowodzie Twierdzenia 1. Q.E.D. 

INTERPRETACJE SYSTEMÓW D2 I D3 

W RACHUNKU ZBIORÓW

 Poka"emy teraz, "e systemy D2 i D3 s# pełne odpowiednio w stosunku do 
modeli w rachunku zbiorów wyznaczonych przez interpretacje funktorów 
sylogistycznych wykorzystanych w dowodzie twierdze! 2 i 3.  

 LEMAT 5 

 Je"eli α o postaci β→XaY, gdzie β jest wyra"eniem elementarnym, a X 
oraz Y s# ró"nymi zmiennymi, nie jest tez# D2 (D3), to istnieje funkcja s 
przypisuj#ca zmiennym zbiory takie, "e α jest przy tej funkcji fałszywa 
przy interpretacji I2 (I3) funktorów sylogistyki w rachunku zbiorów oraz 
s(X) ≠ s(Y). 

 DOWÓD 

 Poniewa" z ka"dego wyra"enia α o rozpatrywanej przez nas postaci, któ-
re nie jest tez# systemu D2 i D3 (z dowodów Twierdze! 1, 2 i 3 wida&, "e
w przypadku wyra"e! o tej postaci systemy D1, D2 i D3 nie ró"ni# si ),
mo"na wyprowadzi& poprzez podstawianie oraz doł#czanie nowych czynni-
ków w poprzedniku formuł  równowa"n# formule o postaci (2) z dowodu 
Twierdzenia 1, wystarczy, "e poka"emy funkcj  s dla wyra"e! o tej wła$nie 
postaci, tzn.: 

X1iX1 ∧ X1aX2 ∧ X2aX3 ∧ ... ∧ Xn-1aXn → XiaXj, 1 ≤ j < i ≤ n, n ≥ 2. 
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Przy obu interpretacjach, I2 i I3, funktorów sylogistycznych nast puj#ca 
funkcja s przypisuj#ca zmiennym zbiory sprawia, "e interpretacja tego wy-
ra"enia jest fałszywa w rachunku zbiorów: 

s(X1) = {1}; 
s(Xi) = s(Xi-1) ∪ {i}, 1<i≤n.

Zmiennym wyst puj#cym w nast pniku tak okre$lona funkcja s przypisuje 
zawsze ró"ne zbiory. Q.E.D. 

 W dalszych rozwa"aniach wykorzystamy znane wła$ciwo$ci iloczynów 
kartezja!skich zbiorów, które przytoczymy tu bez dowodów.  

 LEMAT 6 

 Niech a, b, c, d b d# dowolnymi zbiorami.  
(a) Je"eli a,b ≠∅, to a×b ≠∅.
(b) Je"eli a⊂b i c⊂d, to a×c⊂b×d. 
(c) Je"eli a∩b≠∅ i c∩d≠∅, to a×c∩ b×d≠∅.
(d) Je"eli dla przy ró"nych a i b a⊄b lub przy ró"nych c i d c⊄d, to 

a×c⊄b×d.
(e) Je"eli a∩b=∅ lub c∩d=∅, to a×c∩ b×d=∅.

 TWIERDZENIE 4 

 System D2 jest pełny ze wzgl du na model w rachunku zbiorów wy-
znaczony przez interpretacj  I2 zmiennych i funktorów sylogistycznych. 

 DOWÓD 

 Poniewa" aksjomaty D2 s# prawdziwe w rozpatrywanej interpretacji, 
aksjomaty odrzucone – fałszywe, a reguły MP i Subst oraz MP-1 i Subst-1 za-
chowuj# odpowiednio prawdziwo$& i fałszywo$& w dowolnej interpretacji, 
wystarczy pokaza&, "e reguła odrzucania Dysj jest dopuszczalna w interpre-
tacja I2, tzn. przy interpretacji I2 falsyfikowalne s# wyra"enia o postaci 
α→A1∨...∨An, gdzie α jest formuł# elementarn#, a Ai 1≤i≤n formuł# ato-
mow#, o ile fałszywe s# wszystkie wyra"enia α→Ai, 1≤i≤n. Poka"emy jak 
skonstruowa& odpowiednie zbiory dla n=2, naturalne rozszerzenie tego re-
zultatu na przypadek ogólny jest oczywiste.  
 Niech s1 i s2 b d# funkcjami przypisuj#cymi zmiennym wyst puj#cym 
odpowiednio w formułach α → A1 i α → A2 zbiory w taki sposób, "e
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w interpretacji I2 formuły te b d# fałszywe. Dla dowolnej zmiennej X 
funkcj  s definiujemy nast puj#co:

s(X) = s1(X) × s2(X).

 Rozpatrzmy najpierw formuły wyst puj#ce w α. Poniewa" α jest praw-
dziwe w interpretacji I2 przy zastosowaniu funkcji s1 i s2, dla ka"dego zdania 
atomowego o postaci XaY wyst puj#cego w α, zachodzi s1(X)⊂s1(Y) oraz 
s2(X)⊂s2(Y), a o postaci XiY – s1(X)∩s1(Y)≠∅ oraz XiY – s1(X)∩s1(Y)≠∅.
Na mocy zatem Lematu 6b oraz 6c zachodzi dla zda! o postaci XaY wy-
st puj#cych w α s(X)⊂s(Y), a dla zda! o postaci XiY wyst puj#cych w α - 
s(X)∩s(Y)≠∅. Jednocze$nie dla zdania o postaci XaY, poniewa" s1(X)≠∅

oraz s2(X)≠∅, na mocy Lematu 6a, mamy s(X)≠∅. W zwi#zku z powy"szym 
wszystkie zdania wyst puj#ce w α s# prawdziwe w interpretacji I2 przy za-
stosowaniu funkcji s. 
 Dla zda! A1 i A2 musimy wzi#& pod uwag  trzy mo"liwe postaci: 
(i) XaX, (ii) XaY, gdzie X oraz Y s# ró"nymi zmiennymi oraz (iii) XiY. 
W przypadku (i) niezale"nie od funkcji s zdanie takie w interpretacji I2 b -
dzie fałszywe. W przypadku (ii) dla zdania A1 o postaci XaY zachodzi 
s1(X)⊄s1(Y) oraz s2(X)⊄s2(Y). Na mocy Lematu 5 mo"emy tak dobra& funk-
cje s1 i s2, "e s1(X)≠s1(Y), a s2(X)≠s2(Y). W zwi#zku z tym, zgodnie z Le-
matem 6d, s(X)⊄s(Y). Jednocze$nie s(X)≠s(Y). W przypadku (iii) dla zdania 
A1 o postaci XiY zachodzi s1(X)∩s1(Y)=∅, a dla zdania A2 o tej samej po-
staci – s2(X)∩s2(Y)=∅. W zwi#zku z tym, na mocy Lematu 6e, w obu 
przypadkach s(X)∩s(Y)=∅. Zdania A1 i A2 s# zatem fałszywe w interpre-
tacji I2, przy zastosowaniu funkcji s. 
 Wobec tego formuła α→A1∨A2, w interpretacji I2, przy zastosowaniu 
funkcji s, jest przekształcana w zdanie fałszywe. Q.E.D. 

 TWIERDZENIE 5 

 System D3 jest pełny ze wzgl du na model w rachunku zbiorów wyzna-
czony przez interpretacj  I3 zmiennych i funktorów sylogistycznych. 

 DOWÓD 

 Wystarczy zastosowa& to samo rozumowanie co w dowodzie Twierdzenia 4 
przy wykorzystaniu tak samo zdefiniowanej funkcji s. Poniewa" interpre-
tacja I3 zakłada, "e zmiennym przyporz#dkowane s# niepuste zbiory musimy 
jedynie uwzgl dni& Lemat 6a, zgodnie z którym je"eli s1(X)≠∅ oraz 
s2(X)≠∅, to równie" s(X)≠∅. Q.E.D. 
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 Na koniec zauwa"my, "e rezultatu podobnego do Twierdze! 4 i 5 nie daje 
si  udowodni& dla systemu D1. Aby to zobaczy&, wystarczy wzi#& pod uwa-
g  formuł :

SiP → SiS ∨ PiP, 

która nie jest tez# systemu D1 chocia" w interpretacji I1 z dowodu Twier-
dzenia 1 jest przekształcana zawsze w zdanie prawdziwe. 
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SYSTEMS OF DEMONSTRATIVE SYLLOGISTIC  

S u m m a r y  

 Aristotle in Analytica Posteriora presented a notion of proof as a special case of syllogism. In 
the present paper the remarks of Aristotle on the subject are used as an inspiration for developing 
formal systems of demonstrative syllogistic, which are supposed to formalize syllogisms that are 
proofs. We build our systems in the style of J. Łukasiewicz as theories based on classical propo-
sitional logic. The difference between our systems and systems of syllogistic known from the 
literature lays in the interpretation of general positive sentences in which the same name occurs 
twice (of the form SaS). As a basic assumption of demonstrative syllogistic we accept a negation 
of such a sentence. We present three systems which differ in the interpretation of specific positive 
sentences in which the same name occurs twice (of the form SiS). The theories are defined as 
axiomatic systems. For all of them rejected axiomatizations are also supplied. For two of them 
a set theoretical  model is also defined.   
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