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NAJKROTSZE AKSJOMATY
MODALNEJ LOGIKI LUKASIEWICZA

Edward J. Lemmon w [1] podat aksjomatyke czterowartoSciowej logiki
modalnej Lukasiewicza (por. [2])!. W [3] Marcin Tkaczyk zauwazyl, ze
jeden z trzech aksjomatoéw jest zbedny i podal jedyny dziewigcioliterowy
aksjomat tej logiki. Pokazemy, ze mozna znalez¢ krotszy jedyny aksjomat
i ze nie ma krotszego. Po pozbyciu si¢ zbednego aksjomatu z aksjomatyki
Lemmona wiemy, ze

Twierdzenie 1. Modalna logika Lukasiewicza moze by¢ zaksjomatyzowana
przy pomocy regul odrywania, podstawiania, tez klasycznych i nastgpuja-
cych formut

Lm; Lp—p

Lm, Lp—(q—Lq)

Udowodnimy najpierw, ze

Twierdzenie 2. Modalna logika Lukasiewicza daje si¢ zaksjomatyzowaé za
pomoca formuty
Ax Lp—(q=Lq)
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! Symbolami —, A, v, —, =, L oznaczamy odpowiednio funktory negacji, koniunkcji, alter-
natywy, implikacji, rownowaznosci i konieczno$ci. Literami p, q, r oznaczamy zmienne zda-
niowe, a litera ¢ formuty. Przez dtugo$¢ formuty rozumie¢ bedziemy liczbe liter uzytych w za-
pisie formuly w notacji Lukasiewicza.
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Dowod. Podstawiamy” p/q w Lm,. Korzystajac teraz z prawa symplifikacji,
otrzymujemy formute Lp — (Lq — q). Z tej formuty i z Lm, wynika Ax.
Pozostato pokaza¢, ze z Ax mozemy otrzyma¢ Lm; i Lm,. Z Ax wynikaja
dwie formuty: Lp — (@ — Lq) i Lp — (Lq — q). Pierwsza z tych formut to
aksjomat Lm,. W drugiej formule dokonajmy podstawienia q/p. Otrzymamy
wtedy formul¢ Lp — (Lp — p). Ta formuta jest klasycznie rOwnowazna

aksjomatowi Lm;. O

Nasz aksjomat posiada 7 liter. Pozostato pokaza¢, ze kazda krotsza teza logiki
modalnej Lukasiewicza nie nadaje si¢ na jedyny aksjomat tej logiki. Aby tego
dokonaé, uzyjemy czterech ponizszych matryc logicznych®:

—|0 1|~|L —>Ql‘ﬁL

M 01 1[1]0 My 0|1 1[1|0
*110 1101 *110 11010
—[0 10 1|~|L —(0 1 1|-|L
O[1 1 1 1{1]0 0(1 11]0(0

M,

My *110101/0]1 *110 1 1|01
o[l 1 11|10 *110 1 1|01
*110 1.0 1|01

Ze wspomnianej pracy Jana Lukasiewicza wiadomo, ze tautologiami jego
logiki sg formuty, ktore sa tautologiami w matrycach M, i My jednoczesnie.
O tych formutach bedziemy mowic¢, ze sa L-tautologiami. W dalszych roz-
wazaniach bedzie uzyteczny nastepujacy

Lemat. Matryce M; i M, zawierajg tautologie klasyczne, s3 domknigte na
regute odrywania i formuta Lm, nie jest tautologia w kazdej z nich.

Dowdd. Matryce M; i M, bez funktora L sa homomorficzne ze zwykta 0-1
klasyczna matrycg. A wiec majg identyczne zbiory tautologii. Zawieraja
zatem wszystkie klasyczne tautologie. Zauwazmy, ze w obu matrycach jest

2'W dowodzie pomijamy uzycie tez logiki klasycznej. Uwazamy te kroki za oczywiste.

3 Podajemy nasze matryce jedynie dla funktorow: implikacji, negacji i koniecznosci. Pozo-
stale funktory klasyczne sg zdefiniowane w zwykly sposéb przy pomocy implikacji i negacji.
Gwiazdka * wskazuje warto$ci wyrdznione matryc.
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dziedziczona warto$¢ wyr6zniona przez implikacje. To znaczy, ze jesli dla
dowolnych wartosci logicznych X, y tych matryc x — y i x sg warto$ciami
wyroznionymi, to y tez bedzie warto$cig wyrdzniong. A wigc zbiory tauto-
logii obu tych matryc sa domkni¢te na odrywanie. Pozostato udowodni¢, ze
Lm, przyjmuje warto$ci niewyréznione przy jakich§ warto§ciowaniach.
Wezmy dla obu matryc warto$ciowanie dla zmiennych p i q odpowiednio 11 1.
I teraz liczymy wartosci koncowe tych wartosciowan. W pierwszej matrycy
mamy: L1 - (1 - L1)=1—-> (1 —>0)=1— 0=0. W drugiej za§ mamy:
Ll->1—-L1)=1—->(1—>0)=1— 0=0.W obu przypadkach warto-
sciowania formuty Lm, przyjmuja warto$ci niewyroznione. A wigc nie jest
ona tautologia w kazdej z tych matryc. o

Kluczowym rezultatem tej pracy jest

Twierdzenie 3. Nie istnieje jedyny aksjomat logiki modalnej Lukasiewicza
zawierajacy mniej niz 7 liter.

Dowod. Na poczatek zauwazmy, ze kazda L-tautologia zawiera zmienna,
ktora wystepuje w niej przynajmniej dwa razy. Jest to prosty wniosek jesli
spojrzymy na matryce M,,. Kazda L-tautologia musi by¢ tautologia matrycy
M,,. Poniewaz funktor L w tej matrycy jest asercja, dlatego taka formuta po
skresleniu wszystkich liter L w niej wystepujacych musi by¢ klasyczna
tautologiag. Gdyby kazda zmienna wystgpowata w niej tylko raz, to mieli-
bysmy klasyczng tautologi¢ o tej wlasnosci. Tak nie jest bo kazda klasyczna
tautologia zawiera przynajmniej jedng zmienng, ktora si¢ w niej powtarza.

Nastepnie, obserwujac matryce M,;, mozna zauwazy¢, ze L-tautologie
zawierajace jedng zmienng nie wystarczaja na aksjomatyzacje¢ logiki Luka-
siewicza. Matryca M, zawiera jako podmatryce matryce M,; i My. Zauwaz-
my ponadto, ze wartos$ci logiczne tych podmatryc sg wszystkimi warto$ciami
matrycy M;. Kazde zatem warto$ciowanie formuty z jedna zmienna roz-
patrywane w M, bedzie rozpatrywane de facto w matrycach My i My,.
A wigc wszystkie L-tautologie z jedng zmienng beda weryfikowane w matry-
cy M; pozytywnie. Formuta Lm; nie jest tautologia M;, a wigc na mocy
lematu nie jest wyprowadzalna z L-tautologii z jedng zmienng. Poniewaz
formuta Lm, jest L-tautologig, a wigc nie da si¢ zaksjomatyzowac logiki
Lukasiewicza za pomocg formut z jedng zmienna.

Z kolei, obserwujac matryce M,, mozna zauwazy¢, ze L-tautologie nie
zawierajace funktora L stojgcego przed zmienng nie wystarczajg na aksjoma-
tyzacj¢ logiki Lukasiewicza. Funktor L stoi wtedy zawsze przed formula,
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a nie zmienng. Zauwazmy, ze przy wartosciowaniach takich formut nigdy nie
bedziemy liczyli w naszej matrycy wyrazenia L1. Czyli moglibysmy dla
weryfikacji takich formut w naszej matrycy M, dokona¢ zmiany L1 = 1. Tak
zmodyfikowana matryca M, jest homomorficzna z matryca M, Wtedy
wszystkie L-tautologie z funktorem L stojacym tylko przed formutami sa
tautologiami matrycy M,, bo sg tautologiami M,;. A wigc na mocy naszego
lematu nie da si¢ wyprowadzi¢ z tych formut L-tautologii Lm,.

Z powyzszych ustalen wynika, ze poszukiwany jedyny aksjomat logiki
Lukasiewicza musi zawiera¢ przynajmniej dwie zmienne zdaniowe, jedna z
nich musi si¢ powtorzy¢ i musi by¢ uzyty przynajmniej raz funktor L stojacy
przed zmienng zdaniowa. Taki aksjomat bgdzie mial dtugo$¢ przynajmniej 6.
Poniewaz szukamy aksjomatu o dtugosci mniejszej niz 7, a wigc funktor L
bedzie uzyty doktadnie raz.

Zal6zmy, ze ¢ jest takim aksjomatem. Niech p, q beda jego zmiennymi
i niech funktor L stoi tylko w jednym miejscu przed zmienng p. Niech teraz
o* bedzie formuly powstalg przez zastgpienie w niej podformuty Lp przez
zmienng 1. W ten sposoéb formula ¢* bedzie formula zbudowana jedynie
przez funktory klasyczne. Latwo widzieé, ze teza klasyczna jest formuta
0*(q/p) — (¢*(q/7p) — ¢*). Stosujac teraz podstawienie r/Lp, otrzymujemy
jako podstawienie tezy klasycznej formute ¢(q/p) — (p(q/~p) — ¢). Ponie-
waz formuta ¢ z zatozenia jest L-tautologia, a wigc beda nimi takze formuty
o(q/p) 1 ¢(q/p). A wiec formuta ¢ jest wyprowadzalna na mocy tez klasycz-
nych z formut z jedng zmienng ¢(q/p) i ¢(q/—p). Czyli logika Lukasiewicza
databy si¢ zaksjomatyzowa¢ za pomoca formut z jedng zmienng. A jak wyzej
stwierdzili$my, jest to niemozliwe. Dlatego ¢ nie moze by¢ jedynym aksjo-
matem logiki Lukasiewicza. o

Latwo zauwazy¢, ze jedynych aksjomatoéw logiki Lukasiewicza o dlugo-
sci 7 jest wiecej. Wystarczy odwroci¢ argumenty rownowaznosci w podanym
tutaj aksjomacie Ax.
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Streszczenie

Pokazujemy, ze formuta CLpEqLq aksjomatyzuje logik¢ modalng Lukasiewicza i nie istnieje
krotszy aksjomat dla tej logiki.

THE SHORTEST AXIOMS
OF LUKASIEWICZ’S MODAL LOGIC

Summary

We show that the formula CLpEqLq axiomatizes Lukasiewicz’s modal logic and that there
exists no shorter axiom for it.

Stowa kluczowe: aksjomatyzacja; logika modalna.
Key words: axiomatization; modal logic.
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