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WSTEP

Wspolczesnie strukturalizm matematyczny jest jednym z cze¢$ciej dyskuto-
wanych stanowisk w obrebie filozofii matematyki. Jego glowna tezg jest
stwierdzenie, ze przedmiotem zainteresowania matematyki sg struktury, a nie
pojedyncze obiekty. Literatura przedmiotu tego niejednolitego stanowiska filo-
zoficznego inspiruje do przemyslen, ktére mozna stresci¢ w dwoch pytaniach:

1. Co glosza przedstawiciele strukturalizmu matematycznego? Jak nalezy
rozumie¢ stwierdzenie, ze matematyka jest naukq o strukturach?

2. Czy matematyka rzeczywiscie jest nauka o strukturach? Jezeli tak, to
ktére ze struktur matematycznych istniejg i w jaki sposob? Jak moze-
my poznac te struktury?

Celem, ktory stawiamy przed tym tekstem, jest proba udzielenia odpowiedzi
na pierwsze z tych pytan. Chcemy zrozumie¢ poglady strukturalistow mate-
matycznych oraz wskaza¢ pewne kluczowe twierdzenia dla tego zrozni-
cowanego stanowiska filozoficznego. Drugie pytanie traktujemy jako wazne
i godne uwagi, ale, poza drobnymi uwagami, nie podejmujemy nawet proby
udzielenia na nie odpowiedzi.

To, co wydaje si¢ wspdlne dla wszystkich typoéw strukturalistycznego
spojrzenia na matematyke, to zgoda na fakt, ze matematyka posiada dwie
zasadnicze cechy:
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(o) matematyka jest naukq o strukturach;

(B) matematyka jest naukq dedukcyjng.
Wsrdod autordw piszacych prace pogladowe, wprowadzajace w zagadnienie
strukturalizmu, mozna znalez¢ takie wypowiedzi:

Matematyka wydaje si¢ zajmowaé, za pomoca mniej lub bardziej rygorystycznych
narzedzi dedukcyjnych, badaniem ,,abstrakcyjnych struktur”, systemow obiektow,
spetniajacych pewne strukturalne relacje mi¢dzy sobg oraz mig¢dzy innymi syste-
mami, bez zwracania uwagi na wewngtrzng natur¢ obiektow samych w sobie.
(HeLLmaN 2005, 536)

Matematyka bada struktury, konstytuowane przez formalne relacje taczace
pewne obiekty, abstrahujgc catkowicie od ewentualnych innych cech tych
obiektow. Jednoczesnie, co przyjmowane jest jako oczywiste, matematyka
jest nauka dedukcyjna, czyli wykorzystuje pewne narzedzia logiczne, za kto-
rych pomocg uzasadnia swoje twierdzenia. Takie postrzeganie matematyki,
jako cechujacej si¢ zasadniczo tymi dwiema wlasno$ciami, obecne jest row-
niez u autorow traktujacych matematyke jedynie jako narzedzie dla innych
nauk. Roberto Torretti, filozof fizyki, pisze:

[...] wydaje si¢, ze powinniSmy zwrdci¢ uwage na dwie zasadnicze cechy:
(1) Badania matematyczne polegaja na wyprowadzaniu konsekwencji z wyraznie
przyjmowanych zatozen, wyprowadzone twierdzenia opisuja t¢ rzeczywistoscé,
ktora spetnia przyjmowane zalozenia. Zadaniem matematyki jest stworzenie for-
malnej teorii i analiza zawartych w niej poje¢, a nie poszukiwanie rzeczywistych
przyktadow badanej teorii. (2) Matematyka konstruuje i bada pojecia, ktére mozna
stosowa¢ do jakichkolwiek kolekcji obiektow (wewngtrzna natura tych obiektow
nie ma znaczenia), potaczonych miedzy sobg relacjami odpowiednimi dla przyj-
mowanych zatozen. Praca matematyka nie polega na skupianiu uwagi na obiektach
samych w sobie, ale jedynie na systemie relacji mi¢edzy nimi. Innymi slowy, mate-
matyka jest naukg o strukturach i o typach struktur. (TorreTTI 1999, 4)

Rozumienie zatem matematyki jako nauki o strukturach sprowadza si¢ do stwier-
dzenia, ze kluczowa dla tej nauki jest koniunkcja dwoch wiasnosci: (o) mate-
matyka jest naukq o strukturach oraz (B) matematyka jest naukq dedukcyjng.
R&zni autorzy, zwolennicy réznych typow strukturalizmu matematycznego, sg
zgodni co do takiego rozumienia matematyki. Odmienne typy strukturalizmu
matematycznego powstajg nie poprzez zanegowanie ktorejs z tych wtasnosci lub
zwigzku koniunkcji miedzy nimi, ale na skutek odmiennego rozumienia tego,
czym jest struktura (jakie ma wlasnosci i natur¢ metafizyczng) oraz, ewen-
tualnie, co to znaczy, ze jaka$ nauka jest naukg dedukcyjna.
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W literaturze mozna znalez¢ rdzne typologie strukturalizméw matematycz-
nych (HELLMAN 2001 i 2005; HorsSTEN 2007), Sposrod mozliwych uje¢ dwie
strukturalistyczne interpretacje matematyki wysuwajg si¢ na pierwszy plan.

Z jednej strony problem wieloredukcji (BENACERRAF 1965) stanowi in-
spiracj¢ dla strukturalizmu sui generis, ktory zagadnienie istnienia struktur
matematycznych traktuje podobnie do filozoficznego problemu istnienia przed-
miotow ogolnych. Glownymi przedstawicielami tego rodzaju strukturalizmu
sa Stewart Shapiro (strukturalizm ante rem) oraz Michael Resnik (struktu-
ralizm in re). Strukturalizm sui generis jest dzisiaj wcigz zywo dyskutowany
1 wiekszo$¢ publikacji w ogole dotyczacych omawianej tematyki odnosi si¢
wtadnie do tak rozumianego strukturalizmu matematycznego.

Z drugiej strony historyczna idea uniknigcia antynomii oraz wskazania
ostatecznej podstawy dla catej matematyki, ktéra doprowadzita do powstania
i rozwoju teorii mnogos$ci, jest inspiracja dla innego typu strukturalizmu.
W tym ujeciu cala klasyczna matematyka traktowana jest jako pewna sfor-
malizowana teoria aksjomatyczna. To ujecie nazywane jest w literaturze
strukturalizmem teoriomnogosciowym, czesto jako jego inspiratorow podaje
si¢ tworcow teorii mnogos$ci, a poglady Richarda Dedekinda przez niekto-
rych sg interpretowane jako wprost strukturalistyczne (HELLMAN 1989; SHA-
PIRO 1997; RECK 2003).

Celem tego artykuhlu jest przedstawienie pewnej mozliwej interpretacji
matematyki jako nauki o strukturach. Zasadnicza cecha prezentowanego
stanowiska bedzie inne spojrzenie na wspomniane juz dwie cechy mate-
matyki, jej (o) strukturalnosé¢ oraz (B) dedukcyjnos¢. Dyskutowane w litera-
turze typy strukturalizmu traktujg te dwie cechy jako rézne i jednocze$nie
przystugujace matematyce, pokazemy, ze pod pewnymi warunkami mozliwe
jest traktowanie tych cech jako rownowaznych. Ten poglad moze by¢ po-
strzegany jako proba pewnego rodzaju unifikacji — wskazania tego, co
wspolne dla strukturalizmoéw roéznego typu. Dlatego tez niniejszy artykut
moze by¢ uwazany za probe odpowiedzi na pierwsze z postawionych na po-
czatku pytan. Sprobujemy zrozumie¢, co doktadnie twierdza zwolennicy
strukturalizmu jako stanowiska w obrebie filozofii matematyki. Przypusz-
czamy, ze pod pewnymi warunkami bedzie mozna uznaé, iz zachodzi naste-
pujaca rownowazno$¢: (o) matematyka jest naukq o strukturach wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy (B) matematyka jest naukq dedukcyjng. Chcemy zastrzec we
wstepie, ze argumentujemy za tym, jak mozna rozumie¢ stanowisko struk-
turalistyczne, a nie za tym, ze matematyka jest nauka o strukturach lub nie
jest. Sprawe natury obiektéw matematycznych i ewentualnego statusu mate-
matyki jako nauki uwazamy za dyskusyjng i pozostawiamy otwartg.
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STRUKTURALIZM SUI GENERIS

Jednym z najbardziej wptywowych typoéw strukturalizmu we wspot-
czesnej filozofii matematyki jest strukturalizm sui generis, ktory traktuje
struktury jako obiekty same w sobie — w podobny sposob, jak sg traktowane
pojecia ogolne w filozoficznym sporze o uniwersalia. Ten typ strukturalizmu
w dojrzatej formie pojawil si¢ pod koniec XX wieku, chociaz jako prace
pionierska traktuje si¢ probe rozwigzanie problemu wieloredukcji przez Pula
Benacerrafa (1965). Rozne rodzaje tego typu strukturalizmu powstajg na
skutek zajecia przez ich tworcow okreslonego stanowiska metafizycznego
odnosnie do sposobu istnienia i poznania struktur jako takich,

Do grona gtéwnych przedstawicieli tego nurtu nalezy Michael Resnik
(strukturalizm in re), ktory zamiast o strukturze moéwi o wzorcu (pattern)
(REsNIK 1997). Jego poglady filozoficzne odnos$nie do sposobu istnienia
wzorcow (struktur) porownuje si¢ do arystotelesowskiego stanowiska umiar-
kowanego realizmu pojeciowego w sporze o uniwersalia. Wedlug niego
wzorce istniejg tylko dlatego, ze mozemy znalez¢ jakie$ ich przyktady.

Najbardziej wplywowym przedstawicielem strukturalizmu jest Stewart
Shapiro (strukturalizm ante rem), ktory struktury matematyczne rozumie
jako abstrakcyjne, niezalezne, idealne byty, podobne do platonskich idei
(SHAPIRO 1997). Struktury matematyczne wedtug niego istniejg niezaleznie
od jakichkolwiek swoich przyktadow.

Wspdlne dla réznych odmian strukturalizmu sui generis jest to, ze struk-
tury — dowolnie postrzegane: jako wzorce Resnika lub struktury niezalezne
Shapiro — traktuje si¢ jako pewne abstrakcyjne byty, ktéore konstytuowane
sg dzigki formalnym relacjom, zachodzacym pomiedzy miejscami danej
struktury. Strukturalne relacje, o ktérych mowa, wyznaczaja wszystkie wtas-
nosci badanej struktury w taki sposob, ze obiekty, zajmujace miejsca w tej
strukturze, sg calkowicie dowolne i traktowane, jakby nie posiadaly zadnych
innych cech jak wtasnie tylko te relacyjne, ktore je tacza.

Resnik postuguje si¢ pojeciem wzorca, przez ktoére rozumie pewna struk-
ture. Wzorzec jest to byt

zawierajacy jeden lub wigcej obiektow, ktdore nazywam pozycjami pozosta-
jacymi w réznych relacjach [...] Pozycja jest podobna do punktu w geometrii.
Nie ma on innych cech niz te, ktére posiada na mocy bycia okreslong pozycja we
wzorcu, do ktorego przynalezy. (REsnik 1997, 202-203)

Struktura to pewne obiekty, zajmujgce konkretne pozycje, pozycje te wy-
znaczone s3 przez relacje danej struktury. Obiekty w strukturze albo nie
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posiadajg zadnych cech innych niz relacyjne, albo, jezeli je posiadajg, to nie
maja one zadnego znaczenia przy badaniach matematycznych. Mowi sig,
ze matematyka abstrahuje od ewentualnych cech innych niz relacyjne.

Te obiekty matematyczne, ktorymi sa byty oznaczane przez stale matematyczne
i kwantyfikatory, sag punktami bez struktury lub miejscami w strukturach. Nie po-
siadajg one, tak jak miejsca w strukturze, ani identyczno$ci, ani wlasnosci poza
strukturg. (Resnik 1981, 530)

Resnik uwaza pojecie punktu geometrycznego jako wilasciwie obrazujace
sposob rozumienia tego, jak matematyka traktuje wszystkie obiekty matema-
tyczne, zajmujace miejsca danej struktury. Wszystkie cechy punktu geome-
trycznego, ktére interesuja matematyke, mozna opisa¢ za pomoca pewnych
relacji, ktore tworzy on z innymi punktami.

[O]biekty matematyczne nie maja wyrdzniajacych ich cech z wyjatkiem tych,
ktore maja na mocy ich relacji do innych pozycji w strukturze, do ktorej naleza.
Najkrocej mowige, uwazam punkty geometryczne [...] za paradygmatyczny obiekt
matematyczny. (REsNik 1996, 84)

Definicje struktury, wypowiedziang wprost, mozna znalezé w pracach
Shapiro, ktorego koncepcja strukturalizmu stanowi zasadniczy punkt odnie-
sienia dla wspotczesnych rozwazan. Wedlug tego autora ,,struktura jest to
kolekcja miejsc oraz skonczonej liczby [...] relacji na tych miejscach” (SHA-
PIRO 1997, 93). Struktura przeciwstawiona jest systemowi, czyli ,.kolekcji
miejsc z jednej lub wielu struktur wraz z pewnymi relacjami [...] dla tych
miejsc” (SHAPIRO 1997, 93). System jest pewnym konkretnym przyktadem
struktury, natomiast struktura traktowana jest jako pewna abstrakcyjna forma
systemu, ktorg konstytuujg relacje. Systemem jest ciagg liczb porzadkowych,
ktéry przez Johanna von Neumanna jest identyfikowany ze strukturg liczb
naturalnych, taki, ze: 0 =0, 1 = {0} 2 = {0, {0}}, 3 = {0, {0}, {0, {0}}} itd.
(voN NEUMANN, 1923). Systemem jest rowniez cigg zbioréw Ernsta Zermelo,
spelniajacy aksjomaty arytmetyki liczb naturalnych, taki, ze: 0 = @, 1 = {0},
2= {{0}} 3= {{{0}}} itd. (ZERMELO 1908). Natomiast przez struktur¢ liczb
naturalnych, czyli abstrakcyjng forme¢ systemu liczb naturalnych, rozumie
si¢ kolekcje dowolnych obiektéw wyznaczonag przez element poczatkowy
i funkcje nastepnika. Wedtug Shapiro struktury matematyczne, a wigc rela-
cje je konstytuujace, sg niezalezne (SHAPIRO 1997, 100).
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Niezalezna jest kazda struktura, ktora spetnia dwa warunki:

a) tworza ja tylko relacje pomig¢dzy jej miejscami (To, czy i jakie obiekty
zajmuja miejsca danej struktury oraz czy te obiekty posiadajg jakies$
inne cechy niz relacyjne, nie ma zadnego znaczenia).

b) relacje, ktore jg tworza sa relacjami formalnymi.

Niezalezne sg zatem te struktury, ktore sktadaja si¢ z formalnych relacji. Nic
ponad to strukturalizm sui genmeris nie zaklada na temat struktur matema-
tycznych.

Niezalezno$¢ struktur matematycznych zostaje wyjasniona, dzigki anali-
zie proponowanego rozroznienia dwoch perspektyw badawczych (SHAPIRO
1997, 10). Z jednej strony, struktury mozna badac z perspektywy miejsc-
jako-urzedow (places-are-offices). W ten sposob traktuje si¢ pozycje w struk-
turze, mowigc o jednym lub wielu przyktadach danej struktury. Biorac struk-
ture wladzy danego uniwersytetu, mozemy rozwazy¢ konkretny jej przyktad,
czyli aktualne lub historyczne kolegium rektorskie oraz senat. W tej per-
spektywie mozemy powiedzie¢, ze osoby zajmujace konkretne urzedy, po-
siadajg rézne niestrukturalne cechy (np.: ,,Obecny rektor posiada wybitne ce-
chy przywddcze”). Badanie struktur z tej perspektywy pokazuje, ze miejsca
(urzgdy) w danej strukturze moga zajmowac rézne obiekty, posiadajace rozne,
niestrukturalne cechy. Z drugiej strony, struktury mozna bada¢ z perspekty-
wy miejsc-jako-obiektow (places-are-objects). W ten sposob patrzymy na struk-
tury, jezeli chcemy powiedzie¢, ze dane miejsce (pozycja) w strukturze po-
siada pewne cechy relacyjne. Na przyktad powiemy, ze przetozonym wszyst-
kich prorektorow jest rektor, albo ze nadzoér nad praca rektora sprawuje
Wielki Kanclerz. W tej perspektywie zwracamy uwage tylko na relacje, jakie
zachodza migdzy miejscami badanej struktury, jednoczesnie abstrahujac
od innych cech obiektéw zajmujacych te miejsca. Miejsce staje si¢ obiektem
samym w sobie ze wzgledu na relacje w strukturze, ktore mu przystuguja.
Nie jest wazne co lub kto zajmuje to miejsce, wazne sg jedynie relacje
mi¢dzy miejscami struktury. Pierwszy zatem warunek niezaleznosci struktur
matematycznych, o ktérym mowi Shapiro, objawia si¢ wilasnie w tym,
ze matematyka traktuje wszystkie struktury z perspektywy miejsc-jako-
obiektow. Wedlug strukturalistow typu sui generis dla matematyki nie ma
zadnego znaczenia, jakie przedmioty (byty) zajmuja miejsca danej struktury,
wazne s3 tylko relacje, ktore zachodzg migedzy tymi miejscami. Relacje za-
chodzace migdzy dowolnymi obiektami, konstytuuja niezaleine struktury
matematyczne.
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Drugim warunkiem niezaleznosci struktur matematycznych jest stwier-
dzenie, ze relacje konstytuujace strukture sg relacjami formalnymi.

W strukturach matematycznych wszystkie relacje sa formalne lub strukturalne. Na
przyktad jedynymi warunkami naktadanymi na relacje¢ nastepnika sa te, zeby byta
to funkcja réznowarto§ciowa, gdzie zero nie znajduje si¢ w zbiorze jej wartosci,
oraz zeby spehiala zasade indukcji. Zadne czasoprzestrzenne, umystowe, osobiste
lub duchowe wtasnosci funkcji nastgpnika nie sg wazne dlatego, zeby byta ona
omawiang funkcja. (SHapPIRO 1997, 98)

Wedtug Shapiro ,.kazda relacja pewnej struktury, ktora moze by¢ catkowicie
zdefiniowana tylko przy uzyciu j¢zyka logiki oraz innych obiektow 1 relacji
danego systemu”, jest relacja formalng. Nieprecyzyjnie mowiac: ,, formalny
jezyk chwyta formalne relacje” (SHAPIRO 1997, 98).

W kolejnych punktach doktadniej przeanalizujemy omowione rozumienie
struktur matematycznych tak pojmowanych. Obecnie wystarczy zauwazy¢,
ze poglady strukturalistow sui generis pokrywaja si¢ z proponowanym we
wstepie opisem matematyki jako (o) nauki o strukturach i (B) nauki deduk-
cyjnej. Struktury traktowane s3 jako pewne niezalezne byty, wyznaczane
tylko przez formalne relacje miedzy dowolnymi obiektami, a nawet pew-
nymi pustymi miejscami, ktore moga by¢ zajetej przez dowolne obiekty,
Dedukcyjnos¢ matematyki zaktadana jest najczesciej implicite.

STRUKTURALIZM TEORIOMNOGOSCIOWY

We wspotczesnych dyskusjach dotyczacych filozofii matematyki pojawia
si¢ roOwniez, jako pewien wariant strukturalizmu matematycznego, stano-
wisko nazywane strukturalizmem teoriomnogosciowym. Jego zwolennicy
twierdza, ze bazowa i najbardziej fundamentalng teorig dla catej matematyki
jest teoria mnogosci. Do tej teorii sprowadzane sa wszystkie dzialty mate-
matyki klasycznej i w tej teorii ostatecznie szuka si¢ odpowiedzi na pytanie,
czym s3 i jaka maja natur¢ obiekty matematyczne.

Jak wiadomo, historia teorii mnogosci jako nauki §wiadomie uprawianej
rozpoczyna si¢ w XIX wieku badaniami prowadzonymi przez Georga Cantora
oraz Richarda Dedekinda. Ich celem jest ugruntowanie podstaw matematyki
i znalezienie ostatecznej, oczywistej i niepodwazalnej podstawy dla arytme-
tyki liczb naturalnych. Badania tamtego okresu skupiajg si¢ na dwoch poje-
ciach: (1) pojeciu zbioru oraz (2) pojeciu relacji nalezenia elementu
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do zbioru (wspoétczesnie oznaczanej przez ,,c”), ktore w tamtym okresie
traktowane sa jako oczywiscie zrozumiate i nie wymagajace wyjasnienia.
W pracy Dedekinda z 1888 r. (DEDEKIND 1888) struktura liczb naturalnych
identyfikowana jest z systemem prosto nieskonczonym, czyli taka strukturg,
ktora wyznaczona jest przez dowolny zbioér i przeksztatcenie, ktore z dzi-
siejszej perspektywy mozemy nazwacé relacjg nastgpnika. Mozna powiedzie¢,
ze koncepcja Dedekinda byta pionierskg proba wyjasnienia natury liczb
naturalnych, z tego powodu, powszechnie dzisiaj znana aksjomatyzacja aryt-
metyki zaproponowana przez Giuseppe Peano, przez niektorych nazywana
jest aksjomatyzacjg Dedekinda-Peano (DApaczyNski 2002a, 228). W tam-
tych czasach strukturalna wizja matematyki nie byta tak wyraznie formu-
lowana jak jest to dzisiaj. Wspdlczesnie poglady Dedekinda sg interpreto-
wane jako pionierskie i oryginalne podejscie do matematyki jako nauki
o strukturach (HELLMAN 1989; SHAPIRO 1997; RECK 2003).

Gottlob Frege, inspirowany pracami tworcow teorii mnogo$ci, w projek-
towanym na trzy tomy dziele Grundgesetze der Arithmetik zaproponowatl
sprowadzenie catej arytmetyki liczb naturalnych do poje¢ teorii zbiordw,
a tym samym zrekonstruowanie catej klasycznej matematyki w tej teorii. Poje-
cia zbioru oraz nalezenia elementu do zbioru traktowane sg przez niego jako
oczywiste 1 niewymagajace definicji. Mozemy powiedzie¢, ze to wtasnie na
tych pojeciach (a wlasciwie na ich odpowiednikach) miala by¢ zrekon-
struowana matematyka z pojeciem liczby jako klasy abstrakcji wszystkich
zbioréw réownolicznych. Z pracami Fregego, dzigki inspiracji Peano, zapoz-
nat si¢ Bertrand Russell. Po przeanalizowaniu poczgtkowych fragmentow
pierwszego tomu jego pracy zauwazyl, ze na gruncie oczywistych i rzekomo
niepodwazalnych zatozen zwiazanych z pojeciem zbioru mozliwy jest dowod
dwoéch zdan sprzecznych. Ten dowodd nosi dzisiaj nazwe antynomii Russella.

Owczeéni badacze bardzo szybko znalezli przyczyne powstawania tej
antynomii. Teoria mnogo$ci, w poczatkowym stadium swojego rozwoju,
opierata si¢ na pewnym oczywistym i powszechnie przyjmowanym zato-
zeniu odnos$nie do zbioru.

Pod pojgciem [...] ,,zbioru” rozumiem mianowicie ogoélnie kazda wielos¢, ktora
moze by¢ pomyslana jako jednos$¢, tj. kazdy ogdt okreSlonych elementéow, ktore
na mocy pewnego prawa moga by¢ ztaczone w jedng catosé. (Cantor 1883;
ttumaczenie za: MurawskI 1994, 157)

Okazato si¢, ze za mozliwoscig dowodu sprzecznosci stoi wtasnie to, wyda-
waloby si¢ oczywiste i niepodwazalne, zalozenie. We wspotczesnej teorii
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mnogosci nosi ono nazwe¢ aksjomatu komprehensji i mozna je zapisa¢ w na-
stepujacy sposob:

3,:V,: (v e A= P) (1)

Aksjomat ten gtosi, ze dla kazdego wyrazenia typu P(z) istnieje zbior 4,
ktorego elementami sg te i tylko te przedmioty, ktore spetniajg to wyrazenie.
Jak wida¢, zatozenie to wydaje si¢ oczywiste i naturalne, zapewne dlatego
nie budzito wigkszych podejrzen u tworcow teorii zbioréw. Na jego podsta-
wie mozliwe sg dowody wielu innych, dobrze dzisiaj znanych antynomii.
Na przestrzeni lat zaproponowano wiele alternatywnych rozwigzan, ktore
pozwalaja unikngé¢ antynomii. Cheé uniknigcia sprzecznos$ci w podstawach
matematyki wymagata rezygnacji z postugiwania si¢ oczywistym i wydawa-
loby si¢ zastanym pojeciem zbioru. Od tej pory badacze musieli decydowac,
ktore zbiory istniejg, a ktore nie lub wyraznie powiedzie¢, co jest zbiorem
i jakie obiekty sa jego elementami. Ogo6lno$¢ i uniwersalno$¢ przyjmowa-
nych zalozen dotyczacych zbioru zostala ograniczona.

Jednym ze sposobow uniknigcia antynomii teoriomnogosciowych byta
proba wyraznego wskazania wszystkich zatozen, ktore lezg u podstaw teorii
zbiorow. Propozycje takiej teorii aksjomatycznej przedstawit Ernst Zermelo
(1908), ktory zamiast aksjomatu (1) przyjat zestaw kilku wyrazen, wyraznie
stwierdzajac, ktore zbiory istniejg. Uzasadnieniem dla przyjecia konkretnego
zestawu twierdzen jako podstawowych zatozen dla proponowanej teorii byta
che¢ unikniecia sprzeczno$ci przy jednoczesnym zachowaniu ogdlnosci
i oczywistosci catej teorii. W teorii Zermelo zamiast antynomii otrzymujemy
dowdd nieistnienia pewnych zbiorow. Otwarto$¢ zbioru zalozen z pierw-
szego etapu rozwoju teorii mnogos$ci w propozycji Zermelo zostaje zasta-
piona ustalonym ostatecznie zbiorem aksjomatoéw, z ktéorych na drodze de-
dukcji wyprowadzane sg wszystkie interesujace wlasnosci zbiorow, a tym
samym cala arytmetyka liczb naturalnych. Oczywisto$¢ i 0gdlnos¢ przyjmo-
wanych zatozen sa bardzo wazne i to one stanowia o tym, ktére wyrazenia
zaliczane sg do zbioru aksjomatéow. Opisana w tej teorii hierarchia zbiorow
rozumiana jest jako pewnego rodzaju struktura, ktora stanowi bazg dla catej
matematyki.

Jak wiadomo, propozycje Zermelo oraz konkurencyjna dla niej w tamtym
okresie teoria typow logicznych Bertranda Russella zapoczatkowaly nowy
okres badan w podstawach matematyki. Od poczatku XX wieku do dnia
dzisiejszego dyskutowane jest wiele roznych, cze¢sto rownoprawnych teorii,
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ktére aspirujg do miana najlepszej podstawy dla matematyki klasycznej. Ob-
szerne badania oraz bogactwo wynikow doprowadzity do tego, ze potoczne,
ogoélne i wydawaloby si¢ oczywiste znaczenie, ktore bylo przypisywane
do pojecia zbioru oraz relacji nalezenia €, wspotczesnie stracito wszystkie
te cechy. Znane sg rézne sposoby rozumienia tych poje¢, w szczegdlnosci
mowi si¢ o zbiorach w sensie dystrybutywnym oraz kolektywnym, a nawet
konstruowane sa teorie, w ktoérych uzywa si¢ pojecia zbioru w ogodle nie
nadajac mu zadnego znaczenia. Teoria mnogos$ci w swoim zamierzeniu kon-
struowana jako podstawowa teoria dla pojecia zbioru, dzisiaj okazuje si¢ nie
mie¢ jednego ustalonego modelu.

Tak rozumiana teoria zbioré6w stanowi podstawe dla catej klasycznej
matematyki, w ten sposob, ze mozna w niej zrekonstruowa¢ strukture liczb
naturalnych oraz pozostale struktury matematyczne nadbudowywane na nie;j.
Struktura, a wlasciwie cala hierarchia struktur teoriomnogos$ciowych, jest
interpretowana w ten sposob, ze ostateczne pytanie o natur¢ obiektow mate-
matycznych jest stawiane wlasnie w teorii zbiorow. Nie jest to teoria pew-
nych zbioréw, ale dedukcyjna teoria, ktora dopiero ustala znaczenie uzytych
w niej termindw, takich jak zbior. Strukturalizm teoriomnogosciowy traktuje
obiekty matematyczne jako pewne dedukcyjne struktury, na ktoérych pod-
stawie sg budowane inne struktury w ten sposob, ze w zadnym wypadku nie
mowi si¢ o konkretnych obiektach, a zawsze jest mowa tylko o pewnych
formalnych relacjach, ktére zachodza miedzy dowolnymi obiektami. Owe
relacje sa opisywane przez aksjomaty teorii dedukcyjnych, ktore ustalaja
znaczenie uzytych w nich terminéw pierwotnych.

Struktury matematyczne sa pewnymi zbiorami, uporzadkowanymi ciagami, ktore
sktadaja si¢ ze zbioru, stanowiacego dziedzing, oraz relacji, funkcji i ewentualnie
pewnych wyrdznionych obiektow (nalezacych do dziedziny). Struktury moga by¢
modelami, spetniajacymi twierdzenia pewnych teorii. (HELLMAN 2005, 538-539)

Strukturalizm teoriomnogosciowy stwierdza, ze przedmiotem badan matema-
tyki sg struktury, ktére sg rozumiane jako uktady zbioréw i relacji, natomiast
wszystkie twierdzenia pochodne sa logicznymi konsekwencjami tak przyjmo-
wanych zatozen. Strukturalizm tego typu réwniez potwierdza, ze matematyka
lacznie posiada dwie cechy (a) strukturalnos¢ oraz () dedukcyjnos¢.
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METODOLOGIA NAUK FORMALNYCH

Préoba rozumienia réznych typow strukturalizmu matematycznego dopro-
wadzila nas do konstatacji, ze wspolng ich cechg jest uznanie matematyki
jako jednocze$nie charakteryzujacej si¢ (a) strukturalnoscig oraz () deduk-
cyjnoscig. Te uwagi pozwalajg nam obecnie zada¢ pytanie, co to znaczy,
ze pewna nauka jest nauka dedukcyjna (formalng).

Ciekawe i oryginalne podejscie do metodologii nauk dedukcyjnych za-
proponowatl Kazimierz Ajdukiewicz. W Logice pragmatycznej (AJIDUKIEWICZ
1965) do nauk formalnych zalicza, obok matematyki, rowniez logike. We-
dtug niego kazda z tych nauk przechodzi przez trzy stadia rozwoju, ktérych
zasadniczym wyrdznikiem sa dopuszczane sposoby uzasadniania twierdzen
oraz przyjmowane znaczenie termindéw pierwotnych.

W koncepcji Ajdukiewicza nauki dedukcyjne przeciwstawione sg nau-
kom indukcyjnym. Wedlug niego oczywisty jest fakt, ze we wszystkich nau-
kach uznaje si¢ pewne zdania jako twierdzenia pierwotne. Zdania te maja tg
zasadniczg ceche, ze nie sa wyprowadzana z innych wczesniej uznanych
zdan. To wilasnie twierdzenia pierwotne sa tymi zdaniami, ktore stuza jako
uzasadnienie dla twierdzen pochodnych danej nauki. Taka konstrukcja, we-
dtug Ajdukiewicza, jest wspdlna dla wszystkich nauk, zaré6wno dedukcyj-
nych, jak i indukcyjnych. Podzial na nauki dedukcyjne oraz indukcyjne
dokonuje si¢ ze wzgledu na dopuszczane w danej nauce sposoby wniosko-
wania. W naukach dedukcyjnych twierdzenia pochodne mozna uzasadniaé
tylko za pomocg dedukcji. Natomiast nauki indukcyjne poza dedukcjg ko-
rzystajag rowniez z innych sposoboéw wnioskowania, np. z redukcji, indukcji
enumeracyjnej lub wnioskowan przez analogi¢. Do nauk indukcyjnych zali-
cza si¢ nauki przyrodnicze oraz humanistyczne (AJDUKIEWICZ 1965, 178).

Nauki dedukcyjne przechodza przez trzy stadia (etapy) rozwoju. Pierw-
sze z nich nazywany jest stadium przedaksjomatycznym intuicyjnym i po-
siada trzy zasadnicze cechy:

a) Jako twierdzenia pierwotnie wolno przyjmowac¢ dowolne zdania, ktore
badaczowi wydaja si¢ oczywiste i ktdre nie spotykajg si¢ ze sprzeci-
wem ze strony innych specjalistow w danej dziedzinie;

b) Jako twierdzenia pochodne wolno przyjmowac¢ te zdania, ktéore w oczy-
wisty sposob wynikaja ze zdan wczesniej uznanych;

c) Do stownika danej teorii nalezg te terminy, ktore dla danego badacza
sa zrozumiale bez definicji lub takie, ktére za pomocg definicji mozna
sprowadzi¢ do tych pierwszych.
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W pierwszym etapie rozwoju nauk dedukcyjnych lista twierdzen pierwot-
nych oraz terminow pierwotnych nigdy nie jest ostatecznie zamknigta. W do-
wolnym momencie mozna doda¢ jakie$ zdanie, ktore uznajemy za oczywiste,
lub pewien termin, ktéorego znaczenie nie budzi watpliwosci. Stadium zatem
przedaksjomatyczne intuicyjne cechuje si¢ otwartoscig zbioru twierdzen
pierwotnych oraz stlownika, a takze oczywistoScig przyjmowanych twierdzen
i termindéw (AJDUKIEWICZ 1965, 181),

W owym przedaksjomatycznym, nazwijmy je pierwotnym, stadium wystepuje
nauka dedukcyjna jako system twierdzen stosunkami logicznymi, a nade wszystko
stosunkami wynikania powigzanych, z ktorych kazdemu przypisuje si¢ prawdzi-
wos$¢ opartg na wynikaniu z innego prawdziwego twierdzenia, za$ jako zalozenia
wystepuja sady, ktorym przystuguje jakas oczywistosé. Sady te nie sg ani wyraz-
nie wymienione, ani tez nie wyst¢gpuja koniecznie jako zalozenia ostateczne;
czasami bowiem wystgpuja one jako twierdzenia. W owym pierwotnym stadium
wystarczy, jezeli kazdy w nauce wystepujacy sad jest badz oczywisty, badz tez
oczywistymi zwigzkami wynikania powiazany z sadami oczywistymi. Kazde poje-
cie jest intuicyjnic dane, wyraz, ktdry je oznacza, bez blizszych wyjasnien
zrozumialy lub tez przez szereg definicyj sprowadzony do wyrazow zrozumiatych
bezposrednio, o ktorych si¢ zwykto mowié, ze ich juz wyjasniac nie trzeba. Poza
tym owe juz nie wymagajace okreSlenia wyrazy i te nie wymagajace analizy
pojecia nie sg wyraznie wymienione i tez niekoniecznie zawsze jako takie wy-
stepuja. (Arpukiewicz 1921, 1)

Przej$cie na drugi etap rozwoju nauk formalnych, nazywany aksjoma-
tycznym intuicyjnym, dokonuje si¢ poprzez ostateczne ustalenie i zamknigcie
zbioru twierdzen pierwotnych oraz stownika terminow pierwotnych. Nato-
miast nadal oczywisto$¢ pozostaje tym kryterium, ktére uzasadnia przyjecie
tych a nie innych twierdzen i termindéw. Drugie stadium rozwoju nauk
dedukcyjnych posiada zatem nastepujgce cechy:

a) Nadal jako twierdzenia pierwotnie wolno przyjmowaé¢ dowolne zdania,
ktore badaczowi wydaja si¢ oczywiste i ktore nie spotykaja si¢ ze
sprzeciwem ze strony innych specjalistow, ale nalezy ustali¢ i osta-
tecznie zamkng¢ zbior tych twierdzen,

b) Jako twierdzenia pochodne wolno przyjmowac tylko te zdania, ktore
wynikajg dedukcyjnie z przyjetego zbioru twierdzen pierwotnych.

¢) Nadal do stownika danej teorii nalezg te terminy, ktore dla danego
badacza sa zrozumiate bez definicji lub takie, ktore za pomoca defi-
nicji mozna sprowadzi¢ do tych pierwszych, ale nalezy ustali¢ i osta-
tecznie zamknac zbior terminow pierwotnych.
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Znika otwartos¢ zbioru twierdzen pierwotnych oraz stownika terminow pier-
wotnych, ktora cechowala pierwszy przedaksjomatyczny intuicyjny etap,
W jej miejsce pojawiajg si¢ ostatecznie ustalone i zamknigte zbiory twier-
dzen i termindéw pierwotnych. Oczywistos¢ twierdzen nadal pozostaje tym
kryterium, ktore decyduje o ich przyjeciu, W zwiazku z tym jedynym akcep-
towanym sposobem uzasadniania twierdzen pochodnych jest dedukcja. Przy-
jety raz na zawsze zbidr twierdzen pierwotnych staje si¢ podstawa calej
teorii i jedynie z niego, na zasadzie dedukcji, mozna wyprowadza¢ inne
twierdzenia danej teorii.

Przej$cie w stadium aksjomatyczne polega na tym, ze lista twierdzen pier-
wotnych, tj. takich, ktére przyjmujemy nie dowodzac ich juz w obregbie danej
nauki, jak rowniez lista termin6w pierwotnych, tj. takich, ktérymi wolno nam si¢
postugiwaé bez podawania ich definicji, zostaje w pewnej fazie rozwoju tej
nauki zamknigta.

Po przejsciu w stadium aksjomatyczne nie wolno juz przyjmowac kazdego zda-
nia oczywistego bez dowodu i nie wolno bez definicji postugiwaé si¢ dowolnym
terminem powszechnie zrozumiatym, lecz wolno to czyni¢ tylko, gdy zdanie to,
czy o0w termin, znajduje si¢ na odpowiedniej liscie. (AipukiEWICZ 1965, 182)

Trzeci, ostatni etap rozwoju nauk dedukcyjnych Ajdukiewicz nazywa sta-
dium aksjomatycznym abstrakcyjnym. Zbiory twierdzen pierwotnych oraz
terminow pierwotnych sa juz ustalone i zamknigte, a oczywisto$¢ jako kry-
terium dla ich przyjmowania zostaje zastgpiona abstrakcjg. W zwigzku
z tym, ze abstrahujemy od znaczenia, jakie posiadaja terminy pierwotne, nie
naktadamy Zzadnego warunku na przyjmowane twierdzenia pierwotne, mozna
je przyjmowac catkowicie dowolnie, bez zadnego uzasadnienia, bez oczywi-
stosci, ktora cechowala poprzednie stadia rozwoju danej nauki. Intuicja,
prawdziwos$¢, ewentualne doswiadczenie empiryczne lub wewngtrzne nie
odgrywaja zadnej roli w nauce znajdujacej si¢ w trzecim aksjomatycznym
abstrakcyjnym stadium. Jedynym narzgdziem do uzasadniania twierdzen jest
dedukcja, za jej pomoca z aksjomatéw wyprowadzane sg twierdzenia po-
chodne. Znaczenie uzytych w aksjomatach terminow pierwotnych nie odgry-
wa zadnej roli (abstrahujemy od niego), nie posiadajg one zadnego znacze-
nia, ewentualnie mozna powiedzie¢, ze terminy pierwotne przyjmuja to
znaczenie, ktore dane im jest przez uzycie ich w aksjomatach.

Stadium intuicyjne nauk dedukcyjnych tym si¢ charakteryzuje, ze terminy pier-
wotne, tj. terminy, ktoérych si¢ uzywa bez podawania ich definicji, bierze si¢
w znaczeniu zastanym i od twierdzen pierwotnych czy od aksjomatéw zada sig,
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aby byly przy zastanym znaczeniu zawartych w nich termindéw oczywiste, tj. by
byty dla kazdego przekonywujace bez podawania dowodu. Zasadnicza rdznica
miedzy intuicyjnym sposobem uprawiania nauk dedukcyjnych a sposobem wyste-
pujacym w stadium abstrakcyjnym polega na tym, ze si¢ w tym drugim stadium
abstrahuje od zastanego znaczenia swoistych termindéw pierwotnych, ze si¢ ich
znaczenie dopiero konstytuuje. Zachowujac mianowicie znaczenie termindw za-
pozyczonych z nauk, na ktérych si¢ opieramy, postanawiamy co do termindéw
swoistych danej nauki, ze terminy te maja by¢ nazwami takich tworéw, ktore czy-
nig zado$¢ warunkom, jakie na nie naktadaja aksjomaty, nie zwazajac na to, czego
nazwami te terminy byly przy ich dotychczasowym (zastanym) znaczeniu i czy
w ogoble mialy dotychczas jakie$ znaczenie. (Aspukiewicz 1965, 188)

Rozwazmy elementarng teorie mniejszosci jako przyktad pewnej teorii
dedukcyjnej, ktora znajduje si¢ na trzecim aksjomatycznym abstrakcyjnym
etapie rozwoju. Teoria ta jest oparta na logice pierwszego rzgdu. Dlatego
terminy zaczerpnig¢te z logiki majg ustalone znaczenia, a do swoistych dla
badanej nauki terminéw pierwotnych nalezg:

< odczytujemy: ,jest mniejsze”;

= odczytujemy: ,,jest rowne”;

Lw odczytujemy: ,,liczba wymierna”.

Dodatkowo w alfabecie tej teorii znajduja si¢ symbole zmiennych z, y, 2
ktérych zakresem zmiennosci jest zbior liczb wymiernych. Zbior aksjoma-
tow swoistych dla elementarnej teorii mniejszosci zawiera siedem twierdzen,
ktore wyjasniajg sposdb uzycia swoistych terminéw pierwotnych. Jednym
z tych aksjomatow jest wyrazenie:

VI:EIy:(x<y)

Co mozna odczytaé: dla kazdego x istnieje takie vy, ze x < y. Przy ustalonym
wyzej znaczeniu uzytych w tym wyrazeniu terminéw, zdanie to mozna od-
czytaé w ten sposob: dla kazdej liczby wymiernej istnieje liczba wymierna
od niej wigksza.

Nic nie stoi na przeszkodzie, zeby to intuicyjne rozumienie swoistych
termindw pierwotnych zastapi¢ innym. Abstrahujemy od zastanego oczywi-
stego znaczenia tych terminéw i nadajemy im nowe znaczenie, jednocze$nie
nie zmieniajgc nic innego w badanej teorii dedukcyjnej Ajdukiewicz (1965,
190) podaje przykladowe trzy inne rozumienia swoistych termindéw pier-
wotnych.
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Tablica 1: Interpretacja termindw pierwotnych

Lw < zakres zmiennosci zmiennych z, y, 2
liczba wymierna wiekszy liczby wymierne
liczba rzeczywista mniejszy liczby rzeczywiste
punkt na danej prostej lezy na lewo punkty na danej prostej
chwila czasowa czasowa | jest wczesniejsza chwile czasowe

Zgodnie z tablicg (1) symbol < mozemy odczyta¢ na wiele ré6znych
sposobow, a zakres zmienno$ci zmiennych z, y, 2 moze odpowiednio prze-
biega¢ rézne zbiory indywiduéw. Podany aksjomat mozna odczyta¢ jako
opisujacy potozenie punktow na prostej: dla kazdego punktu x na danej
prostej istnieje punkt y na tej prostej taki, ze x lezy na lewo od y. Rownie
dobrze moze on opisywaé chwile czasowe: dla kazdej chwili czasowej x
istnieje chwila y taka, Ze x jest wczesniejszy od y. Mozemy powiedzieé, ze
dla danego uktadu aksjomatéw istnieje wiele roznych modeli, przez ktore
jest on spetniony. Mozemy rowniez t¢ samg teori¢ dedukcyjng potraktowac
jako catkowicie abstrakcyjng, w ktorej swoiste terminy pierwotne nie posia-
daja zadnego znaczenia. Wszystkie aksjomaty oraz twierdzenia pochodne
pozostang niezmienione, teoria rozumiana jako zbidr konsekwencji zbioru
aksjomatow pozostaje nienaruszona, natomiast swoistym terminom pierwot-
nym tej teorii nie nadaje si¢ zadnego znaczenia,

Ajdukiewicz nie jest odosobniony w swoich pogladach na metodo-
logiczne aspekty nauk formalnych. Alfred Tarski rozwdj nauk dedukcyjnych
widzi w podobny sposéb — jako pewnego rodzaju stopniowe ograniczenie
oczywisto$ci przyjmowanych zatozen:

Stosunkowo wczesniej jednak zdano sobie sprawe, ze kryterium intuicyjnej oczy-
wisto$ci i niezawodnosci nie jest bynajmniej pewne, nie ma obiektywnego cha-
rakteru i czesto prowadzi do powaznych bigdéw. Caly dalszy rozwdj metody
dedukcyjnej mozna uwazaé za przejaw tendencji zmierzajacej do ograniczenia
uzywalno$ci kryterium odwotujacego si¢ do intuicyjnej oczywistosci. (TARSKI
1969, 320)

Roéznice w pogladach wielu autorow piszacych na ten temat okazuja si¢
wyrazniejsze w perspektywie zaproponowanego przez Ajdukiewicza troj-
stopniowego rozwoju nauk formalnych. Chociaz aktualne jest pytanie, na
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ktérym etapie rozwoju obecnie jest matematyka jako nauka formalna i czy
koniecznie musi przej$¢ przez wszystkie te etapy, to dla celow postawiony
na poczatku tego artykutu odpowiedz nie ma wigkszego znaczenia. Nato-
miast to, co wazne, to fakt, ze dyskutowane w tym artykule filozoficzne
stanowisko strukturalizmu matematycznego w §wietle metodologicznej kon-
cepcji Ajdukiewicza moze uzyskaé pewng nowg interpretacje.

DEDUKCYJINOSC VS. STRUKTURALNOSC

Zaréwno zwolennicy strukturalizmu sui generis, jak 1 strukturali$ci teo-
riomnogosSciowi utrzymuja, ze (o) matematyka jest naukq o strukturach oraz
(B) matematyka jest naukq dedukcyjng. Zrdznicowanie tych stanowisk bierze
si¢ z odmiennego sposobu odpowiedzi na pytanie dotyczace tego, czym jest
struktura. Strukturali$ci sui generis, m.in. Stewart Shapiro, twierdza, ze struk-
tury matematyczne sg to struktury niezalezne, czyli struktury sktadajace si¢
z formalnych relacji, ktére tacza dowolne obiekty. Natomiast strukturalisci
typu teoriomnogosciowego za struktury uznaja pewne uklady zbioréw, a na-
wet cate ich hierarchie, ktore sg wyznaczane za pomoca pewnych aksjo-
matow. Jednoczes$nie kazde z tych stanowisk uznaje dedukcje za jedyny spo-
s0b uzasadniania twierdzen pochodnych w swoich teoriach.

Metodologiczna wizja nauk formalnych, w ktorej kazda z takich nauk
przechodzi przez trzy etapy rozwoju, pozwala spojrze¢ na strukturalnosé
matematyki w inny sposob. Zauwazmy, ze mozliwe jest takie rozumienie
strukturalizmu, przy ktérym matematyka jako nauka o strukturach bedzie
traktowana jako z nauka formalna, znajdujaca si¢ w trzecim aksjomatycznym
abstrakcyjnym stadium rozwoju. Przy takim rozumieniu matematyki rozroz-
nienie dwoch zasadniczych jej cech, czyli () strukturalnosci oraz (B) deduk-
cyjnosci okaze si¢ zbedne. W tym sensie mozna powiedzie¢, ze struktural-
nos$¢ i dedukcyjnos¢ sg tym samym.

[...] wymieniamy szereg symboli; symbole te wchodzg w sktad aksjomatow,
na ich za$ podstawie «udowadniamy» szereg «twierdzen». Symbolom tym nie
przypisujemy zadnego znaczenia. Dlaczego je jednak nazywamy symbolami, a nie
kreskami lub ornamentami? Wszakze — zdawaloby si¢ — istotg symbolu jest,
ze symbol co$ znaczy. Niewatpliwie symbole pierwotne nauk dedukcyjnych nie sg
w tym znaczeniu symbolami, jak np. wyrazy mowy potocznej. [...] Mimo to
jednak réznig si¢ od zwyktych kresek lub ornamentdéw [...] Zaréwno symbole
nauk dedukcyjnych, jak i figury w szachach sg o tyle symbolami, o ile wystepuja
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w takich a takich zwigzkach. Zwiagzkami tymi dla symboli nauk dedukcyjnych sa
aksjomaty i twierdzenia. [...] Sa tedy symbole nauk dedukcyjnych symbolami nie
dlatego, jakoby «co$§ znaczyly» albo «co$ oznaczaly», lecz dlatego, ze maja
okres§lona «role», dlatego, ze wystepuja w $cisle okreslonych zwiazkach. (Aspu-
KIEWICZ 1921, 2-3)

Kazda nauka formalna, znajdujaca si¢ w stadium aksjomatycznym abstrak-
cyjnym jest nauka czysto dedukcyjng, czyli jest nauka o pewnych struk-
turach. Na ostatnim etapie rozwoju nauk formalnych dwie wydawaloby si¢
rozne wlasnosci wskazuja na t¢ sama ceche. Strukturalnos¢ i dedukcyjnosé
zlewajg si¢ w jedng wlasno$¢ i nie ma mi¢dzy nimi zadnej réoznicy. W zwigz-
ku z tym, jezeli matematyke traktujemy jako nauke znajdujaca si¢ w trzecim
aksjomatycznym abstrakcyjnym stadium swojego rozwoju, to mozemy po-
wiedzieé¢, ze jest (o) naukq o strukturach wtedy i tylko wtedy, gdy (B) jest
naukq dedukcyjng.

Zwro¢my uwage na kilka argumentdéw za tym, ze przedstawione wspot-
czesne poglady strukturalistyczne na matematyke sg bliskie tego rodzaju
stanowisku. Strukturalizm teoriomnogosciowy, ktory cata matematyke spro-
wadza do pewnej, wybranej teorii mnogosci (np. ZFC, NBG), opiera si¢
na teoriach, ktore znajduja si¢ w trzecim aksjomatycznym abstrakcyjnym
stadium swojego rozwoju. Badania prowadzone w celu aksjomatyzacji intui-
cyjnej teorii mnogosci pokazujg, ze bogactwo i réznorodnos$¢ osigganych
wynikow stanowig argument za traktowaniem wspotczesnej matematyki jako
znajdujacej si¢ w trzecim aksjomatycznym abstrakcyjnym stadium swojego
rozwoju. Aksjomaty dla proponowanych teorii mozna dobiera¢ zupetnie do-
wolnie, uzyte w nich terminy pierwotne nie posiadaja zadnego zastanego
znaczenia, jedynym ograniczeniem dla konstruowanych systemoéw dedukcyj-
nych jest wymog, zeby zbidr aksjomatdéw (regul, wyrazen, dowoddéw) byt
rozstrzygalny. Ustalenie zbioru aksjomatoéw jest calkowicie arbitralne, nato-
miast pdzniejsza dedukcja na ich podstawie twierdzen pochodnych odbywa
si¢ wedle $cisle okreslonych prawidet logicznych. Mozna powiedzie¢, ze mate-
matyka tak rozumiana jest nauka czysto dedukcyjng, jedynym akceptowal-
nym sposobem uzasadniania twierdzen jest dedukcja, zadne inne uzasad-
nienie nie jest wymagane, co wigcej — nie jest akceptowane.

Wszystkie te wyniki pokazuja, ze teoria mnogosci oparta na aksjomatyce Zermelo-
-Fraenkla jest niezupetna, i to w bardzo silnym stopniu. [...] Niezupetno$¢ aksjo-
matycznej teorii mnogosci poréwna¢ mozna raczej do niezupetno$ci teorii grup
lub ciat lub podobnych teorii algebraicznych. Nikt nie dziwi sig, Ze te teorie sa
niezupetne. Ich aksjomatyki byly od poczatku sformulowane tak, by istniaty dla
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nich réznorodne modele. W przypadku aksjomatow teorii mnogos$ci intencja byta
odmienna, ale wyniki sa niemal takie same. (Mostowski 1976, 110)

Strukturalizm zatem teoriomnogosciowy, ktory twierdzi, ze (o) mate-
matyka jest naukg o strukturach, struktury rozumie w ten sposob, ze kon-
stytuujg je dowolne aksjomaty, na podstawie ktorych, za pomoca dedukc;ji,
uzasadniane s3 pozostate twierdzenia dotyczace danej struktury, Struktu-
ralno$¢ tych konstrukcji wyraza si¢ w tym, ze budowa teorii dedukcyjnej
rozpoczyna si¢ od pewnych aksjomatéow, w ktorych uzyte sg dane terminy
pierwotne, o ktorych znaczeniu zaktada si¢ tylko to, co stwierdzono w aksjo-
matach. Teorie dedukcyjne tak rozumiane moga by¢ traktowane jako calko-
wicie uniwersalne i1 przygotowane, jako pewne struktury, do dowolnej
interpretacji.

Mogtaby si¢ nasuna¢ mysl, ze zamiast przyjmowacé ,,0”, , liczbe” i ,,nastepnik™ jako
terminy, ktorych znaczenie znamy, cho¢ ich definiowa¢ nie mozemy, moglibySmy
przyjac¢ je jako nazwy jakich$ trzech rzeczy, ktére spelniaja pi¢¢ aksjomatow
Peana. Woéwczas nie bedg to terminy, ktoére maja znaczenie okre§lone, choé
niezdefiniowane — wowczas beda to ,,zmienne”, to znaczy terminy, co do ktérych
robimy pewne zalozenia, mianowicie te, jakie sg sformulowane w pigciu
aksjomatach, lecz ktore poza tym sa niezdeterminowane. Jezeli przyjmiemy ten
sposéb rozumienia, to twierdzen naszych bedzie si¢ dowodzito nie w odniesieniu
do okreslonego zbioru rzeczy, zwanych ,,liczbami naturalnymi”, lecz w odniesieniu
do wszystkich zbiorow rzeczy, ktore majg pewne wlasnosci. (RusseLL 1920, 27)

Na przyktad arytmetyke Peano, opartg na pigciu aksjomatach, mozna rozu-
mie¢ w ten sposob, ze ten niewatpliwie czysto dedukcyjny system, w ktorym
nie ustala si¢ zadnego znaczenia dla jego terminow pierwotnych, opisuje
pewna strukture. Opis ten jest uniwersalny i otwarty w tym sensie, Ze termi-
nom pierwotnym mozna nada¢ dowolng interpretacje, a twierdzenia po-
chodne tej teorii dotyczg wszystkich zbioréw rzeczy, o ktérych moze orze-
ka¢ ta teoria. Przy takim rozumieniu teorii dedukcyjnych zatarta zostaje
granica pomiedzy strukturg jako pewnym obiektem, ktory podlega badaniu
przez matematyke, a opisem tej struktury za pomocg aksjomatow i wykorzy-
stywanych w nich terminéw. W trzecim aksjomatycznym abstrakcyjnym
stadium struktura jako obiekt oraz opis tej struktury jako pewna teoria de-
dukcyjna sg tozsame. Wroémy teraz do sposobu rozumienia terminu ,,struk-
tura” przez zwolennikow strukturalizmu sui generis. Twierdza oni, Ze w ma-
tematyce mowa jest o strukturach niezaleznych, ktore przeciwstawione sg
innym strukturom i ktére konstytuowane sa dzicki formalnym relacjom
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laczacym dowolne obiekty. Struktury poznajemy dzigki ich opisowi, a naj-
lepszym opisem dla struktury jest podanie pewnych zatozen, na ktoérych
podstawie uzyska si¢ catoSciowy obraz badanej struktury. W pracy Shapiro
(1997, 94-95) zostaje wymienionych kilka aksjomatow, ktoére majg stanowic
opis pewnej struktury fundamentalnej dla catej matematyki. Istnieje wyrazna
analogia migdzy aksjomatami pewnej teorii mnogosci a propozycja aksjo-
matyzacji teorii struktur.

W jakim$ sensie teoria mnogo$ci 1 prezentowana teoria struktur sa swoimi
notacyjnymi wariantami. W szczego6lnos$ci teoria struktur bez aksjomatu refleksji
odpowiada teorii mnogos$ci drugiego rzedu ZFC, a teoria struktur wraz z aksjo-
matem refleksji odpowiada teorii mnogosci z odpowiednim aksjomatem refleks;ji.

(SHAPIRO 1997, 96)

Traktowanie struktur matematycznych jako pewnych abstrakcyjnych, czy-
sto formalnych zbioréw relacji migdzy dowolnymi obiektami pozwala inter-
pretowac stanowisko strukturalistow sui generis jako bardzo podobne do sta-
nowiska strukturalistow teoriomnogosciowych. To podobienstwo ujawnia si¢
jeszcze bardziej w momencie analizy pewnych szczegotowych dyskusji.
Charles Parsons (1990) w swoim artykule podaje argumenty przeciwko
strukturalizmowi, ktorych gléwnym celem jest wskazanie nierelacyjnych
i nieformalnych cech obiektéw matematycznych. Istnienie takich cech mia-
loby by¢ dowodem na to, ze matematyka by¢ moze nie jest naukg wyltgcznie
o strukturach niezaleznych lub ewentualnie nie tylko struktury leza w obsza-
rze jej zainteresowan.

Parsons twierdzi, ze istniejg roézne rodzaje obiektow. Poza obiektami
czysto matematycznymi (strukturami) oraz obiektami konkretnymi istnieja
rowniez tak zwane obiekty quasi-konkretne. Byty quasi-konkretne posiadaja
pewne cechy, ktore nie sg wlasno$ciami relacyjnymi w rozumieniu formal-
nym. Jako przyktady takiego rodzaju obiektow Parsons wymienia figury
geometryczne, ktore wedtug niego sg koniecznie zwiagzane z jaka$ fizyczng
ich reprezentacja (pewnym przedstawieniem). Podobnie mysli on o ciggach
znakoéw wraz z fizyczng relacjg konkatenacji, czyli zestawienia jednego na-
pisu obok drugiego. Istnienie obiektow quasi-konkretnych wraz z pewnymi
relacjami nieformalnymi ma by¢ argumentem, ktéry wskazywatby, ze mate-
matyka nie jest naukg o strukturach rozumianych w ten sposob, ze sga one
niezalezne, czysto formalne.
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Obiekty czysto matematyczne sa odmienne nie tylko od obiektow konkretnych, ale
rowniez od pewnych abstrakcyjnych obiektow, ktore ja nazywam quasi-konkret-
nymi, poniewaz sg one w bezposredni sposob ,reprezentowane” lub ,,odzwier-
ciedlane” w konkretach. [...] Czysto strukturalne podejscie nie wydaje si¢ byc
wlasciwym dla obiektow quasi-konkretnych, poniewaz relacja reprezentacji jest
czyms$ innym niz wewnatrz-strukturalne relacje. (Parsons 1990, 304)

Ta i inne proby wskazania pewnych nierelacyjnych (niestrukturalnych)
cech obiektow matematycznych spotykajg si¢ z replika ze strony strukturali-
stow. Strukturali$ci twierdza, ze nawet jezeli obiekty quasi-konkretne ist-
nieja, to sa one tylko pewnego rodzaju etapem przejSciowym w rozwoju
matematyki. Figury geometryczne juz w XVII wieku, dzieki odkryciom
René Descartes’a oraz Pierre’a de Fermata, przestaly by¢ traktowane jako
z koniecznosci uwiklane w jakiego$ rodzaju quasi-fizycznos¢. Wspotczesnie
za$§ geometrii analitycznej, jako pewnemu fragmentowi matematyki klasycz-
nej, wystarcza jedynie metody obliczeniowe (formalne), poniewaz ostatecz-
nie ugruntowana jest ona na pewnej strukturze, ktorg da si¢ zredukowacé
do liczb naturalnych. Ponadto, dla wielu badaczy, powstanie geometrii nie-
euklidesowych stanowi argument za tym, ze geometria nie jest w zaden spo-
s6b zwigzana z jakimikolwiek intuicyjnymi przedstawieniami i wyobraze-
niami. Podobnie nalezy traktowac ciagi napisOw wraz z relacja konkatenacji.
Przynajmniej od przedstawionej przez Kurta Godla propozycji jednoznacz-
nego numerowania wyrazen, mozliwa jest catkowita rezygnacja z opero-
wania na ciggach, powstajacych przez zestawianie napiséw, i postugiwanie
si¢ jedynie dziataniami na liczbach (SHaPIRO 1997, 102—-107). Dla naszych
celow nie jest wazne, ktora ze stron tego sporu ma racj¢, czy obiekty mate-
matyczne sg obiektami czysto relacyjnymi, czy z konieczno$ci przystuguja
im jakie$ inne cechy. Dla rozwazan prowadzonych w tym artykule wazny
jest jedynie sposob argumentacji strukturalistoéw. Strukturali§ci sui generis
twierdzg, ze tym, co bada matematyka, nie sg obiekty quasi-konkretne, ale
struktury niezalezne, czyli obiekty abstrakcyjne. Jezeli nawet na pewnym
etapie swojego rozwoju konkretne dziaty matematyki postuguja si¢ jakiegos
rodzaju wyobrazeniami lub quasi-konkretami, to podzniejsza ich ewolucja
i doglebne zbadanie danej dziedziny prowadzi do wyraznego wskazania abs-
trakcyjnej, niezaleznej struktury, ktoéra jest opisana tylko za pomocg for-
malnych relacji. Struktura tego rodzaju moze by¢ struktura liczb natural-
nych, do ktérej mozna sprowadzi¢ geometri¢ oraz za jej pomocg, wyko-
rzystujac technike jednoznacznej numeracji wyrazen, mozna mowi¢ o do-
wolnych ciggach znakow.
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Argumentacja prezentowana przez strukturalistow sui generis sprowadza
si¢ do stwierdzenia, ze struktury sa to abstrakcyjne, niezalezne byty, ktore
mozemy dowolnie konstruowa¢ za pomocg ich opisu. Abstrakcyjne struktury
matematyczne poznajemy

dzigki bezposredniemu ich opisowi [...] kompetentny uzytkownik jezyka bedzie
rozumial, czym jest opisywana struktura, i bedzie potrafit dyskutowac na temat tej
struktury, niezaleznie od jakichkolwiek jej przyktadéw. (Suapriro 1997, 74)

Opis, czyli podanie pewnych zasadniczych warunkow, determinuje dang
strukture w ten sposob, ze nie mowi si¢ o prawdziwosci lub falszywosci tych
stwierdzen. Warunki naktadane na opisywane struktury sg catkowicie do-
wolne i nie ma zadnej konieczno$ci uzasadniania tego opisu. Podanie opisu
danej struktury stanowi baz¢ dla dalszych jej badan. Za pomoca rygory-
stycznych wymogow logiki wyprowadzamy na zasadzie dedukcji pozostate
twierdzenia dotyczace badanej struktury. Wyraznie zatem widac, ze podej-
$cie strukturalistow sui generis moze by¢ rozumiane jako bardzo podobne
do podejscia strukturalistow teoriomnogosciowych. Jedynym akceptowalnym
sposobem uzasadniania twierdzen w kazdym z tych strukturalizmoéw jest de-
dukcja, a réznica migdzy (a) strukturalnoscig oraz () dedukcyjnoscig mate-
matyki zostaje zatarta.

DEDUKCJA A ISTNIENIE STRUKTUR

W tak rozumianym strukturalizmie nie ma rozrdéznienia miedzy przed-
miotem badanym przez teori¢ a samg teorig. To, czy struktury istniejg real-
nie, podobnie jak byty platonskie, czy sg abstrahowane w jaki$ sposob, albo
majg jeszcze inny status ontologiczny, nie jest wazne. Innymi stowy, to, czy
dla pewnej danej aksjomatycznej teorii dedukcyjnej model bedzie istniat czy
tez nie, nie ma znaczenia. Ta teoria sama w sobie jest traktowana jako
struktura czy przedmiot zainteresowania matematyki. Na przyktad aksjomaty
arytmetyki Peano opisuja pewng strukture i matematyka moze z powodze-
niem badac t¢ struktur¢ za pomocg narz¢dzi dedukcyjnych, wykazujac wszy-
stkie mozliwe konsekwencje tych aksjomatow. W zaden sposob nie ma
potrzeby uzasadnia¢ statusu ontologicznego tak istniejgcej struktury.

Jeden z najczg$ciej cytowanych i dyskutowanych przedstawicieli wspot-
czesnego strukturalizmu matematycznego w kwestii odrdznienia swojego
stanowisko od pewnych klasycznych koncepcji filozoficznych pisze tak:
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Z tradycyjnego platonskiego punktu widzenia istnieje pewna wazna autonomia
miedzy aksjomatami a badanymi obiektami [...] aksjomaty s3 prawdziwe ze
wzgledu na badane obiekty. [...] Strukturali$ci odrzucaja t¢ autonomi¢ migdzy
aksjomatami a badanymi obiektami. Poniewaz w tradycyjnym platonizmie aksjo-
maty s3 stwierdzeniami na temat jakiego$ krolestwa idealnych obiektow mate-
matycznych, stad tez mozliwe jest, ze aksjomaty sg fatszywe.

[...] W naszym podejsciu jezyk opisuje lub determinuje strukture (lub klase
struktur), jesli w ogble opisuje cokolwiek. (Suariro 1997, 131)

Shapiro wyraznie stwierdza, ze w jego koncepcji ostatecznym wyznacz-
nikiem wszystkich wtasnosci danej struktury jest jej opis, czyli podanie
aksjomatow i ewentualnie regul wnioskowania. To, czy dane struktury ist-
niejg lub nie, oraz ewentualnie, jak istnieja, jest sprawa otwartg, W tym
kontekscie koncepcje wspotczesnych strukturalistow wydaja si¢ nie by¢ wy-
starczajgco precyzyjne. Mozna znalez¢ fragmenty, w ktorych np. Shapiro
opisuje swoje poglady dotyczace ontologicznego statusu struktur matema-
tycznych, wyraznie odrozniajac te struktury od badanych aksjomatycznych
teorii matematycznych. Sagdzimy, ze mozliwa jest taka wizja strukturalizmu,
w ktorym struktura i teoria beda tym samym. Witasnie tak proponujemy
rozumie¢ stanowisko strukturalistyczne, nie wdajac si¢ w wcigz trwajace
spory odno$nie do ontologicznego statusu ewentualnych struktur matema-
tycznych. Mozna jedynie zauwazy¢, ze nieustalony status ontologiczny
struktur matematycznych przy jednoczesnej zgodzie na temat tego, ze struk-
tury sg przedmiotem badan matematycznych, moze by¢ pewnego rodzaju
wsparciem za prezentowang odmiang strukturalizmu.

OczywisScie, 0 czym juz wspomniano, mozna mie¢ watpliwosci, czy fak-
tycznie jest tak, ze matematyka jest pewng teorig czysto formalng, teorig
znajdujaca si¢ w trzecim aksjomatycznym abstrakcyjnym stadium. Chociaz
celem tego artykutu nie jest odpowiedZz na to pytania, to wskazemy kilka
punktow, ktore moga by¢ pomocne w znalezieniu na nie odpowiedzi.

Zauwazmy, ze autorzy, klasyczni, jezeli chodzi o podstawy matematyki,
dostrzegaja mozliwos¢ takiego uprawiania matematyki, przy ktérym jej aksjo-
matow nie bedzie traktowalo si¢ jako prawdziwe lub falszywe, ale jedynie
jako pewng gre symboli, ktérym mozna nadawaé¢ dowolne interpretacje. Wspo-
mniany juz Bertrand Russell wyraznie pisze, ze ,,taki sposob postepowania
nie jest btedny, a pod pewnymi wzgledami nawet jest to uogoélnienie warto-
sciowe” (RusseLL 1920, 27), Podobnie uwazat Alfred Tarski, ktory usto-
sunkowat si¢ do mozliwosci uprawiania matematyki jako nauki czysto de-
dukcyjne;j:
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Zdarza sig, co prawda, ze budujac pewng teori¢ dedukcyjna, nie przypisujemy jej
terminom okreslonego znaczenia i odnosimy si¢ do nich jak do symboli zmien-
nych. W takich okoliczno$ciach méwimy, ze traktujemy teori¢ jako system for-
malny. Ale sytuacja tego rodzaju [...] zdarza si¢ tylko, gdy dysponujemy kilkoma
modelami czy interpretacjami dla systemu aksjomatycznego tej nauki, a wiec jesli
mamy szereg mozliwosci przypisania konkretnego znaczenia terminom wystepu-
jacym w tej nauce, ale zadnej z tych mozliwos$ci nie chcemy wyrdznia¢. Taki nato-
miast system formalny, dla ktorego nie potrafilibysmy poda¢ ani jednego modelu,
przypuszczalnie nikogo by nie interesowat. (Tarski 2012, 135)

Tarski okazuje si¢ by¢ sceptyczny co do mozliwos$ci uprawiania matematyki
jako nauki czysto dedukcyjnej, znajdujacej si¢ w aksjomatycznym abstrak-
cyjnym stadium rozwoju. Wedlug niego traktowanie teorii dedukcyjnej jako
niezinterpretowanej, w ktorej nie przypisuje si¢ zadnego znaczenia terminom
wykorzystywanym w aksjomatach, jest mozliwe, ale mato interesujgce i nie-
warte wigkszej uwagi. Podobnego zdania jest Russell, ktory — jak powie-
dziano — dostrzega mozliwos$¢ uprawiania matematyki w omawiany sposob,
ale twierdzi, ze jest to bledne podejscie:

Lecz z dwdch punktéw widzenia nie daje on [sposéb traktowania matematyki jako
nauki czysto dedukcyjnej — M.Cz.] odpowiedniej podstawy dla arytmetyki. Po
pierwsze, nie pozwala nam stwierdzi¢, czy sa jakiekolwiek zbiory rzeczy, ktére
spelniaja aksjomaty Peana, i nie daje najmniejszej sugestii, jak odkry¢, czy istnieja
takie zbiory. Po wtore, jak to juz zauwazyliSmy, chcemy, by nasze liczby byly
takie, jakich potrzeba, by liczy¢ przedmioty zycia codziennego, a to wymaga,
by nasze liczby mialy znaczenie okreslone, nie za$ tylko, by mialy pewne wlasno-
$ci formalne. To okre$lone znaczenie definiuje logiczna teoria arytmetyki. (Rus-
SELL 1920, 27).

W zwiazku z tym, mozna twierdzi¢, ze istnieje pewna granica pomi¢dzy
matematyka jako nauka, znajdujaca si¢ w drugim aksjomatycznym intui-
cyjnym stadium rozwoju, a matematyka jako nauka czysto dedukcyjng
(strukturalng), czyli znajdujaca si¢ na trzecim aksjomatycznym abstrakcyj-
nym etapie. Granice t¢ moze wyznaczy¢ odpowiedz na pytanie dotyczace
prawdziwosci aksjomatow oraz powigzane z tym zagadnienie istnienia struk-
tur jako obiektow odrgbnych od teorii dedukcyjnych i opisywanych przez
nie. Dla teorii znajdujacych si¢ w stadium drugim aksjomatycznym intui-
cyjnym zasadne jest pytanie o prawdziwos$¢ aksjomatow w relacji do istnie-
jacych obiektow (struktur). Proponowane aksjomaty moga by¢ w tym przy-
padku prawdziwe lub falszywe, natura i sposéb istnienia struktur moze by¢
taki lub inny. Natomiast dla teorii znajdujacych si¢ w stadium trzecim
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aksjomatycznym abstrakcyjnym pytanie o prawdziwo$¢ aksjomatow jest nie-
uzasadnione, nie moéwi si¢ o zadnej relacji migdzy teoria dedukcyjna
a dowolnie rozumianymi obiektami (strukturami), aksjomaty nie sg ani praw-
dziwe ani falszywe, znaczenie uzytych w nich termindw jest nieustalone.

Protagonista koncepcji tréjetapowego rozwoju nauk formalnych, Kazimierz
Ajdukiewicz, twierdzi, ze o tyle mozna mowi¢ o prawdziwos$ci aksjomatow,
o ile w ogole istniejg przedmioty, ktore spetniajg dane uktady aksjomatow.

Jest rzecza jasna, ze aksjomaty abstrakcyjnej teorii dedukcyjnej, ktora posiada
cho¢ jeden model, musza by¢ prawdziwe przy tym znaczeniu jej swoistych
terminow pierwotnych, ktore konstytuujemy, postanawiajac, ze maja posiadaé
takie denotacje, dla ktorych aksjomaty sa spelnione. Albowiem jezyk teorii abs-
trakcyjnej sami dopiero budujemy, przyporzadkowujac jego terminom ich deno-
tacje. W jezyku tym terminy denotuja wigc takie przedmioty, jakie postano-
wili$my im przyporzadkowac¢ jako ich denotacje [...]

Skoro wigc postanowiliSmy, ze maja one denotowac takie przedmioty, ktore
spetniajg aksjomaty, to — o ile takie przedmioty w ogoéle istnieja — terminy te
denotuja tez w jezyku przez nas utworzonym takie przedmioty, ktore speiniaja
aksjomaty, a tym samym w jezyku tym nasze aksjomaty sa prawdziwe. (AJpu-
KIEWICZ 1965, 190-191)

Wida¢ wyraznie, ze uznanie matematyki za nauk¢ o strukturach w pro-
ponowanym, czysto formalnym sensie, jako pewnej aksjomatyczno-abstrak-
cyjnej teorii dedukcyjnej, sprawia, ze podstawowe pytania dotyczace natury
struktur matematycznych oraz sposobu ich poznania schodzg na plan dalszy.
By¢ moze jest to pewna wskazowka, ktora rzuca jakies $wiatlo na za-
gadnienie roznorodnosci pogladoéw dotyczacych metafizycznej natury struk-
tur matematycznych, ktora jest obecna u wielu wspotczesnych autoréw re-
prezentujacych ten nurt filozofii matematyki.

Dyskutujac zagadnienie prawdziwosci aksjomatéw, a co za tym idzie —
sposobu istnienia struktur matematycznych, w opozycji do czysto deduk-
cyjnego rozumienia teorii matematycznych nalezy pamigta¢ rOwniez o zna-
nym ograniczeniu dla takich teorii. Kurt Gédel udowodnit, ze dla kazdej
sformalizowanej, niesprzecznej i bogatej teorii dedukcyjnej zbior zdan do-
wodliwych nie pokrywa si¢ ze zbiorem zdan prawdziwych, w tym sensie, ze
o wszystkich zdaniach dowodliwych zakladamy, ze sa prawdziwe, natomiast
istnieja pewne zdania, bedace poprawnie zbudowanymi wyrazeniami tej
teorii, ktore sg prawdziwe, a ktore nie moga by¢ udowodnione na podstawie
przyjetych regut i aksjomatow. Co wigcej, dotgczenie zdan prawdziwych do
zbioru aksjomatow, w pewien sposob automatycznie powoduje pojawienie
si¢ kolejnych takich zdan, ktére sg prawdziwe i jednoczesnie niedowodliwe.
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Dowod jest wcigz jedyna metoda uzywang do ustalania prawdziwos$ci zdan
w obrebie kazdej poszczegdlnej teorii matematycznej. Zdajemy sobie jednak
obecnie sprawg, ze istnieja zdania sformulowane w jezyku danej teorii, ktore sa
prawdziwe, lecz nie sg dowodliwe, i musimy si¢ liczy¢ z mozliwoscia, ze takie
wlasnie zdania znajduja si¢ wsrdd tych, ktérymi si¢ interesujemy i ktore usitujemy
udowodnié. (Tarskr 1969, 332)

Zdania, ktore wydaja si¢ by¢ prawdziwe, a ktérych nie udato nam si¢ udo-
wodni¢ w pewnej teorii dedukcyjnej, mozna dotaczy¢ do zbioru aksjomatow
jako nowe zalozenia, tworzac nowg abstrakcyjng teori¢ dedukcyjng, W ten
sposob prawda moze by¢ potraktowana jako pewnego rodzaju drogowskaz,
ktory pozwala rozszerza¢ abstrakcyjne teorie dedukcyjne.

W rozwoju matematyki nie ma konfliktu miedzy pojeciem prawdy i pojeciem
dowodu; pojecia te nie sa na stopie wojennej, lecz pozostaja w stanie poko-
jowego wspotistnienia. (TArRsk1 1969, 332)

Rozdzwigk miedzy czysto dedukcyjnymi, abstrakcyjnymi teoriami a teoriami
w stadium intuicyjnym, gdzie rozwaza si¢ prawdziwos$¢ postulatow, moze
stanowi¢ pewna inspiracje¢ dla prob odpowiedzi na pytanie, czy matematyka
jest nauka o strukturach. Przy jednym z tych sposobéw rozumienia mate-
matyki zasadne sg pewne pytania, a przy drugim stawiamy inne pytania
i oczekujemy innych odpowiedzi.

[...] istnieja dwa wzajemnie nieredukowalne sposoby rozumienia metody mate-
matycznej: jeden skupiony na prawdzie a drugi na wynikaniu. W stadium intui-
cyjnym mozna zadawac takie pytania jak «lle istnieje linii prostych rdwnoleglych
do danej prostej?».

W stadium abstrakcyjnym mozna zadawac takie pytania jak «Co wynika z teo-
rii Riemanna lub Euklidesa?» (Tkaczyk 2016, 37)

Podsumowujac, mozliwa jest taka interpretacja strukturalizmu matema-
tycznego, ze strukturalno$§¢ i dedukcyjnos$¢ matematyki staja si¢ cechami
zamiennymi. Natomiast pytanie o to, czy matematyka jest nauka wtasnie tak
rozumiang, czyli znajdujaca si¢ w stadium abstrakcyjnym, uwazamy za ot-
warte 1 wielce dyskusyjne.
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STRUKTURALNOSC A DEDUKCYINOSC MATEMATYKI.
WSPOLCZESNY STRUKTURALIZM
W FILOZOFII MATEMATYKI

Streszczenie

Wspdlne dla réznego typu strukturalizmdéw matematycznych jest stwierdzenie, ze dla mate-
matyki jako nauki prawdziwa jest koniunkcja: a) matematyka jest nauka o strukturach oraz b)
matematyka jest nauka dedukcyjnag.

Przedstawiane sa odmienne argumenty na rzecz tych dwoch wlasnosci matematyki i réznie
rozumiane sg pojecia strukturalnosci i dedukcyjnosci, co skutkuje powstawaniem réznego rodzaju
strukturalizmow. Twierdzimy, ze przy pewnym ustalonym sposobie rozumienia tych pojgé moz-
liwa jest ich rownowazno$¢. Argumentujemy na rzecz takiego rozumienia strukturalizmu,
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ktore streszcza si¢ w stwierdzeniu: a) matematyka jest nauka o strukturach wtedy i tylko wtedy,
gdy b) matematyka jest nauka dedukcyjng.

Stowa kluczowe: filozofia matematyki; strukturalizm matematyczny; struktura; dedukcja; struktu-
ralno$¢ matematyki; dedukcyjnos¢ matematyki; strukturalizm sui generis; teoria mnogosci;
metodologia matematyki.

STRUCTURALITY AND DEDUCTIVITY OF MATHEMATICS:
CONTEMPORARY STRUCTURALISM
IN THE PHILOSOPHY OF MATHEMATICS

Summary

It is common for different types of mathematical structuralism that the conjunction of two
statements ( a) mathematics is science about structures and b) mathematics is deductive science)
is true, Distinct arguments for this two features of mathematics are exanimated therefore the main
concepts (structurality and deductivity) are understood differently, the results are various types of
structuralism. We claim that it is possible to establish the way of understood of this two concepts
in witeh they are equivalent. We argue that can interpret mathematical structuralism as equi-
valence: a) mathematics is science about structures if and only, if b) mathematics is deductive
science

Keywords: philosophy of mathematics; mathematical structuralism; structure; deduction; struc-
turality of mathematics; deductivity of mathematics; structuralism sui generis; set theory;
methodology of mathematics.

Information about Author: MarcIN CzakoN, PhD — the John Paul II Catholic University of
Lublin, Faculty of Philosophy, Institute of Philosophy, Department of Logic; address for cor-
respondence: Al. Ractawickie 14, 20-950 Lublin; e-mail: marcin.czakon@kul.pl; ORCID:
https://orcid.org/0000-0001-6217-6640.





